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Generalized Additive Models (GAM)

e GAMs - elastyczne metody statystyczne stuzgce do identyfikacji i
charakterystyki nieliniowych efektéw

e Forma modelu addytywnego:

gdzie fj sg gtadkimi (nieparametrycznymi) funkcjami.



Rozszerzenie funkcji bazowych

e nieparametryczne funkcje fj mogg zosta¢ zapisane jako kombinacje liniowe pewnych
funkcji bazowych

e zmienna X jest rozszerzana do jej przeksztatcen

e estymacja metodg najmniejszych kwadratéw

Estymacja wszystkich funkcji jednoczesnie

e fitting za pomocg scatterplot smoother (np. cubic smoothing spline lub
kernel smoother

e algorytm symultanicznej estymacji wszystkich funkcji fj



Przyktady uogodlnionych modeli addytywnych
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Addytywny model regresiji logistycznej zastepuje liniowe sktadniki uogdlniona,
funkcyjng postacia:
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Przyktady uogolnionych modeli addytywnych

e modele sg addytywne, co pozwala na prostg interpretacje

e warunkowa wartos$¢ oczekiwana Y jest zalezna od pewnej
addytywnej funkcji predyktoréw poprzez funkcje linkujgca g:

(J“(‘X’ )] =+ fl(*‘Yl ) S il fp(-x’p)-

e uogolnione modele liniowe mogg by¢ w tatwy sposéb
rozszerzone do uogdlnionych modeli addytywnych



Szczegoty:

e scatterplot smoother
e estymatory funkcji pokazujg mozliwy brak liniowosci efektow Xj

e nie wszystkie ff muszg by¢ nieliniowe - mozna mieszaé¢ zaréwno
liniowe, jak i inne parametryczne formy z nieliniowymi efektami

e nieliniowe sktadniki takze nie muszg by¢ ograniczone do gtéwnych
efektéw - mozemy miec¢ osobne krzywe dla jednej zmiennej w
zaleznosci od innej zmiennej (jakoSciowe))



Zastosowania:

o 9(u) = XTB + ai + f(2)

e g(n) = f(X) + gr(Z)
e g(p) = f(X)+49(Z,W)

Modele addytywne moga réwniez zastgpi¢ modele liniowe w przypadku
addytywnej dekompozycji szeregow czasowych

Yi =5 + T + &4,

gdzie St jest sktadnikiem sezonowym, a Tt to trend czasowy.



Dopasowanie modeli addytywnych

e Zatozenia

P
Y=a+) fi(X;)+e
j=1

gdzie epsilon jest btedem losowym ze srednig O.



Dla tego problemu optymalizacyjnego definiuje sie
sume kwadratow z dodatkowa kara:
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e Mozna pokazac, ze powyzsze rownanie minimalizuje cubic spline model,
w ktérym kazda z funkcji fj jest krzywg ztozong z wielomianéw
szesciennych z weztami w kazdym punkcie xij.

e Aby zapewni¢ jedynosc¢ rozwigzania zaktada sie, ze dla kazdego j :

N . \
2.1 fi(wij) = 0



Algorithm 9.1 The Backfitting Algorithm for Additive Models.

1. Initialize: & = + 27 i, f; = 0, Vi, j.

2 Cvele: 9=1, 2000 Viawass Peanss

fi + 8 {yi_é_z.fk(xik)}jlv ;
k#3
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until the functions fj change less than a prespecified threshold.




Omowiony algorytm moze zosta¢ dostosowany do innych metod
dopasowywania modeli poprzez zadanie odpowiedniego operatora
wygtadzajgcego S;j:

e inne jednoczynnikowe wygtadzacze takie jak regresja wielomianowa czy
metody jgdrowe

e operatory regresji liniowej dajgce wielomianowe dopasowanie, takie jak
piecewise constant fits, parametric spline fits, series and Fourier fits

e bardziej skomplikowane operatory takie jak powierzchniowe wygtadzanie dla
wysokorzedowych interakcji lub okresowe wygtadzacze dla sezonowych
efektow



Przyklad c.d.: Addytywna regresja logistyczna

e zrozumienie roli kazdego z faktoréw raczej wazniejsze od klasyfikowania
nowych zmiennych

e uogodlniona struktura addytywnego modelu logistycznego:

e Backfitting algorithm within a Newton-Raphson procedure



Algorithm 9.2 Local Scoring Algorithm for the Additive Logistic Regres-
sion Model.

1. Compute starting values: & = log[y/(1 — )], where y = ave(y;), the
sample proportion of ones, and set f; =0 Vj.

2. Define n; = a + Ej fj($ij) and p; = 1/[1 + exp(—7;)].

Iterate:

(a) Construct the working target variable

. (yi — i)
Zi =i+ 5
T B(1—pr)

(b) Construct weights w; = p;(1 — p;)

(c) Fit an additive model to the targets z; with weights w;, us-
ing a weighted backfitting algorithm. This gives new estimates

&afjv VJ

3. Continue step 2. until the change in the functions falls below a pre-
specified threshold.




Przyktad: klasyfikowanie spamu

Dane: (ftp.ics.uci.edu)

e 4601 wiadomosci mailowych
e 57 zmiennych (w tym 48 zmiennych jakosciowych)

Podziat:
zbidr testowy: 1536
zbiér treningowy: 3065

Dopasowanie krzywg sktadajgca sie z wielomiandw szesciennych



Test error rates:

TABLE 9.1. Test data confusion matriz for the additive logistic regression model
fit to the spam training data. The overall test error rate is 5.5%.

Predicted Class

True Class | email (0) spam (1)
email (0) 58.3% 2.5%
spam (1) 3.0% 36.3%

liniowa regresja logistyczna: 7.6%.



TABLE 9.2. Significant predictors from the additive model fit to the spam train-
ing data. The coefficients represent the linear part of f,, along with their standard
errors and Z-score. The nonlinear P-value is for a test of nonlinearity of f,.

Name Num. df Coefficient Std. Error Z Score Nonlinear
P-value
Positive effects
our ;! 3.9 0.566 0.114 4.970 0.052
over 6 3.9 0.244 0.195 1.249 0.004
remove 7 4.0 0.949 0.183 5.201 0.093
internet 8 4.0 0.524 0.176 2.974 0.028
free 16 3.9 0.507 0.127 4.010 0.065
business 17 3.8 0.779 0.186 4.179 0.194
hpl 26 3.8 0.045 0.250 0.181 0.002
ch! 52 4.0 0.674 0.128 5.283 0.164
ch$ 53 3.9 1.419 0.280 5.062 0.354
CAPMAX 56 3.8 0.247 0.228 1.080 0.000
CAPTOT 57 4.0 0.755 0.165 4.566 0.063
Negative effects
hp 25 3.9 —1.404 0.224 —6.262 0.140
george 27 3.7 —5.003 0.744 —6.722 0.045
1999 37 3.8 —0.672 0.191 —3.512 0.011
re 45 3.9 —0.620 0.133 —4.649 0.597
edu 46 4.0 —1.183 0.209 —5.647 0.000
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FIGURE 9.1. Spam analysis: estimated functions for significant predictors. The
rug plot along the bottom of each frame indicates the observed values of the cor-
responding predictor. For many of the predictors the nonlinearity picks up the
discontinuity at zero.



Podsumowanie

Zalety:

e Modele addytywne sg przydatnym rozszerzeniem zwyktych modeli liniowych

e Nadal mozemy uzywac¢ podobnych narzedzi jak w przypadku modeli
liniowych

e Dopasowywanie modeli addytywnych metodg backfitting jest proste i
mozna je tatwo modyfikowac

e wyniki sg tatwe do interpretacji - szeroko uzywane w srodowisku
statystycznym



Wady:

e ograniczenia dla duzej eksploracji danych - algorytm backfitting
dopasowuje wszystkie zmienne, co jest trudne do osiggniecia w
przypadku duzych zbioréw danych (procedura BRUTO tgczy

backfitting z selekcjg zmiennych zeby poradzi¢ sobie z tym
problemem)

e dla duzych danych efektywniejsze sg podejscia takie jak boosting



Modele oparte o drzewa

Podziat przestrzeni predyktorow na prostokaty

Dopasowanie prostego modelu (np. statej) w kazdym prostokacie
Proste, ale skuteczne

Przyktadowe modele: CART, C4.5



Problem regresiji:
o Y -ciggta zmienna odpowiedzi
o Xy, X: € [0,1] - predyktory

Podziat przestrzeni liniami rownolegtymi
do osi uktadu wspoétrzednych

W kazdym nowo powstatym obszarze
mozemy przybliza¢ Y przez inng wartosc¢
Problem: niekt6re obszary sg trudne do
zdefiniowania

X1




e Rozwigzanie: rekurencyjne podziaty
binarne:

o w pierwszym kroku dzielimy
przestrzen na dwie czesci i
przyblizamy zmienng odpowiedzi
srednig z wartosci Y nalezgcych do
danego podzbioru

o zmienna (X)) i punkt podziatu
dobierane tak, by przyblizenie byto
jak najdoktadniejsze

o podziat jest kontynuowany az do
spetnienia warunku stopu

R4

t1

X1

i3

ta



Przyktad:

o Podziat w Xi=t;

o  Obszar Xisti podzielony w Xz=t.

o  Obszar X:>t: podzielony w Xi=ts

o  Obszar X:>ts podzielony w Xz=ts
Rezultat: podziat przestrzeni na pie¢
obszarow Ry, R,,..., Rs
Model elementom zbioru R[] przypisuje statg
cl]
Formalnie:

f(X) =" enI{(X1,X2) € R}

m=1

R4

t1 ta
X1

tq



Model mozna zaprezentowac takze w formie
drzewa binarnego

Petny zbiér danych u géry

Obserwacje spetniajgce warunek sg
przypisywane do lewej gatezi, pozostate do
prawej

Koncowe wezly (liscie) odpowiadaja
obszarom Ry, R;,..., Rs

| A

()




e Graficzna prezentacja modelu regresji dla
przyktadowych wartosci ci=-5, ¢.=-7, ¢s=0,
Cs=2, Cs=4




Drzewa regresyjne

e Dane:
o N obserwacji
o kazda obserwacja sktada sie z p zmiennych oraz zmiennej odpowiedzi
o 0znaczenia:

(xiyi),i=1,2,...,N

T = (Ti1, Tizs - -+, Tip)



Drzewa regresyjne - podziat danych w wezle

e Chcemy, aby algorytm decydowat o wyborze zmiennej do podziatu oraz punktu, w ktérym ten
podziat nastgpi

e Zalézmy, ze mamy dane podzielone na M obszaréw Ry, R,,..., R

e Modelujemy zmienng odpowiedzi przez statg c] w kazdym z obszarow, ij..

M

@)= Y enlEeRy)

m=1

e  Kryterium podziatu - suma kwadratow btedow: D (v — /()

e Wodweczas najlepszym estymatorem €] jest Srednia wartos¢ y w zbiorze R[:

ém = ave(yi|zi € Rm)



Drzewa regresyjne - podziat danych w wezle

e Znalezienie najlepszego w sensie SSE binarnego podziatu jest najczesciej obliczeniowo niewykonalne

e Rozwigzaniem jest zastosowanie algorytmu zachtannego

e Zaczynajac od catego zbioru danych, dla zmiennej podziatu j oraz punktu podziatu s mozemy zdefiniowaé
pare podprzestrzeni:

Ri(j,s) = {X

X; <s} and Ry(j,s) ={X

X; > s}

e Szukamy takiej zmiennej j oraz punktu s, ktére zminimalizujg wyrazenie:

. . ¢ 2 . 2
min [mm E (y; — ¢1)” + min E (y; — 02)“}
sl e AL 2 4

x:€ER1(].5) 1€ Ra(7,8)

e Dla dowolnych j oraz s rozwigzaniem problemu w nawiasie jest:

¢1 = ave(y;|z; € Ri(j,s)) and é; = ave(y;|z; € Ra(j, 5))

e Dla kazdej zmiennej j, mozna szybko okresli¢ optymalny punkt s. Iteracja po wszystkich p zmiennych
pozwala wyznaczy¢ najlepszg pare (j,s)

e Po wyznaczeniu pary (j,s), dzielimy przestrzen na dwie podprzestrzenie i powtarzamy proces na nowych
zbiorach



Drzewa regresyjne - rozmiar drzew

Rozmiar drzewa okresla ztozonos¢ modelu
Bardzo duze drzewo moze skutkowa¢ nadmiernym dopasowaniem (overfitting)
Mate drzewo moze nie uwzglednia¢ waznych zaleznosci
Kryteria stopu:
o dzielenie wezta tylko, jesli zysk w SSE przekracza pewng ustalong wartosé
m pozornie niepotrzebny podziat moze prowadzi¢ do dobrego podziatu w nizszej
czesci drzewa
o dzielenie wezta, jesli jego wielko$¢é przekracza okreslong warto$é (np. 5 obserwacji)
m duze drzewo To, ktore trzeba przycig¢ w oparciu o kryterium kosztu ztozonosci
(cost-complexity pruning, CCP)



Drzewa regresyjne - Cost-complexity pruning

Niech TCT, oznacza dowolne drzewo powstate przez przyciecie To

Niech m indeksuje koficowe (najnizsze) wezty (wezet m odpowiada zbiorowi RL1)
Niech |T| oznacza liczbe koncowych weztéw w T

Przyjmujac oznaczenia:

J'\rm — #{l‘,‘ S Rm}s

ém:% Z Yi,

4V =
TiE R

. 1 , & %9
Qm(T) = N Z (¥i — Cm)k

+'m =
z1€ERm

mozemy zdefiniowaé kryterium kosztu ztozonosci (CCP) jako:
|T|
Co(T) =Y NuQum(T) + T

m=1



Drzewa regresyjne - weakest link pruning

e Parametr a = 0 odpowiada za balans miedzy rozmiarem drzewa a doktadnoscig dopasowania do
danych
o duze wartosci a skutkujg matymi drzewami i odwrotnie
o «a=0 daje petne drzewo T,
e Chcemy dla kazdego « znalez¢ drzewo 1;, C Ty minimalizujgce C,(T")
Mozna pokazac, ze dla kazdego « najmniejsze takie drzewo jest jedyne
e Aby je znalezé, korzystamy z przycinania najstabszego ogniwa (weakest link pruning)
o usuwamy wewnetrzny wezet, ktory odpowiada za najmniejszy przyrost wyrazenia: ), N Q. (T)
o ustalamy « takg, aby CCP poddrzewa byto mniejsze niz drzewa
m petne drzewo ma CCP=SSE dla «=0
o powtarzamy az otrzymamy pojedynczy wezet (korzen)
o  otrzymujemy w ten sposéb skoriczong sekwencje poddrzew (i cigg wartosci «), ktéra
zawiera 1,
o  Estymator « uzyskujemy poprzez piecio- lub dziesieciokrotng walidacje krzyzowg
o  Wybieramy wartos¢ odpowiadajgcag poddrzedwu minimalizujgcemu SSE



Drzewa klasyfikacyjne

e Dla zmiennej odpowiedzi przyjmujgcej wartosci 1,2,...,K, potrzeba jedynie zmienié¢ kryteria
podziatu weztéw i przycinania drzewa

e Dla m-tego wezta odpowiadajgcemu podprzestrzeni R[] z N[ obserwacjami, definiujemy
proporcje obserwacji nalezgcych do klasy k w wezle m:

) 1 _
Pmk = ;\"” Z I(yz == 'I")

T =
T1ERm

e Klasyfikujemy obserwacje w wezle m do najliczniejszej klasy

k(m) = argmaxy Pk



Drzewa klasyfikacyjne - impurity measures

e Popularne metody mierzenia “zanieczyszczenia wezta” (node impurity) QI(T):

Misclassification error: \Lm ZiERm I(y; # k(m)) =1 — Pmk(m)
5 2 < A . K " A
Gini index: Zk;&k’ PmkPmk’ = Zk;[ pmk(_l o pmk)'
e , K .

Cross-entropy or deviance: —3° k\: 1 Pmik 108 Pk

e Przy dwéch klasach, jesli przez p oznaczymy proporcje w drugiej klasie, powyzsze wyrazenia
przyjmujg odpowiednio postaci:
o 1-max(p, 1-p)
o 2p(1-p)
o -plog(p)-(1-p)log(1-p)



Drzewa klasyfikacyjne - impurity measures

e Wykres przedstawia poréwnanie tych trzech
metod w zaleznosci od parametru p

e Wszystkie sg podobne, ale Gini index i
entropia sg rozniczkowalne, a tym samym
bardziej odpowiednie do numeryczne;j
optymalizacji
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Drzewa klasyfikacyjne - impurity measures

e Entropia i Gini Index sg bardziej wrazliwe na proporcje w wezle
e Przykfad:
o dwie klasy, w kazdej 400 obserwacji (400,400)
| podziat: wezty (300,100) i (100,300)
Il podziat: wezty (200,400) i (200,0)
w obu przypadkach 25% obserwacji zostato btednie sklasyfikowanych
w Il podziale mamy “czysty” wezet, ktéry jest bardziej pozgdany
podobnie jak w przypadku drzew regresyjnych, aby obliczy¢ impurity wezta, mnozymy jej
(impurity)warto$¢ przez jego (wezta) liczebnos$é

O O 0O O O



Drzewa klasyfikacyjne - impurity measures

o  Gini Index oraz Entropia majg nizsze
impurity dla drugiego podziatu, zatem
przy tworzeniu drzew lepiej korzystac z
jednego z nich

o Do przycinania drzewa w oparciu o
kryterium kosztu ztozonosci mozna
uzy¢ dowolnej z powyzszych metod
(typowo jest to misclassification rate)

Misclass.
error

Gini Index

Entropy

| podziat

200

300

449.87

Il podziat

200

266.67

381.91



Drzewa klasyfikacyjne - Gini Index

Gini Index moze by¢ interpretowany na dwa interesujgce sposoby

O

Zamiast klasyfikowa¢ obserwacje na podstawie najliczniejszej klasy w wezle, mozemy
klasyfikowaé do klasy k z prawdopodobienistwem P
m Btad treningowy jest wowczas postaci ) ;. PmkPmi - Gini Index.

Jesli w danym wezle oznaczymy przynaleznos$¢ do klasy k przez 1, a do pozostatych klas
przez 0, wowczas wariancja takiej zerojedynkowej zmiennej odpowiedzi jest postaci
Pmk(1 — Pmk). Suma po wszystkich k klasach da ponownie Gini Index.



Drzewa klasyfikacyjne - macierz straty

e W niektorych przypadkach konsekwencje btednego zaklasyfikowania obserwacji sg wieksze niz
w innych
o np. predykcja, ze pacjent nie bedzie miat ataku serca, w sytuacji kiedy jednak go dostanie
e Abytemu przeciwdziata¢ definiujemy macierz straty L rozmiaru KxK, gdzie L ;.. oznacza strate
spowodowang zaklasyfikowaniem obserwacji pochodzacej z klasy k do klasy k’
e Zwykle przyjmuje sie, ze poprawnym klasyfikacjom nie przypisuje sie kary, tj. Lrr = 0 VE.
e Aby uwzgledni¢ ten pomyst w procesie modelowania mozemy zmodyfikowac¢ Gini Index do
postaci: >, .. Lk Dk Dk
e Sposdb ten dziata w przypadku wielu klas, ale nie powoduje zadnego efektu w przypadku
dwach klas, gdyz kazdorazowo dostaniemy wspétczynnik Lyi + Ly
o Rozwigzaniem moze by¢ przypisanie wagi tylko jednej klasie
e Efektem przypisania obserwacjom wag jest zmodyfikowanie rozktadu a priori
e W ujeciu bayesowskim, w koricowym wezle klasyfikujemy do klasy k(m) = argming. 3~ , Legpre.



Brakujgace dane

e Usuniecie obserwacji z brakujgcymi danymi
o moze powodowac duze straty w zbiorze treningowym
e Uzupetnienie danych, np. przez srednig, mediane lub bardziej zaawansowang metoda
e W modelach opartych o drzewa istniejg dwa lepsze sposoby:
o W przypadku zmiennych kategorycznych tworzymy dodatkowg wartosc, jakg zmienna moze
przyjmowadé, oznaczajaca brak informac;ji (“brak”, 0)
m  Mmoze sie zdarzy¢, ze obserwacje z brakujgcymi wartosciami bedg sie w modelu zachowywac¢ inacze;j
niz te z kompletng informacja
o  Bardziej ogélnym podejsciem jest okreslenie zmiennych zastepczych (surrogate variables)
m rozwazajgc dang zmienng jako kandydata do podziatu wezta, korzystamy jedynie z obserwacji z petna
informacja
m  wybieramy najlepszg zmienng i optymalny punkt podziatu
m  pierwszg zmienng zastepczg (i odpowiadajgcym jej punktem podziatu) jest ta, ktéra najdoktadniej
przybliza podziat uzyskany dzieki zmiennej pierwszego wyboru, potem druga itd.
m  jesli przepuszczajgc obserwacje przez drzewo brakuje wartosci zmiennej pierwszego wyboru,
korzystamy kolejno ze zmiennych zastepczych
m powyzsza metoda wykorzystuje korelacje miedzy zmiennymi objasniajgcymi; im wyzsza korelacja, tym
mniejsza strata informacji w wyniku braku danych



Dlaczego podziaty binarne?

e Zamiast dzieli¢ obserwacje na dwie grupy w kazdym wezle mozna rozwazy¢ podziat na wiecej
podzbioréw
e (Czasami takie podejscie moze by¢ uzyteczne, ale nie jest dobrg strategig w ogdélnosci
o podziat na wiele grup partycjonuje dane zbyt szybko zostawiajgc niedostateczng ich liczbe
na potrzeby nizszych pozioméw drzewa.
e Podziat na wiele grup mozna uzyskac ciggiem podziatow binarnych



Wady drzew: niestabilnos¢

e Drzewa sg obarczone duzg wariancjg
o mata zmiana w danych moze skutkowac istotnie r6znym ciggiem podziatdéw, co przektada sie
na niepewnosc¢ w interpretacji
e Gtdéwng przyczyng tej niestabilnosci jest hierarchiczna natura procesu
o btad popetniony na szczycie drzewa ciggnie sie do samego dotu
e Skutki mozna tagodzi¢ dobierajgc stabilniejsze kryteria podziatu
e Lepszym rozwigzaniem jest usrednianie wielu drzew poprzez bagging (bootstrap aggregating) i
lasy losowe
e Bagging dzieli zbior treningowy rozmiaru n na m zbioréw treningowych rozmiaru n’ poprzez
losowanie z rozktadu jednostajnego ze zwracaniem
o przy duzym zbiorze treningowym i n=n’, Srednio w kazdym z m zbioréw dostaniemy 63.2%
niepowtarzajgcych sie obserwacji



Wady drzew: brak wygtadzenia

e Brak wygtadzenia powierzchni predykcyjnej
(prediction surface)

e W przypadku klasyfikacji ze stratg 0/1 nie jest
to duzy problem, poniewaz obcigzenie
estymatora prawdopodobienstwa
przynaleznosci do klasy ma ograniczony efekt

e Moze miec silnie negatywny wptyw w
przypadku regresiji, gdzie oczekujemy
wygtadzonych funkcji

e Procedura MARS czesciowo rozwigzuje ten
problem




Wady drzew: okreslenie struktury addytywnej

e Rozwazmy model regresji: Y=cil(Xi<t:)+c.l(X.<tz)+€, gdzie € jest szumem o $redniej zero

e W drzewie binarnym pierwszy wezet bedzie odpowiadat zmiennej X: i punktowi t:

e Aby uchwyci¢ addytywna strukture oba nowo powstate liscie nalezy podzieli¢ wedtug zmiennej X.
w punkcie t.

e To moze sie faktycznie zdarzy¢, ale nie ma czynnikdw, ktére by ukierunkowywaty model w te
strone

e Przy wiekszej liczbie zmiennych odtworzenie takiej struktury jest mato prawdopodobne

e Rozpoznanie struktury addytywnej w rozbudowanym drzewie jest bardzo trudne

e Procedura MARS porzuca strukture drzewa na rzecz struktury addytywnej






