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Obciazenie, wariancja i ztozonos¢ modelu

Mamy zmienpq objasniana Y, macierz zmiennych objasniajacych X, model
predykcyjny f(X), zbiér treningowy 77 oraz zbiér testowy 7.
Najpopularniejszymi funkcjami straty (L(Y, f(X))) sa:

Q (Y — #(X))? - bfad kwadratowy

Q |Y — 7(X)| - btad bezwzgledny

Zdefiniujmy bfad treningowy: efr = %ZL(y,-, f(x;)), gdzie x; pochodza ze
i=1

zbioru treningowego. Bfad testowy: Errs, = E[L(Y, f(X)|X C T3)]. Oraz

oczekiwany btad predykcji Err = E[Errg,]
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Ta sama idea w modelach klasyfikacyjnych

Mamy kategoryczna zmienna objasniang G. Tutaj nasz model zwraca
prawdopodobienstwa, ze py(X) = P(G = k|X) dla k=1,... K.
Wynikiem modelu jest k o najwiekszej wartosci z tych prawdopodobienstw:
argmaxy (X ). Najpopularniejszymi funkcjami straty (L(G, G(X))) sa

Q /(G, @(X)) - strata 0-1

—22/ k)logpk(X) = —2logpg(X) - -2 x logwiarogodno$¢

Btedy trenlngowe i testowe tak samo, tylko na innych funkcjach straty.
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Podziat zbioru zmiennych objasniajacych
Sytuacja idealna (duzy zbidr danych):

Train Validation Test
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Bias-variance tradeoff

Zakfadamy, ze Y = f(X) + ¢, gdzie E[e] = 0 i Var(e) = o2. Mozemy teraz
rozpisa¢ oczekiwany btad predykgcji (na kwadratowej funkgji straty) jako:
Err(Y, F(X)) = E[(Y — F(X))?] =

02 + (EF(X) — f(X))2 + E[(f(X) — EF(X))?] = 02 + Bias® 4 Var

W szczegblnosci dla modelu liniowego mamy:

Bias? = (f(X) = XT(XTX)"IXTY i Var = || X(XTX)"1X||?02
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Bias-variance tradeoff na wykresie

Closest fit in population
Realization |

Truth 4 MODEL

= "\ SPACE
Mndelblas/\/

ety e . Shrunken fit

RESTRICTED
MODEL SPACE

Dominik Jazwiecki (Uniwersytet Wroctawski)| Selekeja, ocena i wnioskowanie na modelu



Optymizm btedu treningowego

Niech ERRr = Exo yo[L(Y?, (F)(X®)|T], punkt (X°, Y°) pochodzi z
rozktadu (X, Y). Niech ERR = Er[ERRy|. Zazwyczaj empiryczny btad

treningowy to efr = 1> " L(y;, f(x;)) < ERRr.
i=1

n
Zdefiniujmy bfad in-sample Errj, = %ZEyo[l_( YO, F(x)|T]

i=1
Definiujemy optymizm jako opt = Err;, — €fr
Oraz $redni optymizm: w = Ey[opt].
W ogdlnosci dla wiekszosci funkcji straty (miedzy innymi dla straty

kwadratowej, 0-1 itd.) w = %ZCOV()%}G)-
i=1
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| na koniec zyskujemy wazng réwnos¢:
n

Ey[Errin] = Ey|efr] + %ZCOV()?;,y,-)

i=1
Co w przypadku, gdy mamy zalezno$¢ liniowg pomiedzy objasniang i
objasniajacymi upraszcza sie do:
Ey[Errin] = Ey[etr] + 2252 (gdzie d to liczba zmiennych uzytych w
modelu)
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Metody estymacji btedu in-sample

Uogdlniona formuta na estymator btedu in-sample: Errin = opt + ebr
lY —XBéta" ||2

Statystyka C, Mallow'a: C, = efr + % . 552: np. 652 = =

AIC: —2E[logP;(Y)] ~ =2E[loglik] + ¢, gdzie loglik = > P;(y:)
i=1

AIC: =2 oglik + 24
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Kryterium BIC

BIC: BIC = —2loglik + log(n) - d i
AIC: AIC = —2loglik + 2d
Dla n > e? ~ 7.4 BIC czeéciej odrzuca modele.
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MDL (minimum description length)

Message || 21 | 29 | 23 | 24
Code [0 [10] 110 | 111
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Twierdzenie Shannona: ; = —log, P(z;)

Wotedy zachodzitaby nastepuja zalezno$é —ZP(Z,-)IoggP(z,-) < E/]
i=1
Dla P(z1) =1/2,P(z) = 1/4, P(z3) = P(z4) = 1/8 optymalnym
kodowaniem bytoby kodowanie z poprzedniego slajdu.
Dla ciagtych: — [ P(z)logaP(z)dz
Od teraz zmieniamy notacje zamiast logo P(Z) bedzie po prostu logP(Z)
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MDL przy wyborze modelu

Mamy model M z parametrami . Mamy P(Y|M, 6, X). Wtedy dlugoscia
kodowania jest | = —logP(Y|M, 8, X) — logP(0|M)

Przyktad: mamy Y z N(0,02), 0 z N(0,1) i nie mamy zmiennych
wejéciowych. Wtedy powyiszy zapis uprosci sie do

| =c+ logo + (Y 9) +5 e
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Kroswalidacja

NiechIC:{l ...,n} = {1,..., k}. Mamy /()

Cv(f) = 1ZL yj» R0 ()

Jj=1
Leave-one-out cv: K(i) = i. Mozna ten zapis rozwina¢, ze wzgledu na
wybdér modelu z wektorem parametréw «, wtedy:

CV(f o) 1ZL (v;, FFU) (x5, )
j=1
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Jakos$¢ estymatora btedu predykgji

@
o

«
o

1-Err
0.4
[

0.0

0 50 100 150 200
Size of Training Set

Dominik Jazwiecki (Uniwersytet Wroctawski)| Selekeja, ocena i wnioskowanie na modelu



Uogdlniona kroswalidacja

Mamy jakie$ liniowe dopasowanie: y = Sy.
Wtedy

GCW Z = 12 yll fg,),(l - 12 1— traceXI /n)2
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Bootstrap
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B

var(5(2)) = g1 _(S(2°%) - 57

b=1

Estymator btedu predykcji (gorszy): Erfboor = %%ZZL(y;, f*b(Ax,-))
b=1i=1
Przyktad: prawdziwy btad predykcji 0.5. Za pomoca bootsrapu:

P(obserwacja i € b)) =1— (1 —1)"~ 1 —e~! =0.632, wiec btad
predykcji z bootstrapu to 1/2 % 0.368 czyli zaniiony...

Estymator btedu predykcji (lepszy): Errboot Z#C ; Z L(y;, f* (xi))
i=1 beC~/
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