Bootstrap w kontekscie metody
najwiekszej wiarogodnosci

Aleksandra Steiner

1 Bootstrap

Bootstrap to metoda, dzieki ktorej mozliwe jest oszacowanie estymato-
réw parametréw zmiennych losowych o nieznanym rozktadzie. Jest to nie-
klasyczna metoda statystyczna uzywajaca wielokrotnego losowania ze zwra-
caniem z proby. Ponizej, zilustrujemy dzialanie bootstrapu w prostym jed-
nowymiarowym problemie wygladzania oraz pokazemy jego polaczenie z
metoda najwiekszej wiarogodnosci [1].

1.1 Wprowadzenie - przyktad

Oznaczmy dane treningowe przez Z = {z1, 22, ..., 2N }, gdzie z; = (x4, yi),
i1 =1,2,...,N. x; bedzie tutaj jednowymiarowa obserwacja pewnej cechy
oraz y; bedzie odpowiedzia, ciagla lub kategoryczna. Przyktadem, ktory
rozwazymy bedzie liczba obserwacji N = 50, ktére znajduja sie na ilustracji
po lewej ponizej.
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Rysunek 1: Przykladowe dane dla przypadku z wygladzaniem (rys. po
lewej). Siedem funkcji sklejanych (splajnéw). Trzy przerywane proste ozna-
czaja tutaj wezty krzywej (rys. po prawej)

Zalézmy, ze decydujemy sie dopasowaé¢ kubiczna funkcje sklejana z trzema
weztami znajdujacymi sie w kwartylach wartoéci X. Otrzymujemy tutaj 7-
wymiarows, liniows przestrzen funkcji, ktéra moze byé przedstawiona przez



liniowe rozwiniecie funkcji sklejanych:
7

p(x) =" Bihy(x). (1)
j=1

W powyzszym réwnaniu, hj(z), j = 1,2,...,7 to siedem funkcji pokazanych
na rysunku 1. Bedziemy tutaj mysle¢ o u(z) jako odpowiedniku warunkowe;j
wartosci oczekiwanej E(Y|X = z).

Niech H bedzie macierza wymiaru N x 7 z ij-tym elementem h;(x;).
Klasyczny estymator 8 w takiej sytuacji, otrzymany przez minimalizacje
btedu kwadratowego na zbiorze treningowym dany jest przez:

B=(H"H)"Hy. (2)

Takie dopasowanie: fi(x) = 237:1 B;hj(z) mozemy zobaczyé¢ na ponizszej
ilustracji (wykres po lewej stronie).
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Rysunek 2: Funkcja sklejana dopasowana do danych (rys. po lewej) oraz ta
sama funkcja wraz z zaznaczonymi przedzialem wyznaczonym przez +/ —
1.96x blad standardowy.

Estymowana macierz kowariancji wektora B to
Var(3) = (HTH)"'4%, (3)

i))?/N.
)

gdzie 6% estymowany jest przez Zﬁl(yi — f(x
., h7(x)), blad standardowy pre-

Przyjmujac, ze h(z)" = (hi(2), ha(z), .. .,

PN

dykeji fi(x) = h(z)T B to:
seli(@) = [h(@)T (HTH) " h(x)] 3o, (4)

Poniewaz 1.96 to kwantyl rzedu 0.975 standardowego rozkladu normalnego,
na rysunku 2 widzimy przyblizony 100 — 2-2.5% = 95% punktowy przedzial
ufnosci dla p(x).



1.2 Na czym polega metoda bootstrap?

Opierajac si¢ na zalozeniach przykladu opisanego powyzej, losujemy ze
zwracaniem B zbioréw danych, kazdy rozmiaru N = 50 z danych trenin-
gowych, gdzie losowana jednostka jest z; = (x;,y;). Dla kazdego takiego
bootstrapowego wylosowanego zbioru danych Z* dopasowujemy kubiczng
funkcje sklejana f1*(x). Przyklad takiego dzialania (dla dziesieciu wyloso-
wanych prob) mozemy zobaczy¢ na ilustracji ponizej:
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Rysunek 3: Dziesie¢ dopasowanych funkcji sklejanych opartych na losowa-
nych prébach z danych treningowych (rys. po lewej) oraz funkcja sklejana
z 95% pasmem ufnosci btedu standardowego.

Uzywajac B = 200 bootstrapowych préb, mozemy skonstruowaé 95%
punktowe pasmo ufnosci dla p(z). Dla kazdej z tych 200 préb wyliczamy
estymator ;Z*(x) oraz dla kazdego z znajdujemy percentyle 0.025 - 100% =
2.5% 1 0.975 - 100% = 97.5% estymacji bootstrapowych prébek.

Okazuje sig, ze istnieje Scisle powigzanie pomiedzy estymacjami naj-
mniejszych kwadratéw (least squares) z 2 1 3, metodami bootstrap i naj-
wigkszej wiarogodnosci. Zalézmy, ze bledy w modelu, ktéry rozwazamy sa
gaussowskie, to znaczy:

Y = u(X) +e, gdzie e ~ N(0,0?),

wx) = Bihi(x).

J=1

(5)

Metoda bootstrap, opisana powyzej, w ktorej pobieramy proby ze zwraca-
niem z danych treningowych nazywana jest bootstrapem nieparametrycz-
nym. Oznacza to metode tzw. bez modelu, poniewaz korzysta ona z nie-
przetworzonych danych aby generowaé nowe zbiory danych. Nie uzywa do
tego konkretnego modelu.



Rozwazmy pewna odmiane bootstrapu, czyli jego parametryczna wer-
sje. Bedziemy w niej symulowaé¢ nowe zmienne odpowiedzi dodajac bledy z
rozkladu normalnego do estymowanych wartosci, to znaczy:

v = i) + 5, € ~ N(0,6%), i=1,2,...,N. (6)

Powyzszy proces powtarzany jest B razy, gdzie w naszym przypadku, po-
wiedzmy, ze ponownie B = 200. Wynikowe bootstrapowe zbiory danych sa
postaci (z1,¥7),...,(xN,yxy), a dla kazdego z nich wyliczamy tak jak po-
przednio funkcje sklejang. Pasmo ufnoéci w tej metodzie wraz ze wzrostem
do nieskonczonosci liczby préb bootstrapowych bedzie réwne doktadnie pa-
smu ufnosci uzyskanemu z metoda najmniejszych kwadratéw (rysunek 2 po
prawej).
Estymator p z préby y* dany jest przez

() = h(x) (HTH) HYy*, (7)
a jego rozklad to
() ~ N(p(x), h(z)" (HTH) " h(z)5?). (8)

Zauwazmy, ze warto$¢ oczekiwana tego rozkladu to po prostu estymator
najmniejszych kwadratéow, a odchylenie standardowe jest takie samo jak
przyblizona formula z (4).

2 Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Parametryczny bootstrap zgadza sie z metoda najmniejszych kwadratéw
w poprzednim przykladzie, poniewaz model zadany w (5) posiada gaussow-
skie btedy. Ogoélnie jednak, parametryczny bootstrap nie tyle zgadza sie z
metoda najmniejszych kwadratow, ale z metoda najwickszej wiarogodnosci,
co teraz oméwimy.

Zacznijmy od zdefiniowania funkcji gestosci prawdopodobienstwa (w przy-
padku ciaglej zmiennej) czy tez funkcji masy prawdopodobieristwa (w przy-
padku zmiennej dyskretnej).

zi ~ go(2). (9)

W powyzszym wyrazeniu, 6 oznacza jeden lub wigcej nieznanych parame-
trow, ktére wyznaczaja rozktad Z. Nazywa si¢ to parametrycznym modelem
Z.

Jako przyktad, jesli Z pochodzi z rozkladu normalnego z wartoscig ocze-
kiwang p i wariancja o2, wtedy

0= (u, 02)



oraz

1
(2m)o
Metoda najwiekszej wiarogodno$ci opiera sie na funkcji wiarogodnosci

danej przez prawdopodobienstwo zaobserwowanych danych zgodnie z mo-
delem gp:

go(2) = e 3 (m?/0"

N
Z) =1 90(z). (10)
i=1

Bedziemy mysle¢ o powyzszej funkcji jako funkcji 6 z ustalonymi danymi Z.
Oznaczymy réwniez logarytm L(6, Z) (nazywany log-likelihood) przez

N
10,2) = 10, 2) Zlogge (). (11)
i=1

Metoda najwiekszej wiarogodnosci wybiera warto$é¢ parametru 6 = 0 tak,
aby maksymalizowaé (6, Z).
Zdefiniujmy tutaj réwniez funkcje score jako

N .
Z) =73 U0, %), (12)
i=1

gdzie [(0,z) = 61(0,2)/60. Zakladajac, ze funkcja wiarogodnoéci przyj-
muje maksimum we wnetrzu przestrzeni parametréw, (0, Z) = 0. Macierz
informacji dana jest przez:

10, z)
Z 50601 - (13)

Wartos¢ macierzy informacji w punkcie 0=0 nazywana jest czesto zaobser-
wowang informacjg. Informacja Fishera (lub tez oczekiwana informacja) to
i(0) = Eg[L(0)]. Dodatkowo oznaczmy jeszcze prawdziwa warto$é 6 przez
0o.

Podstawowe wyniki, ktére znamy moéwia o tym, ze probkowy estymator
najwiekszej wiarogodnosci ma asymptotyczny rozktad normalny

0 — N(o,i(00)") gdy N — . (14)

W naszym przypadku losujemy niezaleznie z gy, (%), co sugeruje, ze probkowy
rozktad 6 mozemy przyblizy¢ przez

N(6,i(9)~) lub N(8,1(9)1), (15)

gdzie 0 jest tutaj estymatorem ML obserwowanych danych.



Odpowiadajace estymacje btedéw standardowych éj otrzymujemy z

V@5 14/ I@)h. (16)

Punkty ufnoéci dla 6; moga by¢ skonstruowane z przyblizenia prébkowego

rozkladu 0 podanego powyzej. Taki punkt ma postac:

Gy = 20 fi@)5) b ;= 207 1) a7

gdzie 2z jest kwantylem rzedu 1—a standardowego rozktadu normalnego.
Bardziej doktadne przedzialy ufnosci mozemy uzyskaé z funkcji wiarogod-
nosci uzywajac przyblizenia rozkladem chi-kwadrat:

2[1() — 1(60)] ~ X2, (18)

gdzie p to liczba elementow parametru 0. Zatem otrzymany 1 — 2« prze-

dzial ufnosci jest zbiorem wszystkich takich 6y, ze 2[1(0) — 1(6)] < X;(1—2a)7

(1—2a)

(1-a)

gdzie X;%
swobody.

to kwantyl rzedu 1 — 2« rozktadu chi-kwadrat z p stopniami

Wréémy zatem do naszego przykladu wygladzania, aby zobaczy¢ co
daje nam metoda ML. Rozwazane parametry to § = (3,02). Funkcja log-
wiarogodnosci to

16) =~ logo®2m — oy > (s — b)) (19)

Estymatory ML otrzymujemy obliczajac §1/33 = 0 oraz §l/do? = 0, co daje
nam:
B=(H"H)"H"y,
1 .
Yo Y i)
Zatem estymacje otrzymane powyzej zgadzaja sie z tymi otrzymanymi w (2)
i(3).
Macierz informacji dla 6 = (3, 02) to macierz klatkowa, a blok odpowia-
dajacy B to

(20)

S

1(8) = (H"H) /o (21)

Widaé wiec, ze estymowana wariancja:(H” H)~'o? pokrywa si¢ z estymacja
LS.

3 Bootstrap versus Maximum Likelihood

Zasadniczo, bootstrap jest komputerows implementacja nieparametrycz-
nego lub parametrycznego ML. Jednak w przeciwienistwie do ML, ma on te
zalete, ze pozwala nam policzy¢ estymatory ML bledéw standardowych i
innych wielkoéci w przypadku, gdy nie mamy danej informacji o rozktadzie.
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