Maszyny wektoréw nosnych
Czesc 1

Aleksandra Steiner

1 Klasyfikator maksymalnego marginesu (Maxi-
mal Margin)

1.1 Hiperptaszczyzna

Hiperptaszczyzna w przestrzeni p-wymiarowej to jej afiniczna podprze-
strzen wymiaru p — 1.
Hiperptaszczyzna ta moze by¢ zdefiniowana przez ponizsze rownanie:

Bo+ B1X1 + faXo + -+ Bp X, = 0. (1)

Zatem punkt X = (X1, X2,...,X,)T w p-wymiarowej przestrzeni spetnia-
jacy rownanie (1) lezy na hiperplaszczyznie zdefiniowanej przez nie.

O hiperpltaszczyznie mozemy mysle¢ jako o dzielacej p-wymiarowa prze-
strzen na dwie potowy. tatwo okresli¢, po ktérej stronie hiperptaszczyzny
lezy dany punkt przez policzenie, czy dany X = (X1, Xo,... ,Xp)T spelnia
Bo+ b1 X1+ BeXo+ -+ BpXp > 0 czy tez fo+ 1 X1+ B2 X+ -+ 5p X <O.

Rysunek 1: Przyklad hiperptaszczyzny 1+ 2X; + 3X2 = 0. Niebieski obszar
to punkty, dla ktorych 1+ 2X7 + 3Xo > 0, réozowy to rzecz jasna 1+ 2X7 +
3X9 <0



1.2 Klasyfikacja z uzyciem hiperptaszczyzny separujacej

Zaltbézmy, ze dysponujemy macierza danych X wymiaru n x p, ktora
zawiera n obserwacji treningowych w p-wymiarowej przestrzeni:
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o=\ .1|,....,2n.=1 . |. (2)
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Zal6zmy réwniez, ze obserwacje te wpadaja do jednej z dwéch klas, to znaczy
Y1, Yn € {—1,1}, zatem mamy klase reprezentowana przez —1 oraz 1.
Mamy tutaj réwniez obserwacje testowa, to znaczy wektor p-elementowy
zaobserwowanych cech z* = (z7, ... ,x;‘,)T. Cel jaki mamy to opracowanie
klasyfikatora opartego na danych treningowych, ktory poprawnie klasyfikuje
obserwacje testowa znajac wartosci cech, jakie ona przyjmuje. Znanych jest
oczywiscie wiele podejs¢ do takiego problemu, my pokazemy sposob oparty
na pojeciu hiperplaszczyzny separujacej.

Zalbézmy, ze mozliwe jest skonstruowanie hiperplaszczyzny, ktora idealnie
separuje obserwacje treningowe zgodnie z ich klasami.

Rysunek 2: Widzimy dwie klasy obserwacji, kazda z nich przyjmuje war-
tosci dla dwoch zmiennych: X; i X5. Po lewej zaprezentowano trzy rézne
separujace hiperplaszczyzny, po prawej umieszczono jedna hiperptaszczyzne
separujaca.

Przy powyzszej sytuacji mozemy przyjaé¢ oznaczenie obserwacji z klasy nie-

bieskiej jako y; = 1 oraz tych z klasy rézowej jako y; = —1. Wtedy dla
hiperptaszczyzny separujacej wyrazenie By + B12i1 + Baxio + - - - + BpTip jest
dodatnie jesli y; = 1 oraz jest ujemne, gdy y; = —1.



Roéwnowaznie, mozna zapisaé, ze dla tej hiperplaszczyzny separujacej zacho-
dzi:
yi(Bo + Przi1 + Pozio + -+ + Ppzip) > 0dlaiel,...,n (3)

Zatem jesli hiperplaszczyzna separujaca istnieje, mozemy jej uzyé¢ do
skonstruowania bardzo naturalnego klasyfikatora, ktéry przypisuje dang ob-
serwacje do klasy zaleznie po ktérej strony hiperptaszczyzny sie ona znaj-
duje. Tak wiec klasyfikujemy obserwacje z* zaleznie od znaku f(z*) =
Bo + 1z + PBaxs + -+ + Bpz,. Mozna tutaj réwniez dokonywac oceny w
takiej postaci: jesli f(z*) jest daleka od 0, to znaczy, ze z* lezy daleko od
hiperptaszczyzny, czyli mozemy by¢ pewni co do przypisania z*. 7 drugiej
strony, gdy f(z*) jest bliskie 0, nie mamy juz tak duzej pewnosci co do
klasyfikacji obserwacji z*.

1.3 Klasyfikator maksymalnego marginesu

Jedli istnieje hiperplaszczyzna, ktéra idealnie separuje nasze dane, to
znaczy, ze takich hiperplaszczyzn jest nieskonczenie wiele. Aby skonstru-
owacé klasyfikator oparty na hiperplaszczyznie separujacej nalezy okresli¢ w
odpowiedni sposob, ktorg z takich nieskoniczenie wielu hiperptaszczyzn uzy¢.

Jak sie okazuje, naturalnym wyborem jest hiperptaszczyzna maksymal-
nego marginesu, ktéra to znajduje sie najdalej od obserwacji treningowych.
Wyraz margin odnosi si¢ tutaj do najmniejszej z odlegtodci pomiedzy obser-
wacjami a hiperplaszczyzna. Zatem hiperplaszczyzna maksymalnego mar-
ginesu jest hiperptaszczyzna separujaca, dla ktorej margin jest najwiekszy.
Bazujac na takiej hiperplaszczyznie, rozwazamy klasyfikator maksymalnego
marginesu, przy ktérym klasyfikacja wyglada tak, jak opisaliémy to wy-
zej w podrozdziale (1.2). Recz jasna pojawia sie tutaj zawsze nadzieja, ze
klasyfikator z duzag wartoécia margin dla danych treningowych bedzie miat
rowniez duzy margin w przypadku danych testowych, dzieki czemu klasyfi-
kacja bedzie poprawna. Jednak pomimo faktu, ze klasyfikator maksymal-
nego marginesu jest czesto skuteczny, to niestety w przypadku, gdy liczba
predykatoréw jest duza (p), obserwujemy tzw. overfitting.

Analizujac ponizszg ilustracje widzimy, ze trzy z obserwacji treningo-
wych sa tak samo oddalone od hiperptaszczyzny. W tym przypadku te
trzy obserwacje nazywamy wektoramsi nosnymi, poniewaz sa one wektorami
w dwuwymiarowej przestrzeni i niejako ,,podpieraja” one hiperplaszczyzne
maksymalnego marginesu (przy zmianie ich polozenia zmienia si¢ réwniez
hiperplaszczyzna). Co wiec wazne, hiperplaszczyzna maksymalnego margi-
nesu zalezy bezposrednio wyltacznie od malego podzbioru obserwacji. Jest
to istotna wlasnosé, ktora pojawi sie ponizej w kontekscie klasyfikatora i
maszyn wektoréw nosnych.



Rysunek 3: Dwie te same grupy obserwacji x poprzedniego przykitadu z
hiperptaszczyzng maksymalnego marginesu.

1.4 Konstrukcja klasyfikatora maksymalnego marginesu

Mozna si¢ teraz zastanowié¢, jak skonstruowaé hiperptaszczyzne maksy-
malnego marginesu majac zestaw n obserwacji treningowych z1,...,z, € RP
oraz odpowiadajace klasy yi,...,y, € {—1,1}. Otéz taka hiperplaszczyzna
jest rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego:

maximize M (4)
ﬁ07"'7ﬁp
p
subject to Zﬂf =1, (5)
j=1
Yi(Bo + Brxin + Bomia + -+ Bprip) > M Vi=1,...,n (6)

Cze$¢ zadanego problemu optymalizacyjnego w (6) daje nam gwarancje, ze
kazda obserwacja zostanie przyporzadkowana odpowiedniej stronie hiper-
plaszczyzny. Wzor na odlegtos¢ punktu od hiperplaszczyzny Sx + 5o, gdzie
B = (B1,...,B5p) dany przez (Bx; + So)/||B]| oraz warunek Z?Zl 5]2 =1
pozwalaja na stwierdzenie, ze wzér na odlegtos¢ i-tej obserwacji od hiper-
plaszczyzny mozna réwniez opisa¢ wzorem y; (5o + B12i1 + Bazio+- - -+ Bpip).
Zatem M stanowi tutaj margin hiperplaszczyzny i problem optymalizacyjny
sprowadza si¢ do znalezienia takich B, ..., 3,, aby M bylo jak najwigksze.

1.5 Przypadek nieseparowalny

Kolejnym pytaniem, jakie pojawia sie przy tych rozwazaniach jest: co w
sytuacji, gdy hiperptaszczyzna separujaca nie istnieje? Dzieje sie tak w wielu
przypadkach, tak wiec nie moze by¢ wtedy uzyty klasyfikator maksymalnego
marginesu.
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Rysunek 4: Dwie klasy obserwacji, ktore nie sg separowalne przez hiper-
plaszczyzne.

W sytuacji jak powyzsza nie jestedmy w stanie doktadnie odseparowaé¢ dwdch
klas. Jednak jak zaraz sie¢ dowiemy, istnieje rozszerzenie pojecia hiperptasz-
czyzny separujacej do hiperptaszczyzny, ktéra separuje klasy niemalze do-
ktadnie przy uzyciu tzw. migkkiego marginesu. Uogodlnienie klasyfikatora
maksymalnego marginesu na przypadek nieseparowalny znany jest pod po-
jeciem klasyfikatora wektorow nosnych.

2 Klasyfikatory wektoréw nosnych

2.1 Omowienie

Nawet w sytuacjach, gdy hiperplaszczyzna separujaca istnieje, zdarzaja
sie przypadki, w ktérych klasyfikator oparty na hiperptaszczyznie wydaje
sie nie by¢ odpowiednim. Moze on swietnie separowaé klasy dla obserwacji
treningowych, jednak juz nie radzi¢ sobie zupelnie przy zbiorze testowym.
Taki klasyfikator moze wykazywac¢ wrazliwo$é na pojedyncze obserwacje.

Pojawienie si¢ nowej, pojedynczej obserwacji sprawilo (Rysunek 5), ze
nowa hiperplaszczyzna maksymalnego marginesu musiala ulec znaczacej
zmianie. Wynikowa, nowa hiperplaszczyzna posiada juz duzo mniejszy mar-
gines, co jest problematyczne, poniewaz jest to w jakis sposéb miara pewno-
Sci, ze dana obserwacja zostala poprawnie zaklasyfikowana. Co wigcej, sam
fakt, Zze hiperplaszczyzna maksymalnego marginesu jest bardzo wrazliwa na
zmiane pojedynczej obserwacji sugeruje, ze moze ona wykazywa¢ nadmierne
dopasowanie wzgledem danych treningowych.



Rysunek 5: Dane odseparowane hiperptaszczyzna maksymalnego marginesu
przed dodaniem nowej obserwacji (po lewej) oraz po pojawieniu sie nowej
obserwacji w klasie niebieskiej (po prawej)

Zatem chcieliby$my rozwazy¢ klasyfikator oparty na hiperplaszczyznie,
ktéry mimo, ze nie separuje dwoch klas idealnie to wykazuje wieksza od-
pornoé¢ na indywidualne obserwacje. By¢ moze warto bytoby ,poswieci¢”
poprawng klasyfikacje kilku obserwacji na rzecz lepszego dopasowania do
pozostalych danych. Klasyfikator wektoréw nosnych (z ang. support
vector classifier) wykazuje wlasnie takie cechy. Nie znajduje on najwigk-
szego mozliwego marginesu, pozwala pewnym obserwacjom nie by¢ po pra-
widlowej stronie marginesu, a nawet samej hiperptaszczyzny.

Na ponizszej ilustracji po lewej widzimy przyktad uzycia klasyfikatora
wektoréw noénych, w ktérym wiekszosé obserwacji jest po wlasciwej stronie
marginesu. Po prawej widoczny jest scenariusz, w ktérym nie istnieje idealna
hiperptaszczyzna m. m., tak wiec sytuacja, w ktérej obserwacje znajda
sie po niewladciwej stronie hiperplaszczyzny jest nieunikniona, jednak taki
klasyfikator zadziala lepiej dla danych testowych.

Rysunek 6: Dzialanie klasyfikatora wektoréw noénych na matym zestawie
danych przed dodaniem (po lewej) i po dodaniu (po prawej) punktéow 11 i
12



2.2 Szczegodly

Klasyfikator wektoréw no$nych rowniez przypisuje obserwacji pewna klase
zaleznie od tego, po ktérej stronie hiperptaszczyzny sie ona znajduje. Sama
hiperplaszczyzna wybrana jest tak, aby separowata ona wiekszo$¢ treningo-
wych obserwacji na dwie klasy, jednak dopuszcza btedna klasyfikacje malej
czesci obserwacji.

Jest ona ponownie rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego:

maximize M (7)
050 38p1€15ns€n

P
subject to ZBJQ =1, (8)

j=1
yi(Bo + Przin + Pazio + - - + Bpip) > M (1 — &), 9)
€ >0, Y &<C. (10)

i=1

C w powyzszym problemie jest nieujemnym parametrem regulujacym, M
to znéw szeroko$¢ marginesu i chcemy go maksymalizowaé. €q,...,€, to
tzw. zmienne luzu, ktére pozwalaja pojedynczym obserwacjom znalezé sie
po zlej stronie marginesu czy hiperptaszczyzny. Ponownie, klasyfikujemy
obserwacj¢ ** bazujac na znaku f(x*) = 8o + f12] + - + By,

Podobnie jak wczesniej, opisany wyzej problem optymalizacyjny wydaje
sie by¢ ztozony, jednak moze by¢ rozwiazany z uzyciem kilku prostych ob-
serwacji.

Po pierwsze, zmienne luzu ¢; méwia nam o tym gdzie polozona jest i-
ta obserwacja wzgledem hiperptaszczyzny czy tez marginesu. Zauwazmy,
ze jesdli ¢, = 0, wtedy ¢-ta obserwacja znajduje si¢ po poprawnej stronie
marginesu. Gdy ¢; > 0, to znaczy, ze i-ta obserwacja jest na pewno po zlej
stronie marginesu, jednak gdy ¢; > 1, wtedy widzimy, ze i-ta jest juz po zlej
stronie hiperplaszczyzny.

Jedli chodzi o parametr regulujacy C, mozna zauwazy¢, ze zgodnie z
(10) ogranicza on sume parametréw luzu, czyli niejako ,naruszen” margi-
nesu przez n obserwacji. Jesli C = 0, to znaczy, ze €1 = --- = €, = 0
i problem sprowadza sie do problemu optymalizacyjnego hiperplaszczyzny
maksymalnego marginesu. W sytuacji, gdy C' > 0 dopuszczamy maksymal-
nie C obserwacji, ktére moga by¢ po ztej stronie hiperptaszczyzny. Jesli C
rosnie, jestedmy bardziej tolerancyjni na naruszenia marginesu, czyli margi-
nes poszerza sie.

W praktyce, zazwyczaj regulujacy parametr C' wybierany jest z uzyciem
walidacji krzyzowej. Parametr ten kontroluje kompromis miedzy obciaze-
niem a wariancja. Wieksze wartoséci C pozwalaja na zwiekszenie marginesu,
co jest réwnoznaczne z otrzymaniem klasyfikatora, ktory potencjalnie bedzie
bardziej obciazony, jednak moze mie¢ mniejsza wariancje.
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Rysunek 7: Uzycie klasyfikatora wektorow nosnych dla czterech réznych
wartosci parametru C'. Ilustracja dla najwiekszej wartosci C' znajduje sie po
lewej na gérze, kolejne, mniejsze wartosci C mamy po prawej na gorze, po
lewej i prawej na dole.

Dyskutowany problem optymalizacyjny ma bardzo interesujaca wlasnosé:
okazuje sie, ze jedynie obserwacje, ktore leza na marginesie lub naruszaja
go maja wplyw na hiperptaszczyzne. To znaczy, ze zmiana potozenia ob-
serwacji, ktore leza po dobrej stronie marginesu (na polozenie, ktére bedzie
wciaz po dobrej stronie marginesu) nie ma zadnego wplywu na klasyfikator.
Dlatego tez, obserwacje, ktére leza bezposrednio na marginesie czy tez po
zlej jego stronie nazywa sie wektorami noSnymi.

Fakt, ze wytacznie wektory no$ne maja wpltyw na klasyfikator jest zgodny
ze stwierdzeniem, ze C' kontroluje jego tzw. bias-variance trade-off (Rysunek
8). Poniewaz klasyfikator wektor6w nosnych jest oparty wylacznie na po-
tencjalnie malym podzbiorze obserwacji treningowych (wektoréw nosnych),
oznacza to, ze jest catkiem odporny na zachowanie obserwacji, ktére sg da-
leko od hiperplaszczyzny (inaczej niz przy LDA, podobnie jak przy regresji
logistycznej).



3 Maszyny wektoréw nosnych

3.1 Klasyfikacja z nieliniowa granicg decyzyjna

Klasyfikator wektorow no$nych jest naturalnym podej$ciem przy klasy-
fikacji do dwoch klas, jedli granica pomiedzy klasami jest liniowa. Jednakze,
w praktyce mierzymy sie czasami z nieliniowymi granicami miedzy klasami.
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Rysunek 8: Po lewej: Obserwacje z dwéch klas, z nieliniowa granica. Po pra-
wej: Te same obserwacje z zastosowaniem klasyfikatora wektoréw nosnych
znajdujacego liniows granice miedzy klasami.

Klasyfikator wektoréw nosnych uzyty dla powyzszych danych (po prawej)
staje sie bezuzyteczny. W takiej sytuacji, zamiast dopasowywac klasyfikator
wektoréw nosnych uzywajac p cech Xi, Xo,...,X,, mozemy na przyklad
dopasowaé ten klasyfikator uzywajac 2p cech X1, X7, Xo, X3 ... , Xp, Xg.

Rozszerzanie przestrzeni cech w sposob umozliwiajacy skuteczne wyko-
nywanie obliczen jest mozliwe dzieki maszynie wektoréw nosnych.



