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Podstawowe definicje

Niech zmienne losowe X, Y i Z beda dyskretne.
Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmuje stan x i zmienna
losowa Y przyjmuje stan y bedziemy oznaczaé poprzez: P(X = x, Y = y).

@ Reguta bayesa: Mamy zmienne losowe X i Y. Zachodzi nastepujaca
P(Y=y|X=x)-P(X=x)

SWNOSC: v P(X =x|Y =y) =
OUNOSE: oo yesupory Y =) PV=y)

e Graf: Grafem nazywamy pare G = (V, E), gdzie V to niepusty zbidr
wierzchotkéw (weztéw), a E to zbiér krawedzi (krawedz jest para
wierzchotkéw). W przypadku, gdy kazda krawedz jest uporzadkowana
para wierzchotkéw (krawedzie posiadaja swdj kierunek), to méwimy o
grafie skierowanym.
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o Sciezka: Sciezka z wezta V4 do V|, (oznaczamy przez Vi — V)
nazywamy ciag (Vk)ke(1,2,..,n}, gdzie kazda krawedz (Vi_1, Vi)
nalezy do grafu G (dla k € {2,3,...,n}).

@ Przodkowie i potomkowie: Jezeli istnieja dwa wierzchotki Vi i V,
takie ze: V3 — V,, AV, 4 Vi, to wierzchotek Vi nazywamy
przodkiem wierzchotka V5, natomiast wierzchotek V5 nazywamy
potomkiem wierzchotka V;.

o Cykl i graf acykliczny: Cyklem nazywamy skierowang Sciezke, ktéra sie
zaczyna i konczy na tym samym wierzchotku. Jezeli graf nie zawiera
zadnych cykli, to taki graf nazywamy grafem acyklicznym.
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@ Warunkowa niezalezno$¢ zmiennych losowych: Méwimy, ze zmienna
losowa X jest niezalezna od zmiennej losowe] Y pod warunkiem stanu
zmiennej losowej Z (oznaczamy przez: X L Y|Z), jezeli zachodzi

nastepujaca réwnosé: v P(X=x,Y =
x€supp(X), yesupp(Y), z€supp(Z)

ylZ=2z)=P(X =x|Z=2z) - P(Y = y|Z = z) (rbwnowaznie:

P(X =x|Y =y,Z =z) = P(X = x|Z = z)). Jezeli taka réwnos¢ nie
zachodzi, to méwimy, ze zmienna losowa X jest zalezna od zmiennej
losowej Y pod warunkiem zmiennej losowej Z.

Mamy zmienne losowe X1, Xz, ..., X,. Prawdopodobiefstwo, ze zmienne
losowe przyjmuja odpowiednio stan xi, x, ..., X, bedziemy zapisywac
skrétowo poprzez P(xi, x2, ..., Xn).
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@ Sie¢ bayesowska: Sie¢ bayesowska jest rozktadem o postaci:
n
P(x1,%2,...,Xxn) = H P(xi|R(x;)), gdzie R(x;) jest zbiorem rodzicéw

i=1

zmiennej X;. Zatézmy, ze graf G jest DAG, wtedy takie

prawdopodobienstwo utozsamiamy z wierzchotkiem V; tego grafu.
@ Warunek Markowa: Niech P bedzie tacznym rozktadem zmiennych

losowych zdefiniowanych na zbiorze V. Ponadto, zdefiniujmy DAG

G = (V, E). Méwimy, ze para (P, G) spetnia warunek Markowa,

jezeli zachodzi: XVVX 1L NP(X)|R(X), gdzie NP(X), to zbidr

€
wierzchotkéw, ktére nie sa przodkami wierzchotka X, oraz R(X), to
zbidr wierzchotkéw bedacych rodzicami wierzchotka X.

Warto zauwazy¢, ze jezeli zachodzi X 1L NP(X)|R(X), to réwniez
zachodzi V. X 1L P|R(X).
PENP(X)
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Przyktad prostej sieci bayesowskiej

Pewnego dnia Tracey wyszta z domu i zauwazyta, ze jej trawa jest mokra.
Zastanawiata sie czy to jest wina nocnego deszczu, czy tego, ze
zapomniata wytaczy¢ zraszaczy. Nastepnie zauwazyta, ze u jej sasiadza
Jacka, trawa tez jest mokra. Taka informacja, moze w pewnym stopniu
wykluczy¢, ze jej trawa jest mokra z powodu wytgczonych zraszaczy.
Zdefiniujmy binarne zmienne losowe T, J, S, R (T =1, gdy trawa u
Tracey jest mokra, J =1, gdy u Jacka trawa jest mokra, S =1, gdy
zraszacze zostaty wiaczone i R = 1, gdy padat deszcz w nocy). Jezeli
chcieliby$my teraz stworzy¢ taczny rozktad prawdopodobienstwa, to
moglibysmy go przedstawi¢ nastepujaco (przyktadowo):
P(T,J,S,R)=P(T|J,R,S)-P(J,R,S) =
P(T|J,R,S)-P(J|IR,S)-P(R,S) = P(T|J,R,S)-P(JIR,S)-P(R|S)-P(S)
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Mozemy zauwazy¢, ze zachodzi P(T|J,R,S) = P(T|R,S) (poniewaz to
czy u Tracey trawa jest mokra, zalezy tylko od tego czy spadt deszcz i czy
zraszacze byty wiaczone). Mozemy to teraz odnies¢ do warunkowej
niezaleznosci. Czyli T 1L J|{R, S}. Ponadto, mozemy zredukowa¢
pozostate prawdopodobienstwa warunkowe:
e P(J|R,S) = P(J|R) (to czy trawa u Jacka jest mokra, zalezy tylko
od tego, ze deszcz spadt)
e P(R|S) = P(R) (to czy deszcz spadt niezalezy od zadnych (znanych
nam) czynnikéw)

Dzieki temu, mozemy zredukowa¢ taczny rozktad prawdopodobienstwa do:
P(T,J,S,R)=P(T|R,S)- P(JIR) - P(R) - P(S).
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Testowanie warunkowe] niezaleznosci

Na sam poczatek zatézmy, ze dla kazdego z nizej wymienionych testéw,
rozwazamy problem testowania:

Ho: X 1. Y|Z

przeciwko

Hy: X Y|Z.
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Test informacji wzajemnej: Jest to rodzaj testu dla zmiennych
dyskretnych. Zdefiniujmy zmienne losowe X, Y i Z, gdzie # supp(X) = a
(supp to oznaczenie nosnika, a # to moc zbioru), # supp(Y) = b oraz

# supp(Z) = c. Zdefiniujmy statystyke

a b c
MI(X,Y|Z) = ZZZM log M, gdzie n to liczba obserwacji,
i—1lj=1k=1 " itk = N jk
njji to liczba takich obserwacji, ze (X =i, Y = j,Z = k), natomiast
oznaczenie + oznacza, ze idziemy po wszystkich realizacjach danej
zmiennej losowej. Na przykfad nj, to licznos¢ takich obserwacji, ze
(Y =, Z = k). Ta statystyka, pod warunkiem prawdziwosci Hp, ma
asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z (a — 1) - (b — 1) - ¢ stopniami
swobody. Odrzucamy Hy dla duzych wartosci tej statystyki. Ponadto, za
pomoca metody Monte - Carlo mozemy wyznaczy¢ taka warto$¢ t, dla
ktérej Pr,(MI(X, Y|Z) > t) = c.
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Test x? Pearsona: Ponownie bedziemy uzywa¢ tego testu dla zmiennych
dyskretnych. Wszystkie oznaczenia jak wyzej. Statystyka testowa jest

postaci: \2(X, Y|Z) = ZZZ (P — mie)” , gdzie mjy = Rk Dok
i=1j=1k=1 Mijk

Odrzucamy Hp (na asymptotycznym poziomie istotnosci «), gdy

X2(X,Y|Z) > q(l —a,(a—1)-(b—1)-c), gdzie

qg(l —a,(a—1)-(b—1)-c), to kwantyl rozktadu x>z (a—1)-(b—1)-c

stopniami swobody.

Ny +k
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Algorytmy i scory w sieciach bayesowskich

n
Zdefiniujmy ztozonos¢ sieci: d = Z(r,- —1) - g;, gdzie n to liczba
zmiennych losowych, r; to liczba ;néiliwych stanéw zmiennej losowej Xj,
natomiast g; to kombinacja liczby stanéw wszystkich zmiennych losowych
bedacych rodzicami zmiennej losowej X;. Mozemy to zapisaé w
nastepujacy sposéb: g; = H rj. [4]
X;eR(X;)
Nizej zdefiniujemy trzy najpopularniejsze (dla dyskretnych sieci
bayesowskich) scory:
o log-wiarogodnos¢: log L gdzie [jest estymatorem funkgji
wiarogodnosci, uzyskanym na podstawie danych.

o AIC: —2logl + 2d, gdzie d, to ztozonoé¢ sieci.
e BIC: —2logl + log(N)d, gdzie N to liczba obserwacji.
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Niech s(D, G) bedzie score’'m uzyskanym na DAG G i zbiorze danych D.
W przyktadach obliczeniowych bedziemy korzystaé z algorytmu, ktéry
dopasowuje DAG (opisujacy pewna sie¢ bayesowska) do danych. Algorytm
ten nazywa sie Hill - climbing. Ponizej znajduje sie sposéb dziatania tego
algorytmu:

@ Na sam poczatek rozpoczynamy od poczatkowego DAG G
(najczesciej jest on pusty) i wyliczamy score Smax = S¢ = s(D, G).
Podstawiamy Gpax = G.

@ Dla kazdego mozliwego dodania, usuniecia lub odwrécenia krawedzi
wyliczamy wartos¢ Sg+ = s(D, G*). Jezeli Sg+ > Smax | Sg+ > Sg, to
podstaw G = G* i S¢ = S¢g=.

© Jezeli Sg > Smax, to podstaw Spax = Sg i Gnax = G i wréé do
punktu 2. W przeciwnym przypadku zakoncz algorytm i zwrd¢ Gpax.
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Dodatkowo bedziemy korzysta¢ z metody estymacji prawdopodobienstw
warunkowych, utozsamianych z wierzchotkami DAG G:

o MLE P(X; = xi|R(X;) = r(X;)) = P()g(:,?x£;5§):<,-r)(§:§x,) ,X,'(X gdzie
Ny r(x;) to liczba obserwacji dla ktérych zmienna losowa X; przmeUJe
wartos$é x; i rodzice zmiennej losowej X; przyjmuja wektor wartosci
r(X,-).

o Estymator bayesowski R
P(Xi = x| R(X;) = r(X;)) = BRI | gggie

i P(R(X)=r(X))
P(XI = Xi, R(Xl) = r(X)) = ﬁWX,,R(Xi) + iss—i—n% oraz
P(R(Xi) = r(X) = Z=-mr(x) + z5 —2, gdzie N to liczba

obserwacji, Tx; r(x;) =

o 1 TR(x) = g (11 qi jak wyzej).
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Przyktad obliczeniowy

Niech k oznacza liczbe obserwacji w zbiorze, ktérego uzywamy do
ewaluacji. W przypadku binarnego problemu klasyfikacyjnego, zdefiniujemy
miary dobroci TP (true positive), TN (true negative), FP (false positive) i
FN (false negative). Niech 1 oznacza, ze dany stan wystepuje (lub zostat
zaklasyfikowany). Ponizsza tabela definiuje wyzej wymienione miary dla
i-tej obserwacji:

Predykcja

1 0
Prawda | 1 | tp(i) | fn(i)
0| fp(i) | tn(i)

Wtedy TP = th i), FN = an i), TN = Ztn( )i FP = pr

Dodatkowo, zdef|n|u1my mlarg TPR = TP+FN i TNR = ™

TN+FP"
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Mamy pewng chorobe Y. Za pomoca zbioru zmiennych objasniajacych
chcemy przewidzie¢ czy dana osoba ma te chorobe. W sktad naszego
zbioru danych wchodza geny, ktére s3 oznaczone za pomoca wszystkich
kombinacji cyfr oraz liter z alfabetu angielskiego. Niech Xipoox260 0znacza
zbiér zmiennych objasniajacych. Warto zauwazy¢, ze kazda zmienna,
zaréwno objasniajaca jak i objasniana, jest zmienng binarna. Losowo
dzielimy nasz zbiér danych, w proporcjach 50%, 25%, 25% odpowiednio,
na zbidr treningowy (na tym zbiorze bedziemy budowaé model), zbiér
walidacyjny (za pomoca tego zbioru bedzie rekalibrowaé nasz model) i
testowy (ten zbiér bedzie stuzyt do ewaluacji modeli). Miara dobroci
naszych modeli bedg miary TP, TN, FP, FN, TNR, i TPR. W tym
przypadku nie bedziemy poréwnywaé czaséw obliczen, poniewaz s3 one
mate.
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Rezultaty przyktadu

W ponizszej tabeli zamieszczono miary TP, FP, TN, FN, TPR i TNR, z
podziatem na modele:

TP | FN | TN | FP | TPR | TNR
bayes | 124 | 36 | 60 | 30 | 0.775 | 0.667
Neural | 139 | 21 | 31 | 59 | 0.869 | 0.344
GLM 127 | 33 |62 | 28 | 0.794 | 0.689
RandF | 127 | 33 | 39 | 51 | 0.794 | 0.433
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Uzyskane wyzej wyniki moga by¢ wykorzystane do nastepujacego zadania:
Przeprowadzili§my testy (oparty na modelach z wyzej) na wykrycie choroby
Y. Wszystkie wyszty pozytywne. Biorac pod uwage fakt, ze na te chorobe
jest chorych p% ludzi (P(Y = 1)), wyliczmy prawdopodobienstwo, ze
jesteSmy chorzy pod warunkiem pozytywnego wyniku testu:

_PM(X)=1]Y =1)-P(Y =1) _

P(Y =1|M(X) = 1) P(M(X)=1)

PM(X)=1lY =1)-P(Y =1)

PM(X)=1Y=1)-P(Y =1)+ P(M(X)=1]Y =0)- P(Y =0)

B TPR-P(Y =1)
~ TPR-P(Y =1)+ (L— TNR)-P(Y = 0)
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P(Y = 1|M(X) = 1)
P(Y =1) | 0.398 | 0.800

bayes 0.606 | 0.903
Neural 0.467 | 0.841
GLM 0.628 | 0.911

RandF 0.481 | 0.849
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Mozemy réwniez policzyé prawdopobienstwo, ze jesteSmy zdrowi, pod
warunkiem negatywnego testu:

_ P(M(X)=0]Y =0)-P(Y =0) _

P(Y = 0|M(X) = 0) P(M(X) = 0)

B P(M(X) =0|Y =0)- P(Y = 0)
T PM(X)=0]Y =0)-P(Y =0)+ P(M(X) =0]Y =1)- P(Y =1)

B TNR - P(Y = 0)
~ TNR-P(Y =0)+(1— TPR)- P(Y =1)
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P(Y = 0[M(X) = 0)
P(Y =1) | 0.398 | 0.800

bayes 0.818 | 0.426
Neural 0.799 | 0.396
GLM 0.835 | 0.455

RandF 0.761 | 0.344
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