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Model bayesowski

W statystyce bayesowskiej zaktada sie, ze parametry rozktadu sg zmiennymi
losowymi.

Rozktad a’priori

0 ~ ()

Obserwacje przy znanym 6 maja rozktad X ~ p(X|0) — wiarygodnos¢.
Whioskujemy o parametrach na podstawie rozktadu 6 pod warunkiem
zaobserwowanego X

Rozktad a’posteriori

R(01X) = s o TOX)
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Model bayesowski

Znajomos¢ rozktadu a’ posteriori umozliwia nam predykcje wartosci
przysztej obserwacji zmiennej X

(X" | X) = / (x"%|0) (6] X)do.

Poréwnujac z tym podejsciem, metoda MLE wyliczytaby w tym miejscu
p(x™"|6), nie biorac pod uwage niepewnosci w estymacji parametru.
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S — liczba wyrzuconych ortéw w N rzutach moneta o prawdopodobieristwie
wyrzucenia orta 6.

p(S|0) x 6°(1 — N2
Zaktadamy, ze rozktad a'priori jest rozktadem Beta(c, 3) czyli
7(0) < 04711 — )P L.

Stad
w(6]S) oc 621 — gV

czyli 7(6|S) ~ B(S+a, N - S + ).
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Monte Carlo Marcov Chains

Majac zdefiniowany model bayesowski potrzebujemy czesto losowa¢
parametry z zadanych rozktadéw a'posteriori. W wiekszosci przypadkéw nie
jest to proste, wiec potrzebujemy w tym celu dobrych algorytméw. Jedna z
takich metod s3 Monte Carlo Marcov Chains.
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Proste Monte Carlo

Chcemy obliczy¢
I = (x)m(x)dx,

gdzie 7 jest gestoscia prawdopodobienstwa. Czyli z MPWL
1 ~
I = Ef(X) = =f(X;) =: In,
n

gdzie X1,..., Xn ~ i.id, 7w
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MCMC

W prostym MC kolejne iteracje nie zaleza od poprzednich. Stad kazdy krok
musi by¢ dopasowany globalnie do rozktadu. MCMC pozwalaja eksplorowa¢
rozktad lokalnie, np. w okolicy wyniku z poprzedniego kroku.

Metoda ta polega na wygenerowaniu ergodycznego tancucha Markowa

X1, X, ..., X, o rozktadzie stacjonarnym w. Wéwczas
1 n+ng
lng.,n = . E f(Xi) =~ / f(x)m(x)dx.
i=ng+1
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Probnik Gibbsa (Gibbs sampler)

Rozwazmy sytuacje, w ktérej mamy zmienne losowe X1, Xp, ..., Xk i
chcemy wygenerowaé prébe z rozktadu tacznego tych zmiennych. Zatézmy,
ze trudno to zrobi¢ bezposrednio, ale znamy rozktady warunkowe
poszczegblnych zmiennych w zaleznosci od pozostatych, t.].

7T(X,'|X1,X2, ... ,X;,1,X,'+1, .. ,XK)

Mozemy wtedy do wygenerowania préby z zamierzonego rozktadu
zastosowac¢ nastepujacy algorytm
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Prébnik Gibbsa

@ Wybierz indeks j € {1,...,K}.
@ Zmiennym o indeksach i réznych od j przypisz wartosci x( — x,-(t),
tak ze xtT1 = xt
—J —J
© Wygeneru;j x( BN p(x; |x(t))
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Przyktad

Rozwazmy rozktad

n!

p(X7 y) = ( V(X+a_1)(1 - y)(”_x"'ﬁ_l) X e {07 cety n}7y e [07 1]

n—x)lx!

Trudno generowa¢ z niego bezposrednio, ale tatwo mozemy wylosowaé
probe z rozktadéw brzegowych

p(x|y) ~ Bin(n, y)
p(y|x) ~ Beta(x + a,n —x + 3)
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Algorytm Metropolisa-Hastingsa

Niech Q(x|dy) bedzie jadrem przejscia o gestosci q(x,y), a m docelowym
rozktadem.

Algorytm M-H

Q@ Wygeneruj Y ~ Q(X,, )
@ Oblicz p-stwo akceptacji (X, Y), gdzie

_ m(y)q(y,x)
N = Tdalay) M

Y z p-stwem (X, Y)
Xn z p-stwem 1 — a(X,, Y)

(3] Xn+l :{
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Otrzymany z algorytmu M-H tarficuch Markowa jest odwracalny wzgledem
rozktadu stacjonarnego .
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@ Elements of statisitical learning

@ Btazej Miasojedow, materiaty do wykfadu , Algorytmy statystyki
praktycznej
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