
1 Wprowadzenie

Tªumaczenie mi¦dzy j¦zykami naturalnymi ma du»e znaczenie praktyczne.
Od dawna próbowano je zautomatyzowa¢.

Problemy:

• wieloznaczne sªowa

• zmiany w szyku zdania

• sªowa funkcyjne i konstrukcje gramatyczne zmieniaj¡ znaczenie sªów

Najprostsz¡ metod¡ jest u»ycie sªownika, ka»demu sªowu z j¦zyka ¹ródªo-
wego przypisuj¡c jego odpowiednik ze sªownia. Przykªady:

Boy goes home

mo»e da¢
Chªopiec idzie dom

Jest to sensowne, ale brzmi niezbyt dobrze.
Duch jest dobry

mo»e da¢
Spirit is good

Co z kolei mo»e da¢
Spirytus jest dobry

Pokazuje to »e wieloznaczno±¢ sªów mo»e ªatwo prowadzi¢ do przekªama«.
Przez wiele lat panowaªo przekonanie »e by poprawi¢ jako±¢ tªumacz-

nia nale»y przeprowadzi¢ analiz¦ gramatyczn¡ (rozbiór) zdania ¹ródªowego.
Proponowano u»ycie przypadków dla ograniczenia wieloznaczno±ci, np. in-
formacje gramatyczne pozwalaj¡ stwierdzi¢ »e wªa±ciwym tªumaczniem w
pierwszym przykªadzie jest

Chªopiec idzie do domu

Niestety, okazaªo si¦ to trudne. W praktyce lepsze wyniki osi¡gano sto-
suj¡c metody ad hoc. Du»ym problem byªa ilo±¢ pracy potrzebna do sto-
worzenia systemu tªumaczenia, zarówno metody ad hoc jak i bardziej syste-
matyczne podej±cia wymagaªy starannego r¦cznego kodowania du»ych ilo±ci
informacji.

W pocz¡tkach tªumaczenia maszynowego próbowano u»y¢ podej±cie sta-
tystyczne. Jednak pierwsze próby nie daªy zadawalaj¡cych wyników i przez
wiele lat panowaªo przekonanie »e metody statystyczne s¡ nieprzydatne do
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tªumacznia. Zmieniªo si¦ to po roku 1980. Wtedy zespóª z IBM zapropono-
waª statystyczn¡ metod¦ tªumacznia. Podstaw¡ byª tzw. tekst równolegªy,
to znaczy dªugi tekst z odpowiadaj¡cym mu tªumaczeniem. Zespóª z IBM
u»ywaª Hansard, tzn. protokóªy posiedze« parlamentu Kanadyjskiego. W
Kanadzie s¡ dwa j¦zyki urz¦dowe, angielski i francuski. Wyst¡pienia w jed-
nym j¦zyku s¡ tªumaczone na drugi, tak »e w efekcie dostajemy tekst rów-
nolegªy w j¦zyku angielskim i francuskim. Nowsze prace w Europie u»ywaªy
protokóªy Parlamentu Europejskiego które s¡ tªumaczone na wszystkie jezyki
o�cjalne Uni Europejskiej.

Istotn¡ trudno±ci¡ dla metod statystycznych jest rzadko±¢ danych. Kon-
sekwencj¡ prawa Zipfa jest to »e wi¦kszo±¢ sªów wyst¦puje rzadko. Poni»ej
jako ilustracj¦ pokazuj¦ analiz¦ dziennika ustaw z 2013 roku. Dane wej-
±ciowe to byªy publicznie dost¦pne pliki PDF. Skonwertowaªem je do tekstu
i utworzyªem list¦ sªów wraz z cz¦sto±ciami wyst¡pie«. Ze wzgl¦du na proces
konwersji jest sporo ±mieci, jednak jako±ciowo wyniki dla lepszych tekstów
(równie» dla innych j¦zyków) s¡ podobne. J¦zyki bez �eksji przy danej dªu-
go±ci tekstu b¦d¡ miaªy mniej ró»nych sªów, jednak w typowym tek±cie sªowa
wyst¦puj¡ce jednokrotnie stanowi¡ spor¡ cz¦±¢ wszystkich sªów.

Kategoria licznik suma

do 1 704907 704907

do 2 265986 531972

do 5 205125 756315

do 10 99368 749162

do 18 54597 760006

do 30 33055 783996

do 50 23791 932359

do 100 22108 1567511

do 250 18075 2835379

do 600 9664 3689787

do 1500 5023 4605421

do 10000 3171 10618403

do 100000 455 10634595

do 1000000 39 9466664

do 10000000 1 1225113

Razem 1445365 49861590

Wida¢ te» »e jest kompensuj¡cy czynnik: caªy tekst ma ponad 49 milio-
nów sªów, sªów wyst¦puj¡cych jednokrotnie jest 704907 czyli ok. 1.4 procent.

Zwykle o tek±cie równolegªym zakªada si¦ »e jest on podzielny na zdania,
tak »e odpowiadaj¡ce sobie zdania s¡ swoimi tªumaczeniami. Zwykle su-
rowe teksty ¹ródªowe nie s¡ tak podzielone, ale wyodr¦bnianie zda« nie jest
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zbyt trudne, a odpowiednio±¢ mi¦dzy zdaniami mo»na wyznaczy¢ metodami
statystycznymi.

Najnowsze metody tªumaczenia u»ywaj¡ sieci neuronowe (uczymy je na
tek±cie równolegªym), jednak dalej powiemy o metodach statystycznych.

2 Model zaszumionego kanaªu

Modele IBM traktuj¡ tªumaczenia jako problem odtwarznia sygnaªu który
przesªano przez zaszumiony kanaª transmisyjny: tekst w naszym j¦zyku N
jest po przejsciu przez kanaª transmisyjny znieksztaªcony i wychodzi jako
takst w j¦zyku obcym F .

Aby uzyska¢ z powrotem tekst N maksymalizujemy prawdopodobi«stwo
warunkowe P (N |F ), czyli obliczamy

argmax
N

P (N |F )

Mamy

P (N |F ) = P (N ∩ F )
P (F )

=
P (N ∩ F )P (N)

P (N)P (F )
=
P (F |N)P (N)

P (F )

czyli

argmax
N

P (N |F ) = argmax
N

P (F |N)P (N)

P (F )
= argmax

N
P (F |N)P (N)

gdzie ostatnia równo±¢ zachodzi bo P (F ) jest niezale»ne od N i nie wpªywa
na to gdzie jest osi¡gane maksimum.

Powy»sze przeksztaªcenie jest pomocne, bo przy bezpo±rednim u»yciu
P (N |F ) potrzebujemy bardzo dobre oszacownie prawdopodobie«stwa. W
P (F |N)P (N) mamy rozdzielne ró»ne zadania: P (F |N) dba o to by F i N
dobrze sobie odpowiadaªy, ale nie musi si¦ troszczy¢ o to czy N i F s¡ dobrze
zbudowanie. O jako±¢ N troszczy si¦ P (N), tu u»ywamy danych tylko dla
jednego j¦zyka co jest ªatwiej dost¦pne ni» teksty równolegªe. Zalety tego
ªatwo wida¢ w przypadku Modelu 1 IBM: P (F |N) jest nieczuªe na zmiany
kolejno±ci sªów, ale P (N) preferuje zdania z wªa±ciw¡ kolejno±ci¡

Model zaszumionego kanaªu pojawiª si¦ w zagadnieniach technicznych.
Przy przewarzaniu j¦zyka byª wcze±niej u»yty do rozpoznawania mowy, model
tªumacznia zaadoptowaª i rozwin¡ª techniki stosowane wcze±niej dla mowy.
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3 Model j¦zyka

W statystycznym tªumaczeniu maszynowym typowo u»ywa si¦ modele Mar-
kowa na sªowach. Klasyczny model Markowa na zbiorze W ka»dej parze w, v
elementów W przypisuje prawdopobie«stwo przej±cia pw,v tak »e

P (wn = w|w1w2 . . . wn−1) = P (wn = w|wn−1) = pw,wn−1).

W zagadnieniach j¦zyka taki model cz¦sto jest za sªaby bo modeluje tylko
zale»no±ci mi¦dzy kolejnymi sªowami.

W praktyce u»ywa si¦ modele Markowa wy»szego rz¦du. Teoretycznie
Markowa rz¦du k mo»na zde�nowia¢ jako model Markowa na W k, taki »e

pw1w2...wk,v1v2...vk

jest ró»ne od zera tylko wtedy gdy dla i = 1, 2, . . . , k− 1 zachodzi wi = vi+1.
Innymi sªowy,

P (wn = w|w1w2 . . . wn−1) = P (wn = w|wn−kwn−k+1 . . . wn−1) = pw,wn−kwn−k+1...wn−1

i trzeba tylko poda¢ pw,v gdzie w to sªowo za± v to ci¡g sªów dªugo±ci k. W
praktyce k cz¦sto jest wi¦ksze lub równe 4, a wi¦c chcemy szacowa¢ cz¦sto-
±ci wyst¡pie« ci¡gów sªów dªugo±ci co najmniej 5. Typowy j¦zyk zawiera
wi¦cej ni» 100000 = 105 sªów, tote» dla rz¦du 4 trzeba (105)5 = 1025 praw-
dopodobie«stw. Jasne jest »e dla tekstów praktycznych rozmiarów nie da si¦
oszacowa¢ wszystkich prawdopodobie«stw przez cz¦sto±ci wyst¡pie«, wi¦k-
szo±¢ ci¡gów b¦dzie miaªa cz¦sto±¢ zero. U»ywa si¦ tu estymacj¦ Bayesa. Dla
wi¦kszych k cz¦sto tra�amy na ci¡gi których nie byªo w zbiorze treningowym
i dlatego mamy tylko szacowanie Bayesowskie. Ale w takim przypadku któt-
szy ci¡g mo»e by¢ w zbiorze treningowym i ma sens u»y¢ pochodz¡ce st¡d
oszacowanie. Praktycznie realizuje si¦ to przez kombinacj¦ wypukª¡ modeli
ró»nych rz¦dów:

qw,v =
k∑
i=1

cipw,vivi+1...vk

gdzie ci to waga modelu rz¦du k + 1− i.
Komentarz praktyczny: prawdopodobie«stwa mog¡ by¢ bardzo maªe, tak

»e w arytmetyce komputerowej s¡ nieodró»nialne od zera. Dlatego zwykle
pracuje si¦ z logarytmami. Logarytmy upraszczaj¡ mno»enie za± kompli-
kuj¡ dodawanie. Na wspóªczesynch komputerach oznacza to »e obliczenia na
logarytmach b¦d¡ bardziej kosztowne ni» bezpo±rednie operacje na prawdo-
podobie«stwach. Ale koszt logarytmów zwykle jest mniejszy ni» koszt wie-
lokrotnej precyzji potrzebnej by uzyska¢ odpowiedni zakres liczb. Bardziej
pracochªonn¡, ale obliczniowo szybsz¡ alternatyw¡ mo»e by¢ skalowanie.
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4 Modele IBM

Badacze IBM zde�niowali ci¡g coraz dokªadniejszych modeli, Model 1, Model
2 a» do Model 5.

• Model 1 zakªada »e wszystkie dopasowania s¡ jednakowo prawdopo-
dobne, tak »e porz¡dek sªów nie odgrywa roli

• Model 2 zakªada »e prawdopodobie«stwo dopasowania zale»y od pozy-
cji sªów i dªugo±ci zda«, ale nie zale»y od sªów

• Model 3 uwgl¦dnia »e jedno sªowo mo»e mi¦¢ wi¦cej tªumacze« (plen-
no±¢, ang. fertility)

• Model 4 uzale»nia prawdopodobie«stwo dopasowania od odlegªo±ci mi¦-
dzy sªowami

• Model 5 poprawia Model 4 usuwaj¡c cz¦±¢ bzdurnych odpowiednio±ci.

Dlaczego tyle modeli? Czy nie byªo by lepiej u»ywa¢ tylko najbardziej
zaawansowany (Model 5)? Bardziej zaawansowane modele s¡ trudne oblicz-
niowo. Model 1 u»ywa si¦ do inicjowania Modelu 2, ten do Modelu 3 itd. Nie
s¡ znane efektywne metody bezpo±redniego uczenia wy»szych modeli IBM,
dlatego s¡ potrzebne wszyskie.

W modelach IBM istotn¡ rol¦ odgrywa tzn. dopasowanie, tzn. relacja
mówi¡ca które sªowa odpowiadaj¡ sobie w tªumaczeniu. Np. w parze

Boy goes home

i
Chªopiec idzie do domu

sªowa do oraz domu odpowiadaj¡ sªowu home. Pokazuje to »e jedno sªowo
mo»e mie¢ wi¦cej odpowiedników. Jedn¡ z istotnych ró»nic mi¦dzy modelami
jest to jakie dopasowania s¡ dopuszczalne i jakie maj¡ one prawdopodobie«-
stwa.

5 Model 1

W modelu IBM 1 zakªadamy »e sªowa zdania w j¦zyku obcym F s¡ tªu-
maczone niezale»nie od siebie. Ka»de z nich jest tªumaczeniem pewnego
sªowa ze zdania w naszym j¦zyku, przy tym to które sªowo z naszego j¦zyka
odpowiadaj¡ce sªowu j-temu sªowu zdania F (które oznaczymy przez Fj)
jest opisane przez rozkªad jednostajny. Dokªadniej, oznaczmy przez lN dªu-
go±¢ zdania N w naszym j¦zyku a przez lF dªugo±¢ zdania w j¦zyku obcym.
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Aby dopu±ci¢ sªowa w j¦zyku obcym które nie maj¡ odpowiednika w naszym
j¦zyku przed N dodajemy �kcyjne sªowo na pozycji 0. Odpowiednio±¢ (do-
pasowanie) mi¦dzy sªowami w zdaniu F i zdaniu N jest zadana przez funkcj¦
a : [1, 2, . . . , lF ]→ [0, 1, . . . , lN ], tzn. sªowo Fj jest tªumaczeniem Na(j). Wy-
nika st¡d »e niektóre sªowa z N mog¡ nie mie¢ odpowiednika przy tªumaczniu
(efektywnie znika¢).

Parametrami modelu s¡ prawdopodobie«stwo tªumaczenia sªów, tzn. mamy
tabel¦ pozwalaj¡c¡ obliczy¢ P (Fj|Ni). Dla funkcji a przyjmujemy rozkªad
jednostajny, czyli dla ka»dego j warto±¢ a(j) ma rozkªad jednostajny i dla
ró»nych j rozkªady s¡ niezale»ne.

�¡cznie prawdopodobie«stwo zdania w j¦zyku obcym F o dªugo±ci lF i
dopasowania a pod warunkiem zdania w naszym j¦zyku N o dªugo±ci lN
wynosi:

P (F, a|N) =
ε

(1 + lN)lF

lF∏
j=1

P (Fj|Na(j))

gdzie ε (zale»ne od lF i lN , ale niezale»ne od a i F ) jest dobrane tak by
prawdopodobie«stwa sumowaªy si¦ do 1.

Mamy

P (F |N) =
∑
a

P (F, a|N) =
ε

(1 + lN)lF

lN∑
a(1)=0

· · ·
lN∑

a(lF )=0

lF∏
j=1

P (Fj|Na(j))

=
ε

(1 + lN)lF

lF∏
j=1

lN∑
a(j)=0

P (Fj|Na(j))

=
ε

(1 + lN)lF

lF∏
j=1

lN∑
i=0

P (Fj|Ni).

Powy»sze przeksztaªcenie wygl¡da niewinnie, ale jest to dramatyczna po-
prawa efektywno±ci oblicze«: zast¦pujemy sum¦ wykªadniczo wielu (wgl¦-
dem dªugo±ci lF ) produktów produktem sum maj¡cym ª¡cznie lF (LN + 1)
wyrazów.

Do wyznaczania parametrów model IBM 1 maksymalizuje∏
(F,N)∈T

P (F |N)

gdzie T to zbiór par u»yty do uczenia. Przechodz¡c to logarytmów jest to
równowa»ne maksymalizacji

L =
∑

(F,N)∈T

log(P (F |N)).
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Mamy

P (F |N) = cF,N

lF∏
j=1

lN∑
i=0

P (Fj|Ni)

co prowadzi do równo±ci

log(P (F |N)) = log(cF,N) +

lF∑
j=1

log(

lN∑
i=0

P (Fj|Ni))

i ª¡cznie

L = c+
∑

(F,N)∈T

lF∑
j=1

log(

lN∑
i=0

P (Fj|Ni)).

Jako »e logarytm jest funkcj¡ sci±le wkl¦sª¡ L jest funkcj¡ wkl¦sª¡ od pa-
rametrów P (Fj|Ni) i ma jednoznaczn¡ warto±¢ maksymaln¡. Innym sªowy,
istniej¡ jednoznacznie wyznaczone liczby λF,j takie »e

maxL = c+
∑

(F,N)∈T

lF∑
j=1

λF,j

i

log(

lN∑
i=0

P (Fj|Ni)) = λF,j.

A wi¦c
lN∑
i=0

P (Fj|Ni) = exp(λF,j).

Razem z warunkami
∑

w P (w|Ni) = 1 i P (Fj|Ni) ≥ 0 daje to jednoznacz-
nie wyznaczony ukªad równa« i nierówno±ci liniowych na warto±ci P (Fj|Ni)
daj¡ce maksimum L. W literaturze byªy bª¦dne stwierdzenia »e powy»szy
ukªad równa« i nierówno±ci ma jednoznaczne rozwi¡zanie. Niestety, nie jest
to prawd¡, rozwi¡zanie nie musi by¢ jednoznaczne. Niejednoznaczno±¢ ªatwo
sztucznie wyprodukowa¢: je±li ka»de wyst¡pienie sªowa Fj zast¡pimy przez
par¦ sªow Fk i Fl, to w wyra»eniach wy»ej P (Fj|Ni) zostanie zast¡pione przez

P (Fk|Ni) + P (Fl|Ni)

czyli jedyne ograniczenia na P (Fk|Ni) i P (Fj|Ni) to warunek nieujemno±ci
i to by w sumie daªy stare P (Fj|Ni). Je±li stare P (Fj|Ni) > 0, to mamy
niesko«czenie wiele rozwi¡za«.
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6 Algorytm EM

Bezpo±rednie szacowanie P (Fj|Ni) przez maksymalizaj¦ prawdopodobie«-
stwa zbioru treningowego jest kªopotliwe i niepotrzebne. Je±li znamy dopaso-
wanie to mo»na u»y¢ cz¦sto±ciowe oszacowanie P (Fj|Ni) po prostu zliczaj¡c
ile razy sªowo Fj odpowiada Ni i dziel¡c to przez ilo±¢ sªów odpowiadaj¡cych
Ni. Je±li znamy tylko prawdopodobie«stwa dopasowa«, to liczymy warto±¢
oczekiwan¡ wzgl¦dem dopasowania. Tzn.

c(f, n) =
∑

(F,N)∈T

∑
a

P (a|F,N)c(a, f, F, n,N)

gdzie c(f, n) to oczekiwana ilo±¢ odpowiednio±ci mi¦dzy sªowami f i n, za±
c(a, f, F, n,N) to ilo±¢ odpowiednio±ci mi¦dzy f i n w zdaniach F i N przy
dopasowaniu a.

Z wzoru Bayesa

P (a|F,N) = P (F, a|N)/P (F |N).

P (F, a|N) jest zadane przez de�nicj¦ Modelu 1:

P (F, a|N) =
ε

(1 + lN)lF

lF∏
j=1

P (Fj|Na(j))

P (F |N) wyliczyli±my wcze±niej

P (F |N) =
ε

(1 + lN)lF

lF∏
j=1

lN∑
i=0

P (Fj|Ni)

czyli
P (a|F,N) = P (F, a|N)/P (F |N)

=

ε
(1+lN )lF

∏lF
j=1 P (Fj|Na(j))

ε
(1+lN )lF

∏lF
j=1

∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

=

∏lF
j=1 P (Fj|Na(j))∏lF

j=1

∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

=

lF∏
j=1

P (Fj|Na(j))∑lN
i=0 P (Fj|Ni)
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Teraz mo»na lepiej oblicza¢ c(f, n). Mianowicie

c(f, n) =
∑

(F,N)∈T

∑
a

P (a|F,N)c(a, f, F, n,N)

i

c(a, f, F, n,N) =

lF∑
j=1

δ(f, Fj)δ(n,Na(j))

Nast¦pnie

∑
a

P (a|F,N)c(a, f, F, n,N) =
∑
a

P (a|F,N)

lF∑
j=1

δ(f, Fj)δ(n,Na(j))

=

lF∑
j=1

δ(f, Fj)
∑
a

P (a|F,N)δ(n,Na(j))

Dalej, przy ustalonym j u»ywaj¡c wzór na P (a|F,N)∑
a

P (a|F,N)δ(n,Na(j))

=

lN∑
a(1)=0

· · ·
lN∑

a(lF )=0

δ(n,Na(j))

lF∏
k=1

P (Fk|Na(k))∑lN
i=0 P (Fk|Ni)

Dla k 6= j mamy

lN∑
a(k)=0

P (Fk|Na(k))∑lN
i=0 P (Fk|Ni)

=

∑lN
i=0 P (Fk|Ni)∑lN
i=0 P (Fk|Ni)

= 1.

Czyli (dalej przy ustalonym j)

∑
a

P (a|F,N)δ(n,Na(j)) =

lN∑
a(j)=0

δ(n,Na(j))
P (Fj|Na(j))∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

=

∑lN
i=0 δ(n,Ni)P (Fj|Ni)∑lN

i=0 P (Fj|Ni)
=

∑lN
i=0 δ(n,Ni)P (Fj|n)∑lN

i=0 P (Fj|Ni)

=
P (Fj|n)∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

lN∑
i=0

δ(n,Ni)
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Wstawiaj¡c to do poprzednich wzorów mamy

c(f, n) =
∑

(F,N)∈T

lF∑
j=1

δ(f, Fj)
P (Fj|n)∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

lN∑
i=0

δ(n,Ni)

=
∑

(F,N)∈T

P (f |n)∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

lF∑
j=1

δ(f, Fj)δ(n,Ni)

Teraz mo»na u»y¢ c(f, n) do oszacownia P (f |n)

P (f |n) = c(f, n)∑
f c(f, n)

Zauwa»my jeszcze »e sum¦ z mianownika mo»na upro±ci¢:

∑
f

c(f, n) =
∑
f

∑
(F,N)∈T

P (f |n)∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

lF∑
j=1

δ(f, Fj)

lN∑
i=0

δ(n,Ni)

=
∑
f

∑
(F,N)∈T

1∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

lF∑
j=1

δ(f, Fj)P (Fj|n)
lN∑
i=0

δ(n,Ni)

=
∑

(F,N)∈T

∑lF
j=1 P (Fj|n)∑lN
i=0 P (Fj|Ni)

lN∑
i=0

δ(n,Ni)

S¡ to stosunkowo wydajne wzory, wymagaj¡ rz¦du

t =
∑

(F,N)∈T

lF (1 + lN)

operacji. Przy rozs¡dnym zaªo»eniu »e ±rednie lF (1 + lN) jest ograniczone
oznacza to liniowy wzrost wzgl¦dem rozmniaru zbioru treningowego.

Zaczynaj¡c z jednostajnego oszacowania P (f |n) na parach sªów które
pojawiaj¡ si¦ si¦ w której± z par zda« zbioru treningowego (takich par jest t)
po kilku iteracjach dostaniemy rozs¡dne oszacowanie P (f |n). W praktyce nie
nale»y u»ywa¢ zbyt wielu iteracji. Mianowicie, nasze oszacownie chcemy u»y¢
jako warto±¢ pocz¡tkow¡ dla Modelu 2. Zbyt du»a ilo±¢ iteracji w Modelu 1
prowadzi do przetrenowania.

Komentarz: nauk¦ Modelu 1 zaczynamy od równych prawdopodobie«stw.
Je±li nie ma jednosnacznego rozwi¡zania, to nasze inicjowanie automatycznie
wybiera jedno z rozwi¡za« (najbardziej symetryczne rozwi¡zanie).
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7 Ogólniej o algorytmie EM

To co robili±my poprzednio mo»e wygl¡da¢ do±¢ ad-hoc. Ale jest to faktycznie
szczególny przypadek ogólnego algorytmu EM.

Niech b¦dzie dany zestaw obserwacji x i sparametryzowna rodzina rozkªa-
dów prawdopodobie«stwa Pθ z g¦sto±ci¡ pθ. Metoda estymacji najwi¦kszej
wiarygodno±ci polega na maksymalizacji pθ(x), tzn. szukamy θ dla którego
pθ(X) jest maksymalne. Jednak»e bezpo±rednia maksymalizacja pθ(X) mo»e
by¢ bardzo trudna. Algorytm EM jest iteracyjn¡ procedur¡ która mo»e by¢
ªatwiejsza od bezpo±redniej maksymalizacji.

Poni»ej b¦dziemy zakªada¢ »e wszystkie potrzebne nam rozkªady prawdo-
podobie«stwa maj¡ g¦sto±ci, co w szczególno±ci jest speªnione w przypadku
dyskretnej przestrzeni probabilistycznej (cho¢ dla uproszczenia notacji poni-
»ej u»ywamy symbole tak jakby±my mieli przypadek ci¡gªy).

W algorytmie EM zakªadamy »e istnieje nieobserwowalna wielko±¢ y która
w pewnym sensie wyznacza x. Dokªadniej, zakªadamy »e rozkªad warunkowy
(a wªa±ciwie g¦sto±¢ warunkowa) x pod warunkiem y nie zale»y od θ czyli
oznaczaj¡c przez rθ g¦sto±¢ y, przez q(x|y) g¦sto±¢ warunkow¡ x pod warun-
kiem y, za± przez qθ g¦sto±¢ ª¡czn¡ mamy

qθ(x, y) = rθ(y)q(x|y).

W Modelu 1 maksymalizowali±my∏
(F,N)∈T

P (F |N)

gdzie T to zbiór par u»yty do uczenia. U»ycie prawdopobie«stwa warunko-
wego nie zmienia istoty rzeczy. Nasze x to zbiór trenigowy T . Parametrami
iθ jest zbiór prawdopodobie«stw warunkowych P (f |n). y skªada si¦ ze zbioru
treningowego T i dopasowa« dla ka»dej pary (F,N). Poniewa» x jest jedno-
znacznie wyznaczone przez y to oczywi±cie q(x|y) nie zale»y od θ (q(x|y) = 1
je±li x jest cz¦±ci¡ y, 0 w przeciwnyme razie).

Komentarz: jest to bardzo cz¦sta sytuacja gdy u»ywamy algorytm EM,
ale powy»szy warunek jest sªabszy a bazowane na nim rozumowanie jest co
najmniej tak przejrzyste jak szczególny przypadek, wi¦c wybieramy bardziej
ogóln¡ wersj¦.

Poni»ej b¦dziemy zakªada¢ »e zbiór y takich »e rθ(y) > 0 nie zale»y od θ.
Z tego zaªo»enia wynika »e zbiór par (x, y) takich »e qθ(x, y) > 0 nie zale»y
od θ.

W algorytmie EM budujemy ci¡g coraz lepszych przybli»e« θn do opty-
malnego θ. Poni»ej wyprowadzimy kilka nierówno±ci pokazujacych wªasno±ci
alogrytmu EM.
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Niech qθ(y|x) b¦dzie g¦sto±ci¡ warunkow¡ y pod warunkiem x. Mamy

qθ(x, y) = pθ(x)qθ(y|x).

Teraz, zakªadaj¡c »e qθ(x, y) > 0 (czyli równie» qθn(x, y) > 0) mamy qθn(y|x) >
0, q(x|y) > 0, pθn(x) > 0 i

qθ(x, y)

pθn(x)
=
qθ(x, y)qθn(y|x)
pθn(x)qθn(y|x)

=
qθ(x, y)

qθn(x, y)
qθn(y|x) =

rθ(y)q(x|y)
rθn(y)q(x|y)

qθn(y|x) =
rθ(y)

rθn(y)
qθn(y|x)

Z powy»szego wynika »e dla pθ(x) > 0 mamy

pθ(x)

pθn(x)
=

∫
qθ(x, y)

pθn(x)
dy =

∫
q(x,y)>0

qθ(x, y)

pθn(x)
dy =

∫
rθ(y)

rθn(y)
qθn(y|x)dy.

W szczególno±ci z istnienia (x, y) takiego »e qθ(x, y) > 0 wynika »e pθn(x) > 0.
Zauwa»my teraz »e logarytm jest funkcj¡ ±ci±le wkl¦sª¡. Przy ustalonym

x oznaczaj¡c L(θ) = log(pθ(x)) z nierówno±ci Jensena mamy

L(θ)− L(θn) = log(
pθ(x)

pθn(x)
) = log(

∫
rθ(y)

rθn(y)
qθn(y|x)dy)

≥
∫

log(
rθ(y)

rθn(y)
)qθn(y|x)dy = Q(θ, θn).

gdzie ostatnia równo±¢ jest de�nicj¡ Q(θ, θn). W algorytmie EM wybieramy
jako θn+1 takie θ które zmaksymalizuje Q(θ, θn), albo przynajmniej takie by
Q(θn+1, θn) > 0. Przy takim wyborze θn warto±ci L(θn) tworz¡ ci¡g ±ci±le
rosn¡cy. Je±li dla dowolnego ustalonego x gesto±¢ pθ(x) jest ograniczona,
to równie» L(θ) jest ograniczona i ci¡g L(θn) jest ograniczony, a wiec jest
ci¡giem zbie»nym. Przy rozs¡dnych zaªo»eniach, np. »e dla dowolnego a
zbiór θ takich »e L(θ) ≥ a jest zwarty, za± Q ma ci¡gª¡ pochodn¡ wynika
st¡d istnienie podci¡gu ci¡gu θn zbiegaj¡cego do θ∞ takiego »e Q(θ∞, θ∞) = 0
daje punkt stacjonarny Q(θ, θ∞) (tzn. ∇θQ(θ, θ∞) = 0).

Zauwa»my »e Q(θ, θ) = L(θ) − L(θ) = 0, czyli je±li Q(θ, θn) nie osi¡ga
maksimum dla θ = θn to istnieje θ takie »e Q(θ, θn) > 0. Jak zauwa»yli±my
wy»ej przy sªabych zaªo»eniach o Q istnieje podci¡g zbie»ny do θn i pochodna
∇θQ(θ, θn) = 0. Czyli je±li równie» L jest ró»niczkowalna to pochodna L w
θ∞ jest równa 0. Czyli θ∞ jest punktem stacjonarnym L. W specjalnych
przypadkach mo»e si¦ zdarzy¢ »e θ∞ to punkt siodªowy, ale zwykle jest to
maksimum lokalne. Ogólnie punkt stacjonarny mo»e nawet by¢ minimum
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lokalnym, jednak dla θn → θ∞ jest to wykluczone bo L(θn) tworz¡ ci¡g
±ci±le rosn¡cy. Model 1 jest wypukªy, wi¦c punkt stacjonarny jest maksimum
globalnym. Przy brzegu funkcja L(θ) d¡»y do −∞, a wi¦c θn pozostaj¡ w
zbiorze zwartym i mamy globaln¡ zbie»no±¢.

Dla Modelu 1 qθn(y|x) to prawdopodobie«stwa dopasowa« przy ustalo-
nych parametrach, czyli caªka w de�nicji Q(θ, θ∞) sprowadza si¦ do sumy
po dopasowaniach. Nasza procedura zliczania daj¡ca nowe parametry mak-
symalizuje Q(θ, θ∞). Dowód tego to wariant klasycznego twierdzenia »e dla
tzw. rodzin wykªadniczych ±rednia z próby jest estymatorem najwi¦kszej
wiarygodno±ci.

8 Model 2

W Modelu 1 zakªadali±my »e j-te sªowo F dopasowuje si¦ z rozkªadem jedno-
stajnym ze sªowami z N . W Modelu 2 zakªadamy ustalony rozkªad zale»ny
od j i dªugo±ci sªów (ale nie zale»¡cy od samych sªów). Wzory z Modelu 1
nieco si¦ komplikuj¡, ale dalej s¡ wydajne. Model 2 nie jest wypukªy, wi¦c
nie ma gwarancji zbie»no±ci do optimum, ale inicjowanie wynikiem z Modelu
1 zwykle daje dobry resultat.

9 Model 3 i wy»sze

W Modelu 3 ka»de sªowo n w naszym j¦zyku ma przypisan¡ plenno±¢ (ang.
fertility) φn. Plenno±¢ zale»y tylko od sªowa n za± nie zale»y od innych sªów
w zdaniu. Sªowo n daje φn sªów w j¦zyku obcym. Sªowa w j¦zyku obcym
s¡ przestawione, ka»demu przypisuje si¦ pozycj¦. Pozycje sªów w j¦zyku
obcym zale»¡ tylko od pozycji odpowiadaj¡cego mu sªowa n. Popatrzmy na
angielskie zdanie

For fertility zero , you drop the word

Je±li j¦zykiem naszym jest angielski a chcemy z niego otrzyma¢ polski
(jako obcy) to naturalne jest przyj¦cie »e you, the oraz przecinek (który
te» traktujemy jako sªowo) maj¡ plenno±¢ zero, za± pozostaªe sªowa maj¡
plenno±¢ 1. Ponadto naturalne jest pozostawienie kolejno±ci sªów bez zmiany.
Wybieraj¡c rozs¡dne odpowiedniki dla sªów otrzymamy

Przy plenno±ci zero pomijamy sªowo

Gdy naszym j¦zykiem jest polski musimy u»y¢ �kcyjne sªowo na pocz¡tku
(tak jak w Modelu 1). To sªowo b¦dzie miaªo plenno±¢ 3 i wygeneruje sªowa
które znikaªy przy tªumaczeniu. Alternatywnie (z wi¦kszym prawdopode-
bie«stwem), sªowo pomijamy otrzyma plenno±¢ 2 i wygeneruje fraz¦ we drop,
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za± �kcyjne sªowo te» b¦dzie miaªo plenno±¢ 2 i wygeneruje the oraz przeci-
nek. W Modelu 3 plenno±¢ sªowa �kcyjnego jest traktowana specjalnie. Naj-
pierw wybieramy plenno±ci normalnych sªów co daje ilo±¢ odpowiadaj¡cych
im sªów w j¦zyku obcym. Nast¦pnie dla ka»dego sªowa tak wygenerowanego
sªowa w j¦zyku obcym generujemy lub nie dodatkowe sªowa odpowadaj¡ce
sªowu �kcyjnemu. Decyzja o tym czy generujemy dodatkowe sªowo zale»y
od pojednyczego parametru p0 zadaj¡cego prawdopodobie«stwo generacji (w
ka»dym kroku generujemy niezale»nie). Dodatkowe sªowa rozmieszczamy
z równomiernym prawdopodobie«stwem w wolnych pozycjach (nie zaj¦tych
przez normalne sªowa).

Generacj¦ zdania w Modelu 3 mo»na podsumowa¢ nast¦puj¡co:

1. dla ka»dego sªowa ze zdania N wybieramy jego plenno±¢ z prawdopo-
dobie«stwem zale»nym tylko od sªowa

2. ustalamy ilo±¢ dodatkowych sªów

3. z poprzednich kroków otrzymujemy dªugo±¢ zdania w j¦zyku obcym

4. dla ka»dego sªowa w j¦zyku naszym generujemy opowiadaj¡ce mu sªowa
w j¦zyku obcym, niezale»nie z prawdopodobie«stwem P (f |n)

5. dla ka»dego sªowa normalnego sªowa w j¦zyku obcym wybieramy jego
pozcj¦ z prawdopodobie«stwem zale»nym tylko od dªugo±ci zdania, po-
zycji sªowa ¹ródªowego i numeru sªowa w j¦zyku obcym

6. dodatkowe sªowa rozmieszczamy jednostajnie w wolnych pozycjach

Parametrami Modelu 3 s¡ prawdopodobie«stwa plenno±ci, prawdopodo-
bie«stwa sªów P (f |n), prawdopodobie«stwa pozycji i prawdopodobie«stwo
p0 generacji dodatkowych sªów. Idea wyznaczania parametrów jest podobna
jak dla Modelu 1: maj¡c dopasowanie mo»na oszacowa¢ parametry, maj¡c
parametry mo»na obliczy¢ prawdopodobie«stwa dopasowa«. A wi¦c dalej
stosuje si¦ algorytm EM. Obliczeniowo ten model jest bardziej skompliko-
wany bo nie dziaªaj¡ uproszczenia z Modelu 1 i Modelu 2, tzn. nie nie daje
si¦ upro±ci¢ sumowania po dopasowanich i trzeba szacowa¢ sumy przy po-
mocy dopasowa« o du»ym prawdopodobie«stwie.

Model 4 w bardziej skomplikowany sposób wybiera pozycj¦ sªów w j¦zyku
obcym. Zarówno Model 3 jak i Model 4 mog¡ odwzorowa¢ dwa sªowa w jedn¡
pozycj¦. Przy tªumaczeniu takie odpowiednio±ci si¦ nie pojawi¡ i mo»na
ignorowa¢ ten problem. Ale mo»na go wyeliminowa¢ pozwalaj¡c tylko na
wybór wolnych pozycji, robi to Model 5. Nie jest jest jasne czy prowadzi to
do praktycznej poprawy.
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10 Ulepszenia

Modele IBM mo»na bezpo±rednio stosowa¢ do tªumaczenia, ale pojawiªy si¦
udoskonalenia. Mianowicie, szacuj¡c wi¦kszo±¢ parametrów jak w modelach
IBM rozszerzono tªumaczenie na frazy. Daªo to najlepsze obecnie dost¦pne
modele statystyczne.

Dokªadniej, dopasowania na poziomie sªów s¡ istotne dla uczenia lep-
szych modeli (jak te» dla innych zagadnie«). Modele IBM czy ich warianty
produkuj¡ dobre dopasowania.

Sporo uwagi po±wi¦cono wariantom modeli IBM, w szczególno±ci pojawiªy
si¦ ulepszenia przy szukaniu dopasowa« (lepsze modele dopasowania). S¡ te»
wypukªe warianty nieco lepsze ni» Model 1. Podano te» wariant Modelu 1
faktycznie maj¡cy jednoznaczne rozwi¡zanie.
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