1 Wprowadzenie

Dane wysokowymiarowe sg czesto klopotliwe do analizy. Moze sie zdarzy¢
ze badane zjawisko z natury jest wysokowymiarowe i nic na to nie da sie po-
radzi¢. Jednakze, czesto dane wykazujg regularnosci i moze je dobrze repre-
zentowa¢ (zredukowac) przez dane w przestrzeni nizszego wymiaru. Proste
i czesto uzywane sa modele liniowe: zakladamy ze czyste dane sa w hiper-
plaszczyznie nizszego wymiaru, ale jest do nich dodany szum ktory powieksza
wymiar. Inne modele sa nieliniowe: zaktadamy ze obserwowane dane sg wy-
nikiem nieliniowego przeksztatcenia danych niskowymiarowych.

Redukcja wymiaru, tzn. odworowanie danych w przestrzen mniejszego
wymiaru moze da¢ rézne korzysci

e mniej danych zwykle zmniejsza koszt obliczen
e redukcja wymiaru moze zmniejszy¢ wpltyw szumu

e redukcja wymiaru moze pomaga¢ w uogolnieniu

2 Metody

2.1 Losowe odwzorowania

Jedna z najprostszych metod redukcji wymiaru jest uzycie losowego odwzoro-
wania (macierzy). Na pierwszy rzut oka wyglada to podejrzanie, dlaczego lo-
sowe odwzorowanie mialoby da¢ sensowny wynik? Jednakze teoria compres-
sed sensing mowi ze jesli A jest losowg macierza m x N o elementach normal-
nych (Gaussowskich) za§ prawdziwe dane maja wymiar k to przy odpowied-
niej relacji k, m i N na podprzestrzeni wymiaru k macierz B = \/LEA z duzym
prawdopodobienstwem jest bliska izometrii. Dokladniej, niech V' C R be-
dzie podprzestrzenig wymiaru k, vy bedzie wlozeniem V w RY. Zachodzi
lemat

Lemat 2.1 Istnieje C takie ze jesli 6,¢ € (0,1) i
m > Co2(Tk + 2log(2¢ 1))

to
H[,*VB*BLV — IvH )

z prawdopodobienstwem co najmniej 1 — €.



Komentarz: m wyzej jest mniejsze niz w typowym wyniku o compressed
sensing, ale wyzej mamy stabszy warunek, tzn. jedna przestrzen V.

Mozna oczekiwaé¢ podobnego wyniku dla rzutéw na losowe podprzestrze-
nie wymiaru m. Losowe odwzorowania zwykle sa gorsze od innych metod.
Wymagaja wyzszego wymiaru i nie zmniejszaja szumu. Ale sg tansze od
innych metod i dlatego moga si¢ przyda¢ do zmniejszania kosztu obliczen.
Warto to doda¢ ze dla duzych i wysokowymiarowych danych koszt losowego
odwzorowania ciagle moze by¢ duzy (bo losowa macierz jest duza). Lecz
zaobserwowano ze mozna skombinowa¢ szybkie przeksztalcenie (jak FFT) z
uzyciem rzadkiej macierzy losowej co daje znaczne przyspieszenie obliczen.

2.2 Pomijanie wspéirzednych

Prosta metoda redukcji wymiaru jest pominiecie nieistotnych wspotrzednych.
Np. przy reprezentacji tekstu wektorami stow czy ogolniej cech popularng
technika jest pomijanie bardzo czesto i bardzo rzadko wystepujacych stow, na
zasadzie ze czeste stowa niosa malo informacji (stabo odrozniaja teksty) zas
stowa bardzo rzadko wystepujace nie dajg podstawy do poréwnania tekstow.
Jednak proste kryteria pomijania wspolrzednych dzialaja niezbyt dobrze i
podane dalej metody zwykle sa lepsze.

2.3 PCA

Majac dane punkty x;, i = 1, ..., metoda PCA stara sie dobra¢ hiperplasz-
czyzne V' tak by zminimalizowaé¢ sume kwadratow odleglosci x; do V:

l
V = argmin,, Z d(z;, V)2
i=1

Alternatywnie, z probablistycznego punktu widzenia maksymalizujemy wa-
riancje z proby. Doktadniej, niech

I
1
2= 277\/(55@')
i=1

gdzie my oznacza rzut na V. Mamy z € V' i
lwi = 2|1 = d(zs, V)* + ||y (@) = 2|°

czyli minimalizacja sumy d(z;,V)? wyzej jest rownowazna maksymalizacji
sumy ||7y(z;) — z||?, czyli maksymalizacja wariancji z proby my (x;).
Algorytm PCA



1. Niech
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2. Niech y; = x; — 7.

3. Niech A bedzie macierza ktorej wierszami sa v;.
4. Niech B = A*A

5. Diagonalizujemy B.

6. Niech W bedzie podprzestrzenig rozpieta przez m wektorow wlasnych
odpowiadajacych m najwickszym warto$ciom wtasnym B.

Przykladowe zadanie: Mamy dane 4 punkty: (—1,1), (1,-1), (2,2),
(=2, —2). Chcemy zredukowa¢ wymiar do 1.
Widaé ze z = 0. Macierz A to

Nastepnie

10 6
B:<6 10)

Wartosci wtasne B to 4 i 16. Wektor wlasny B odpowiadajacy wartosci
wlasnej 16 to v = (1,1). Przy rzutowaniu (—1,1) na v otrzymujemy 0.
Rowniez (1,—1) rzutuje sie na 0. (2,2) lezy na prostej rozpietej przez v,
czyli jest swoim wlasnym rzutem. Roéwniez (—2,—2) jest swoim wlasnym
rzutem.

Koszt tworzenia macierzy AA* moze by¢ znaczny. Tansza metoda moze
by¢ uzycie SVD (rozklad na wartosci osobliwe). Mianowicie, niech

A=UDV

gdzie U 1V speiajg U*U = I, VV* = I, za$§ D jest macierza diagonalng z
nieujemnymi elementami na diagonali. Mamy

B=A*A=V*DU*UDV = V*D*V

czyli wiersze macierzy V daje wektory wlasne B, zas D? daje wartosci wlasne
B. Czyli mamy nastepujacy algorytm
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1. Niech

3. Niech A bedzie macierza ktorej wierszami sa ;.
4. Niech A = UDYV bedzie rozktadem na wartosci osobliwe

5. Niech W bedzie podprzestrzenia rozpieta przez m wierszy V odpowia-
dajacych m najwiekszym warto$ciom na diagonali D.

Wariantem PCA jest kernel PCA. W tym wariancie punkty x; odwzoro-
wujemy nieliniowo w przestrzen wysokiego wymiaru i (logicznie) stosujemy
PCA w przestrzeni wysokowymiarowej. Oznaczajac przez ¢ odwzorowanie
w przestrzen wysokowymiarows mamy

B;;j = (¢(z;) — 7, ¢(z;) — T)
tzn. by obliczy¢ macierz B wystarczy znaé¢ iloczyny sklarne wektorow ¢(x;)

i ¢(z;) (iloczyny skalarne 7 wurazamy w terminach ¢(z;)). W kernel PCA
zakltadamy ze

T =

o~ =

(9(z)), d(x:)) = K (), x:)
gdzie K jest znana (zadana) funkcja zwana jadrem (ang. kernel). Oznacza
to ze macierz B mozna faktycznie obliczy¢ w przestrzeni niskiego wymiaru.
Rownierz efekt rzutu daje sie obliczy¢ w przestrzeni niskiego wymiaru, co
oznacza ze koszt kernel PCA nie zalezy od wymiaru obrazu ¢. Dzieki temu ze
kernel PCA uzywa nieliniowe ¢ uzyskujemy nieliniowe odwzorowanie kosztem
podobnym do liniowego (dodatkowy koszt to oblicznie wartosci K (z,y)).

24 ICA

PCA uzywa przedstawienie
A=UDV =CV

gdzie C' = UD, co oznacza ze wiersze A sa kombinacjami liniowymi wierszy
V. Wiersze V sa ortogonalne, czyli z probabilistycznego punktu widzenia
sa nieskorelowane. Innymi stowy, PCA przestawia x; jako transformacje
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wielkosci nieskorelowanych. Gdybysmy mieli rozktad normalny to wielko-
$ci nieskorelowane bylyby niezalezne. Ale ogo6lnie mozemy mieé¢ zaleznosé.
ICA transformuje nasze wielkosci, tak by byly mozliwie bliskie niezaleznosci.
Mianowicie, jesli W jest macierzg ortogonalna to

A=UDW*WV =CY

gdzie C = UDW* zas Y = WV, co jest alternatywnym przedstawieniem
x; jako transformacji wielkosci nieskorelowanych. Chcemy dobra¢ W tak by
aminimalizowa¢ zaleznosci miedzy wierszami Y (idealnie wiersze Y bylyby
niezalezne, ale to zwykle jest niemozliwe). Jedna (teoretyczne) mozliwos¢ to
powiar zaleznosci przy pomocy informacji wzajemnej (uzywa sie tez nazwe
odlegtos¢ Kullbacka-Leiblera)

I(y) = /P(y) log, (%) dy

Mamy

= /HjP(yj)dyzﬂj/ P(y;)dy; = 1.

Yj
Jako ze logartym jest funkcja scisle wklesta na mocy nieréwnosci Jensena

1) = ~Eliog, (5 22)) > og(1) =0

z 16wnoscia tylko wtedy gdy

L P(y;) _

P(y)

Innymi stowy I(y) jest rowne 0 wtedy i tylko wtedy gdy y; sa niezalezne, w
przeciwnym razie I(y) > 0.

W praktyce obliczanie entropii jest bardzo klopotliwe, bo mamy do dys-
pozycji tylko probke. Dlatego zamiast entropii wzajemnej stosuje sie funkcje
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ktore sa tatwiejsze do obliczania. Wariantem entropii wzajemnej jest J(y)
zadane wzorem

J(y) = Y _(—E(logy(2)) + E(log(y;)))

J

gdzie z; ma rozkltad normalny o tej samej wariancji jak y; (u nas wariancje
sa rowne 1). J tez jest klopotliwe do obliczania, ale stosuje sie przyblizenie

J(y) = Y (E(G(y))) — B(G(%)))
J
gdzie G(t) = Llog(cosh(at)) dla wybranego a € [1,2]. W ostatnim wzorze
warto$¢ oczekiwang mozna przybizac¢ przez Srednig z proby co pozwala na
stosowanie metod numerycznych.

Ograniczeniem ICA jest to ze nie daje nic ponad PCA dla zmiennych o
rozkladzie normalnym. Jednakze dla zmiennych nienormalnych dziata do-
brze, w szczego6lnosci jak obserwacje sg kombinacjami liniowymi zmiennych
niezaleznych to tadnie wydziela skladowe niezalezne.

Przy redukcji wymiaru najprostsze podejscie napierw uzywa PCA do
faktycznego zmniejszenia wymiaru a nastepnie ICA do wybrania lepszych
wspotrzednych. Inne podejécie najpierw stosuje ICA w pelnym wymiarze a
nastepnie uzywa dodatkowa procedure. Byl tez proponowany wariant w kto-
rym za istotne przyjmuje sie sktadowe odleglte od normalnych, zas sktadowe

bliskie normalnym uznaje si¢ za szum.

2.5 MDS

MDS (multidimensional scaling) probuje zachowa¢ odlegtosci miedzy punk-
tami. Dokladniej, zaktadamy ze zadana jest macierz odleglosci i probujemy
ja zachowaé. Jednakze przestrzen euklidesowa ma do$¢ szczegolne wlasnosci
i zwykle nie jest mozliwe dokladne (izometryczne) zanurzenie. Zamiast tego,
chcemy by odlegtosci byly mozliwie mato znieksztatcane. Jeden z popular-
nych wariantow MDS to minimalizacja wyrazenia nizej

> (dij—llzi — zl))?

i#]

gdzie d;; to dana macierz odleglosci za$ szukamy werktrow z; € RF. To
wyrazenie mozna minimalizowaé¢ do$¢ prostym algorytmem gradientowym.
Obecnie jest szereg wariantow MDS, nie bedziemy ich tu szczeg6lowo oma-
wia¢, zauwazmy jednak ze prowadzg one zwykle do odwzorowarn nieliniowych.



3 Efekty

W zagadnieniu klasyfikacji tekstu gdzie tekst reprezentujemy przez wektory
stow wymiary zrodtowe zwykle sg rzedu tysiecy. PCA czy ICA pozwala zre-
dukowa¢ wymiar do rzedu 30 rownoczesnie poprawiajaé¢ wyniki w poréwnaniu
do bezposredniego uzycia danych zrodtowych, przy tym ICA daje nieco lep-
sze wyniki. Losowe odwzorowania wymagajg wysokiego wymiaru i dziataja
niezbyt dobrze.

W przypadku obrazow PCA czesto pozwala zredukowa¢ wymiar z dzie-
siatkow tysiecy do kilkuset. Z drugiej strony, wiele metod dziata lepiej jesli
obrazy reprezentuje si¢ bezposrednio jako macierze punktow czy tez gdy wy-
odrebnia sie cechy uzywajac macierz punktéw bez redukcji wymiaru.

Ogoélniej, mniejszy wymiar i lepsze wyniki zwykle osiaga sie przy pomocy
metod nieliniowych (o ktorych niewiele byto wezesniej).



