
1 Wprowadzenie

Dane wysokowymiarowe s¡ cz¦sto kªopotliwe do analizy. Mo»e si¦ zdarzy¢
»e badane zjawisko z natury jest wysokowymiarowe i nic na to nie da si¦ po-
radzi¢. Jednak»e, cz¦sto dane wykazuj¡ regularno±ci i mo»e je dobrze repre-
zentowa¢ (zredukowa¢) przez dane w przestrzeni ni»szego wymiaru. Proste
i cz¦sto u»ywane s¡ modele liniowe: zakªadamy »e czyste dane s¡ w hiper-
pªaszczy¹nie ni»szego wymiaru, ale jest do nich dodany szum który powi¦ksza
wymiar. Inne modele s¡ nieliniowe: zakªadamy »e obserwowane dane s¡ wy-
nikiem nieliniowego przeksztaªcenia danych niskowymiarowych.

Redukcja wymiaru, tzn. odworowanie danych w przestrze« mniejszego
wymiaru mo»e da¢ ró»ne korzy±ci

• mniej danych zwykle zmniejsza koszt oblicze«

• redukcja wymiaru mo»e zmniejszy¢ wpªyw szumu

• redukcja wymiaru mo»e pomaga¢ w uogólnieniu

2 Metody

2.1 Losowe odwzorowania

Jedn¡ z najprostszych metod redukcji wymiaru jest u»ycie losowego odwzoro-
wania (macierzy). Na pierwszy rzut oka wygl¡da to podejrzanie, dlaczego lo-
sowe odwzorowanie mialoby da¢ sensowny wynik? Jednak»e teoria compres-
sed sensing mówi »e je±li A jest losow¡ macierz¡ m×N o elementach normal-
nych (Gaussowskich) za± prawdziwe dane maj¡ wymiar k to przy odpowied-
niej relacji k, m i N na podprzestrzeni wymiaru k macierz B = 1√

m
A z du»ym

prawdopodobie«stwem jest bliska izometrii. Dokªadniej, niech V ⊂ RN b¦-
dzie podprzestrzeni¡ wymiaru k, ιV b¦dzie wªo»eniem V w RN . Zachodzi
lemat

Lemat 2.1 Istnieje C takie »e je±li δ, ε ∈ (0, 1) i

m ≥ Cδ−2(7k + 2 log(2ε−1))

to

‖ι∗VB∗BιV − IV ‖ < δ

z prawdopodobie«stwem co najmniej 1− ε.
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Komentarz: m wy»ej jest mniejsze ni» w typowym wyniku o compressed
sensing, ale wy»ej mamy sªabszy warunek, tzn. jedn¡ przestrze« V .

Mo»na oczekiwa¢ podobnego wyniku dla rzutów na losowe podprzestrze-
nie wymiaru m. Losowe odwzorowania zwykle s¡ gorsze od innych metod.
Wymagaj¡ wy»szego wymiaru i nie zmniejszaj¡ szumu. Ale s¡ ta«sze od
innych metod i dlatego mog¡ si¦ przyda¢ do zmniejszania kosztu oblicze«.
Warto to doda¢ »e dla du»ych i wysokowymiarowych danych koszt losowego
odwzorowania ci¡gle mo»e by¢ du»y (bo losowa macierz jest du»a). Lecz
zaobserwowano »e mo»na skombinowa¢ szybkie przeksztaªcenie (jak FFT) z
u»yciem rzadkiej macierzy losowej co daje znaczne przyspieszenie oblicze«.

2.2 Pomijanie wspóªrz¦dnych

Prost¡ metod¡ redukcji wymiaru jest pomini¦cie nieistotnych wspóªrz¦dnych.
Np. przy reprezentacji tekstu wektorami sªów czy ogólniej cech popularn¡
technik¡ jest pomijanie bardzo cz¦sto i bardzo rzadko wyst¦puj¡cych sªów, na
zasadzie »e cz¦ste sªowa nios¡ maªo informacji (sªabo odró»niaj¡ teksty) za±
sªowa bardzo rzadko wyst¦puj¡ce nie daj¡ podstawy do porównania tekstów.
Jednak proste kryteria pomijania wspóªrz¦dnych dziaªaj¡ niezbyt dobrze i
podane dalej metody zwykle s¡ lepsze.

2.3 PCA

Maj¡c dane punkty xi, i = 1, . . . , l metoda PCA stara si¦ dobra¢ hiperpªasz-
czyzn¦ V tak by zminimalizowa¢ sum¦ kwadratów odlegªo±ci xi do V :

V = argminV

l∑
i=1

d(xi, V )2.

Alternatywnie, z probablistycznego punktu widzenia maksymalizujemy wa-
riancj¦ z próby. Dokªadniej, niech

z =
1

l

l∑
i=1

πV (xi)

gdzie πV oznacza rzut na V . Mamy z ∈ V i

‖xi − z‖2 = d(xi, V )2 + ‖πV (xi)− z‖2

czyli minimalizacja sumy d(xi, V )2 wy»ej jest równowa»na maksymalizacji
sumy ‖πV (xi)− z‖2, czyli maksymalizacja wariancji z próby πV (xi).

Algorytm PCA
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1. Niech

x̄ =
1

l

l∑
i=1

xi.

2. Niech yi = xi − x̄.

3. Niech A b¦dzie macierz¡ której wierszami s¡ yi.

4. Niech B = A∗A

5. Diagonalizujemy B.

6. Niech W b¦dzie podprzestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez m wektorów wªasnych
odpowiadaj¡cych m najwi¦kszym warto±ciom wªasnym B.

Przykªadowe zadanie: Mamy dane 4 punkty: (−1, 1), (1,−1), (2, 2),
(−2,−2). Chcemy zredukowa¢ wymiar do 1.

Wida¢ »e x̄ = 0. Macierz A to
−1 1
1 −1
2 2
−2 −2


Nast¦pnie

B =

(
10 6
6 10

)
Warto±ci wªasne B to 4 i 16. Wektor wªasny B odpowiadaj¡cy warto±ci
wªasnej 16 to v = (1, 1). Przy rzutowaniu (−1, 1) na v otrzymujemy 0.
Równie» (1,−1) rzutuje si¦ na 0. (2, 2) le»y na prostej rozpi¦tej przez v,
czyli jest swoim wªasnym rzutem. Równie» (−2,−2) jest swoim wªasnym
rzutem.

Koszt tworzenia macierzy AA∗ mo»e by¢ znaczny. Ta«sz¡ metod¡ mo»e
by¢ u»ycie SVD (rozkªad na warto±ci osobliwe). Mianowicie, niech

A = UDV

gdzie U i V speªniaj¡ U∗U = I, V V ∗ = I, za± D jest macierz¡ diagonaln¡ z
nieujemnymi elementami na diagonali. Mamy

B = A∗A = V ∗DU∗UDV = V ∗D2V

czyli wiersze macierzy V daje wektory wªasne B, za± D2 daje warto±ci wªasne
B. Czyli mamy nast¦puj¡cy algorytm
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1. Niech

x̄ =
1

l

l∑
i=1

xi.

2. Niech yi = xi − x̄.

3. Niech A b¦dzie macierz¡ której wierszami s¡ yi.

4. Niech A = UDV b¦dzie rozkªadem na warto±ci osobliwe

5. Niech W b¦dzie podprzestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez m wierszy V odpowia-
daj¡cych m najwi¦kszym warto±ciom na diagonali D.

Wariantem PCA jest kernel PCA. W tym wariancie punkty xi odwzoro-
wujemy nieliniowo w przestrze« wysokiego wymiaru i (logicznie) stosujemy
PCA w przestrzeni wysokowymiarowej. Oznaczaj¡c przez φ odwzorowanie
w przestrze« wysokowymiarow¡ mamy

x̄ =
1

l

l∑
i=1

φ(xi),

Bi,j = 〈φ(xj)− x̄, φ(xi)− x̄〉

tzn. by obliczy¢ macierz B wystarczy zna¢ iloczyny sklarne wektorów φ(xi)
i φ(xj) (iloczyny skalarne x̄ wura»amy w terminach φ(xi)). W kernel PCA
zakªadamy »e

〈φ(xj), φ(xi)〉 = K(xj, xi)

gdzie K jest znan¡ (zadan¡) funkcj¡ zwan¡ j¡drem (ang. kernel). Oznacza
to »e macierz B mo»na faktycznie obliczy¢ w przestrzeni niskiego wymiaru.
Równierz efekt rzutu daje si¦ obliczy¢ w przestrzeni niskiego wymiaru, co
oznacza »e koszt kernel PCA nie zale»y od wymiaru obrazu φ. Dzi¦ki temu »e
kernel PCA u»ywa nieliniowe φ uzyskujemy nieliniowe odwzorowanie kosztem
podobnym do liniowego (dodatkowy koszt to oblicznie warto±ci K(x, y)).

2.4 ICA

PCA u»ywa przedstawienie

A = UDV = CV

gdzie C = UD, co oznacza »e wiersze A s¡ kombinacjami liniowymi wierszy
V . Wiersze V s¡ ortogonalne, czyli z probabilistycznego punktu widzenia
s¡ nieskorelowane. Innymi sªowy, PCA przestawia xi jako transformacj¦
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wielko±ci nieskorelowanych. Gdyby±my mieli rozkªad normalny to wielko-
±ci nieskorelowane byªyby niezale»ne. Ale ogólnie mo»emy mie¢ zale»no±¢.
ICA transformuje nasze wielko±ci, tak by byªy mo»liwie bliskie niezale»no±ci.
Mianowicie, je±li W jest macierz¡ ortogonaln¡ to

A = UDW ∗WV = C̃Y

gdzie C̃ = UDW ∗ za± Y = WV , co jest alternatywnym przedstawieniem
xi jako transformacji wielko±ci nieskorelowanych. Chcemy dobra¢ W tak by
aminimalizowa¢ zale»no±ci mi¦dzy wierszami Y (idealnie wiersze Y byªyby
niezale»ne, ale to zwykle jest niemo»liwe). Jedna (teoretyczne) mo»liwo±¢ to
powiar zale»no±ci przy pomocy informacji wzajemnej (u»ywa si¦ te» nazw¦
odlegªo±¢ Kullbacka-Leiblera)

I(y) =

∫
P (y) log2

(
P (y)

ΠjP (yj)

)
dy

= −
∫
P (y) log2

(
ΠjP (yj)

P (y)

)
dy

= −E(log2

(
ΠjP (yj)

P (y)

)
)

Mamy

E(
ΠjP (yj)

P (y)
) =

∫
ΠjP (yj)

P (y)
P (y)dy

=

∫
ΠjP (yj)dy = Πj

∫
yj

P (yj)dyj = 1.

Jako »e logartym jest funkcj¡ sci±le wkl¦sª¡ na mocy nierówno±ci Jensena

I(y) = −E(log2

(
ΠjP (yj)

P (y)

)
) ≥ log(1) = 0

z równo±ci¡ tylko wtedy gdy

ΠjP (yj)

P (y)
= 1.

Innymi sªowy I(y) jest równe 0 wtedy i tylko wtedy gdy yj s¡ niezale»ne, w
przeciwnym razie I(y) > 0.

W praktyce obliczanie entropii jest bardzo kªopotliwe, bo mamy do dys-
pozycji tylko próbk¦. Dlatego zamiast entropii wzajemnej stosuje si¦ funkcje
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które s¡ ªatwiejsze do obliczania. Wariantem entropii wzajemnej jest J(y)
zadane wzorem

J(y) =
∑
j

(−E(log2(zj)) + E(log2(yj)))

gdzie zj ma rozkªad normalny o tej samej wariancji jak yj (u nas wariancje
s¡ równe 1). J te» jest kªopotliwe do obliczania, ale stosuje si¦ przybli»enie

J(y) ≈
∑
j

(E(G(yj))− E(G(zj)))

gdzie G(t) = 1
a

log(cosh(at)) dla wybranego a ∈ [1, 2]. W ostatnim wzorze
warto±¢ oczekiwan¡ mo»na przybi»a¢ przez ±redni¡ z próby co pozwala na
stosowanie metod numerycznych.

Ograniczeniem ICA jest to »e nie daje nic ponad PCA dla zmiennych o
rozkªadzie normalnym. Jednak»e dla zmiennych nienormalnych dziaªa do-
brze, w szczególno±ci jak obserwacje s¡ kombinacjami liniowymi zmiennych
niezale»nych to ªadnie wydziela skªadowe niezale»ne.

Przy redukcji wymiaru najprostsze podejscie napierw u»ywa PCA do
faktycznego zmniejszenia wymiaru a nast¦pnie ICA do wybrania lepszych
wspóªrz¦dnych. Inne podej±cie najpierw stosuje ICA w peªnym wymiarze a
nast¦pnie u»ywa dodatkow¡ procedur¦. Byª te» proponowany wariant w któ-
rym za istotne przyjmuje si¦ skªadowe odlegªe od normalnych, za± skªadowe
bliskie normalnym uznaje si¦ za szum.

2.5 MDS

MDS (multidimensional scaling) próbuje zachowa¢ odlegªo±ci mi¦dzy punk-
tami. Dokªadniej, zakªadamy »e zadana jest macierz odlegªo±ci i próbujemy
j¡ zachowa¢. Jednak»e przestrze« euklidesowa ma do±¢ szczególne wªasno±ci
i zwykle nie jest mo»liwe dokªadne (izometryczne) zanurzenie. Zamiast tego,
chcemy by odlegªo±ci byªy mo»liwie maªo znieksztaªcane. Jeden z popular-
nych wariantów MDS to minimalizacja wyra»enia ni»ej∑

i 6=j

(di,j − ‖zi − zj‖)2

gdzie di,j to dana macierz odlegªo±ci za± szukamy werktrów zi ∈ Rk. To
wyra»enie mo»na minimalizowa¢ do±¢ prostym algorytmem gradientowym.
Obecnie jest szereg wariantów MDS, nie b¦dziemy ich tu szczegóªowo oma-
wia¢, zauwa»my jednak »e prowadz¡ one zwykle do odwzorowa« nieliniowych.
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3 Efekty

W zagadnieniu klasy�kacji tekstu gdzie tekst reprezentujemy przez wektory
sªów wymiary ¹ródªowe zwykle s¡ rz¦du tysi¦cy. PCA czy ICA pozwala zre-
dukowa¢ wymiar do rz¦du 30 równocze±nie poprawiaj¡¢ wyniki w porównaniu
do bezpo±redniego u»ycia danych ¹ródªowych, przy tym ICA daje nieco lep-
sze wyniki. Losowe odwzorowania wymagaj¡ wysokiego wymiaru i dziaªaj¡
niezbyt dobrze.

W przypadku obrazów PCA cz¦sto pozwala zredukowa¢ wymiar z dzie-
si¡tków tysi¦cy do kilkuset. Z drugiej strony, wiele metod dziaªa lepiej je±li
obrazy reprezentuje si¦ bezpo±rednio jako macierze punktów czy te» gdy wy-
odr¦bnia si¦ cechy u»ywaj¡c macierz punktów bez redukcji wymiaru.

Ogólniej, mniejszy wymiar i lepsze wyniki zwykle osi¡ga si¦ przy pomocy
metod nieliniowych (o których niewiele byªo wcze±niej).
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