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Marzec 2021

Seminarium magisterskie dla specjalizacji analiza danych
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Regresja liniowa
Mając wektor zmiennych objaśniających X = (X1, . . . ,Xp)T

chcemy mieć metodę przewidywania zmiennej objaśnianej Y .
Model regresji liniowej ma formę

f (X ) = β0 +

p∑
j=1

Xjβj ,

gdzie wspó lczynniki βj są nieznane. Na później chcemy mieć
wygodniejszy zapis. Niech X będzie macierzą N × (p + 1), gdzie
każdy wiersz to wektor zmiennych objaśniających, a y to wektor ze
zmiennymi objaśnianymi, a β to wektor wspó lczynników βj .
Zak ladamy, że

Y = f (X ), ε ∼ N(0, σ2).
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Regresja liniowa

Najpopularniejszeą metodą wyznaczania β jest metoda
najmniejszych kwadratów, tj. chcemy znaleźć takie βj , które
minimalizują poniższą wartość

RSS(β) =
N∑
i=1

(yi − f (xi ))2

=
N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑
j=i

xijβj)
2.

Rozwiązaniem jest wektor

β̂ = (XTX)−1XTy.
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Regresja liniowa

Estymator σ2 to σ̂2 = 1
N−p−1

N∑
i=1

(yi − ŷi )
2

β̂ ∼ N(β,XTX)−1σ2)

(N − p − 1)σ̂2 ∼ σ2χ2
N−p−1
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Testowanie istotności wspó lczynników

Aby przetestować hipotezę H0j : βj = 0 przeciwko H1j : βj ̸= 0,
możemy użyć statystyki

Zj =
β̂j

σ̂
√

vj
,

gdzie vj to jty element przekątnej macierzy (XTX)−1. Przy
hipotezie Zj ma rozk lad tN−p−1.
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Testowanie istotności wspó lczynników

Czasami chcemy sprawdzić czy zwiększenie liczby wspó lczynników
statystycznie istotnie coś zmienia. Do tego możemy wykorzystać
statystykę F

F =
(RSS0 − textRSS1)/(p1 − p0)

textRSS1/(N − p − 1)
,

gdzie RSS1 jest rezydualną sumą kwadratów większego modelu z
p1 + 1 wspó lczynnikami, a RSS0 mniejszego, z p0 + 1
wspó lczynnikami. Przy hipotezie, że nie ma różnicy pomiędzy
modelami, statystyka F ma rozk lad Fp1−p0,N−p1−1.
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Wybór modelu

Kolejne metody regresji

Regresja liniowa
Testowanie istotności wspó lczynników
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Rysunek 1: Model regresji liniowej dopasowany do danych raka prostaty.
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We wcześniejszej tabeli możemy zauważyć, że mamy cztery
statystycznie nieistotne wspó lczynniki. Zatem policzmy statystykę F

F =
(32.81 − 29.43)/(9 − 5)

29.43/(67 − 9)
= 1.67,

P(F4,58 > 1.67) = 0.17.

Zatem nie mamy przypuszczeń, aby odrzucić hipotezę zerową
mówiącą, że są różnice pomiędzy tymi modelami.
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Wybór najlepszego modelu

Tworząc model regresji, chcemy znaleźć taki podzbiór wszystkich
wspó lczynników który jest najbardziej optymalny. Możemy to
porównywać za pomocą różnych metryk:

RSS,
AIC,
BIC,
RIC

i wiele innych, które są modyfikacjami powyższych. Przyjmujemy,
że chcemy minimalizować te metryki.
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Algorytmiczne metody wyboru modelu

Forward-stepwise selection - zaczynamy budować model od
samego interceptu i w każdym kroku dodajemy zmienną która
minimalizuje wcześniej wybraną metrykę dopasowania modelu.
Backward-stepwise selection - zaczynamy od pe lnego modelu i
wyrzucamy zmienną która daje największą wartość wcześniej
wybranej metryki.
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Rysunek 2: Model różncyh typów regresji dopasowany do danych raka
prostaty.
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Regresja grzbietowa

Przeprowadzając regresję grzbietową chcemy znaleźć takie
wspó lczynniki β które minimalizują poniższe wyrażenie

β̂ridge = arg min
β


N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

β2
j

 .

Wyrażenie λ
p∑

j=1
β2
j odpowiada za ściąganie wspó lczynników do 0.

Parametr λ to si la z jaką chcemy zmniejszać β. W przypadku
zapisu macierzowego estymator β ma rozwiązanie postaci

β̂ridge = (XTX + λI)−1XTy.
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Regresja LASSO
Przeprowadzając LASSO chcemy znaleźć takie wspó lczynniki β
które minimalizują poniższe wyrażenie

β̂ridge = arg min
β

1
2

N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

|βj |

 .

Wyrażenie λ
p∑

j=1
|βj | odpowiada za ściąganie wspó lczynników do 0.

Parametr λ to si la z jaką chcemy zmniejszać β. Przez to, że mamy
wartość bezwzględną, ciężko jest wyliczyć analitycznie rozwiązanie.
Jeśli jednak za lożymy, że XTX = I, to estymator β w regresji
LASSO ma postać

β̂LASSO = (1 + Nλ)−1β̂LS.
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Regresja ElasticNet

O Elastic Net możemy myśleć jak o po lączeniu regresji grzbietowej
i LASSO. W tym przypadku minimalizujemy wyrażenie

β̂EN = arg min
β

1
2

N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑

j=1

xijβj)
2 + λ1

p∑
j=1

|βj | + λ2

p∑
j=1

β2
j

 .

Przez to, że mamy tutaj kwadratową karę z regresji grzbietowej, to
funkcja jest wypuk la i ma unikalne minimum. Jednkaże nie ma ono
analitycznego rozwiązania i znalezienie β̂EN sprowadza się do
rozwiązania numerycznego.
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Dziękuję za uwagę!
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