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O czym bedziemy dzisiaj rozmawiac

@ Modele regresji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw
@ Regresja liniowa
@ Testowanie istotnosci wspétczynnikéw
@ Przyktad

© Wybsr modelu
o Wybér najlepszego modelu
@ Algorytmiczne metody wyboru modelu

© Kolejne metody regresji
@ Przyktad
@ Regresja grzbietowa
@ Regresja LASSO
@ Regresja Elastic Net
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa
Testowanie istotnosci wspétczynnikéw
Przyktad

Regresja liniowa

Majac wektor zmiennych objasniajacych X = (X1,...,X,)T"
chcemy mie¢ metode przewidywania zmiennej objasnianej Y.
Model regresji liniowej ma forme

p

Jj=1

gdzie wspétczynniki 3; s3 nieznane. Na pézniej chcemy mie¢
wygodniejszy zapis. Niech X bedzie macierzg N x (p + 1), gdzie
kazdy wiersz to wektor zmiennych objasniajacych, a y to wektor ze
zmiennymi objasnianymi, a 3 to wektor wspétczynnikow f3;.
Zaktadamy, ze

Y = f(X), e~ N(0,0?).
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa
Testowanie istotnosci wspétczynnikéw
Przyktad

Regresja liniowa

Najpopularniejszeg metoda wyznaczania 3 jest metoda
najmniejszych kwadratéw, tj. chcemy znalez¢ takie j3;, ktére
minimalizuja ponizszg wartosé

N

RSS(B) = Z(}/i — (x))?

i=1
Z 60 - ZXIJBJ

Rozwigzaniem jest wektor

B=(XTX)"'XTy
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa

Testowanie istotnosci wspétczynnikéw
Przyktad

Regresja liniowa

N
e Estymator 02 to 62 = N%,H Z(Yi - %)

o B~ N(B,XTX)10?)
o (N—p-—1)5° NUX/\/,,1
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa
Testowanie istotnosci wspdtczynnikéw
Przyktad

Testowanie istotnosci wspdtczynnikow

Aby przetestowa¢ hipoteze Hg; : 3; = 0 przeciwko Hy; : 5; # 0,
mozemy uzy¢ statystyki

gdzie v; to jty element przekgtnej macierzy (XTX)~1. Przy
hipotezie Z; ma rozktad ty_p_1.
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa
Testowanie istotnosci wspdtczynnikéw
Przyktad

Testowanie istotnosci wspdtczynnikow

Czasami chcemy sprawdzi¢ czy zwigkszenie liczby wspétczynnikéw
statystycznie istotnie cos zmienia. Do tego mozemy wykorzystaé
statystyke F

(RSSO — textRSSl)/(pl — po)
textRSS1/(N—p—1)

gdzie RSS; jest rezydualng sumg kwadratéw wigkszego modelu z
p1 + 1 wspdtczynnikami, a RSSg mniejszego, z pg + 1
wspétczynnikami. Przy hipotezie, ze nie ma réznicy pomiedzy
modelami, statystyka F ma rozktad Fp, _po n—p;—1-
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa
Testowanie istotnosci wspétczynnikéw
Przyktad

Przyktad

TABLE 3.2. Linear model fil to the prostate cancer data. The Z score is Uhe
coefficient divided by ils standard evrov (3.12). Roughly a Z score larger than two
int absolute value is significantly nonzero al the p = 0,05 level.

Term Coefficient Std. Error £ Score

Intercept 2.46 .09 27.60
lcavol .63 0.13 5.37
lweight 0.26 0.10 2.75
age —0.14 0.10 —1.40

1bph 0.21 0.10 2.06

svi 0.31 0.12 247

lep —0.29 0.15 —1.87
gleason —0.02 0.15 —0.15
pPEESS 0.27 0.15 1.74

Rysunek 1: Model regresji liniowej dopasowany do danych raka prostaty.
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Modele regres;ji liniowej i metody najmniejszych kwadratéw Regresja liniowa

Testowanie istotnosci wspétczynnikéw
Przyktad

Przyktad

We wczesniejszej tabeli mozemy zauwazyé¢, ze mamy cztery
statystycznie nieistotne wspétczynniki. Zatem policzmy statystyke F
F_ (32.81 —29.43) /(9 — 5) — 167,

29.43/(67 — 9)

P(F4,58 > 1.67) =0.17.

Zatem nie mamy przypuszczen, aby odrzuci¢ hipoteze zerowa
méwigcy, ze s3 réznice pomiedzy tymi modelami.
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Wybér najlepszego modelu

Wybér modelu ;
Y Algorytmiczne metody wyboru modelu

Wybér najlepszego modelu

Tworzac model regresji, chcemy znalez¢ taki podzbiér wszystkich
wspotczynnikéw ktéry jest najbardziej optymalny. Mozemy to
poréwnywac¢ za pomoca réznych metryk:

e RSS,

e AIC,

e BIC,

e RIC
i wiele innych, ktére s3 modyfikacjami powyzszych. Przyjmujemy,
ze chcemy minimalizowaé te metryki.

Bartosz Zimorczyk Metody liniowe regresji Marzec 2021 10 / 16



Wybér najlepszego modelu

Wybér modelu Algorytmiczne metody wyboru modelu

Algorytmiczne metody wyboru modelu

o fForward-stepwise selection - zaczynamy budowaé model od
samego interceptu i w kazdym kroku dodajemy zmienng ktéra
minimalizuje wczesniej wybrang metryke dopasowania modelu.

@ Backward-stepwise selection - zaczynamy od petnego modelu i
wyrzucamy zmienng ktéra daje najwiekszg wartos¢ wczesniej
wybranej metryki.

11 / 16
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Przyktad
Regresja grzbietowa
Regresja LASSO

Kolejne metody regresji Remea Hesite M

Przyktad

TABLE 3.3. Estimated coefficients and test error results, for different subset
and shrinkage methods applied to the prostate data. The blank entries correspond
to variables omitted.

Term LS Best Subset Ridge Lasso PCR PLS
Intercept 2.465 2.477 2.452  2.468 2.497 2.452
lcavol 0.680 0.740 0.420 0.533 0.543 0.419
lweight 0.263 0.316 0.238  0.169 0.289 0.344
age —0.141 —0.046 —0.152  —0.026

1bph 0.210 0.162  0.002 0.214 0.220

svi 0.305 0.227  0.094 0.315 0.243

lcp —0.288 0.000 —0.051 0.079
gleason —0.021 0.040 0.232 0.011
peg4s 0.267 0.133 —0.056 0.084
Test Error 0.521 0.492 0.492 0479 0.449 0.528
Std Error 0.179 0.143 0.165 0.164 0.105 0.152

Rysunek 2: Model rézncyh typéw regresji dopasowany do danych raka
prostaty.
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Przyktad
Regresja grzbietowa
Regresja LASSO

Kolejne metody regresji Remea Hesite M

Regresja grzbietowa

Przeprowadzajac regresje grzbietowg chcemy znalez¢ takie
wspdtczynniki 8 ktére minimalizujg ponizsze wyrazenie

N P P
proee —argmin > (vi = o= D)’ + A3 B
i=1 j=1 j=1

P
Wyrazenie A > ﬁjz odpowiada za scigganie wspétczynnikéw do 0.
j=1
Parametr A to sifa z jaka chcemy zmniejsza¢ 8. W przypadku
zapisu macierzowego estymator 5 ma rozwigzanie postaci

Bridge — (XTX + )\I)_ley.
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Przyktad
Regresja grzbietowa
Regresja LASSO

Kolejne metody regresji R Hesit M

Regresja LASSO

Przeprowadzajagc LASSO chcemy znalez¢é takie wspétczynniki (3
ktére minimalizujg ponizsze wyrazenie

Bridge:argmﬂin 72 ﬁo—ZxUﬂJ +/\Z|BJ

i=1

P

Wyrazenie X ) |3;| odpowiada za scigganie wspétczynnikéw do 0.
j=1

Parametr A to sifa z jakg chcemy zmniejsza¢ 8. Przez to, ze mamy

wartos¢ bezwzgledna, ciezko jest wyliczy¢ analitycznie rozwigzanie.

Jesli jednak zatozymy, ze XX = 1, to estymator 3 w regresji

LASSO ma posta¢

6LASSO (1+N)\) 1,8LS
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Przyktad
Regresja grzbietowa
Regresja LASSO

Kolejne metody regresji Regresja Elastic Net

Regresja ElasticNet

O Elastic Net mozemy mysle¢ jak o potgczeniu regresji grzbietowej
i LASSO. W tym przypadku minimalizujemy wyrazenie

N

~ . 1 p p p
BN —argmin {5 (= fo— Yk + M Do 1]+ de D B
j=1 j=1 j=1

i=1

Przez to, ze mamy tutaj kwadratowa kare z regresji grzbietowej, to
funkcja jest wypukta i ma unikalne minimum. Jednkaze nie ma ono
analitycznego rozwigzania i znalezienie SEN sprowadza sie do
rozwigzania numerycznego.
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Dziekuje za uwage!
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