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O czym bedziemy dzisiaj rozmawiac
B Wprowadzenie
@ Opis problemu
@ Formalny opis problemu
© Statystyki testowe
@ Test N
o Test T
o Test V
@ Test Studenta
@ Test Wilcoxona
@ Test Modarresa—Gastwirtha
© Poréwnanie testow
@ Wartosci krytyczne testéw
@ Opis alternatyw
@ Empiryczne moce testéw

@ Podsumowanie
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Woprowadzenie @)l refsitan

Formalny opis problemu

Opis problemu

Bardzo czesto istotnym zatozeniem w modelach statystycznych jest
normalnos¢ préby lub chociaz jej symetria. Z tego powodu wiele
0s6b zajmuje sie problemem testowania symetrii rozktadu wzgledem

znanej mediany . Testujemy

Ho : rozktad jest symetryczny wzgledem i,

H. : rozkiad nie jest symetryczny wzgledem p.
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Wprowadzenie Opis problemu

Formalny opis problemu

Formalny opis problemu

Niech Xi,..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi z ciggta
dystrybuanta F(x), a u bedzie znang mediang X;. Rozwaza¢
bedziemy problem testowania:

Ho: (Vx €R) F(p+x) =1—- F(p — x),
H.:(3x €R) F(p+x) #1— F(p — x),

dalej bedziemy zaktada¢, bez straty ogélnosci, ze u = 0.
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Wprowadzenie Opis problemu

Formalny opis problemu

Formalny opis problemu

Niech Fi(x) = 3(F(x) + 1 — F(x)) oraz F, = F — F,, wtedy problem
testowania Hp jest rownowazny z testowaniem czy F, = F, poniewaz

Filx) = 5(F0) + 1= F(—x) 2 2(F() + F(x) = F(x).

Mozna jeszcze przeksztatca¢ nasz problem testowania, aby dosta¢
réwnowazne, inaczej sformutowane problemy.
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Statystyki testowe

Statystyka N, opiera si¢ na wielomianach Legendre’a na [0,1] o
nieparzystych indeksach. Niech by, bs, ..., ba_1 beda ortonormalnymi
wielomianami Legendre'a, a F.(x) bedzie dystrybuantg empiryczna
proby Xi,..., X,. Wtedy estymatorem F; jest

Fos(x) = 3(Fa(x) + 1 — Fa(—x)). Statystyka testowa N, wyglada
nastepujaco

k

2
. R; — 0.
Nk:Z(anszl( 2n05>> ,
j i=1

j=1

gdzie R; jest rangg zmiennej X; w probie Xi,..., Xo, =X1,..., —X,.
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Statystyki testowe

Statystyka Ty jest zmodyfikowang wersjg Ny i opiera sie na ciggu
funkcji g* = (gi1,...,g) dla k=1,...,d(n). Dla pewnego d(n), przy
czym d(n) = oo gdy n — oco. Funkcje g musza by¢ ortonormalne w
przestrzeni L2[0,1] z miarg Lebesgue'a, nieparzyste wzgledem 1 i
muszg by¢ absolutnie ciggte na pewnych odcinkach. Wtedy

n-(HEe (552))
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Zaproponowany ciag funkcji g

Statystyki testowe
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Statystyki testowe

Test V jest oparty na empirycznym ilorazie wiarogodnosci. Niech
Xa) < -+ < X(» beda statystykami pozycyjnymi z préby Xi, ..., X,.
Dlaj=1,...,ni m< 2 me N, definiujemy

n

1
Ajm = 5 > (1X<i)§Xo+m) X <Xem ~ X9 X LX(:')SXu—m)) '
i=1

przy czym X(j) = X(l), Jeéll j<1oraz X(j) = X(,,), Jeéll j>n.
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Statystyki testowe

Niech 6 = 0.1 oraz

a(n) = n®**,  b(n) = min (n*?, g .
Wtedy statystyka testowa ma postac

©oom(1 — (m41)(2n)7Y)
H n- Ajm ’

V = min
a(n)<m<b(n)
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Statystyki testowe

Test Studenta

Przy zatozeniu, ze mediana jest réwna zero, test Studenta
weryfikujacy hipoteze czy srednia réwna sie zero réwniez stosuje sie
w problemie testowania symetrii rozktadu. Statystyka testowa
prezentuje si¢ nastepujaco

T—n
ﬁ;(x,._?)z

Hipoteze zerowg odrzucamy dla |T| > ¢, (1 — ¢). Waznym
zatozeniem stosowania tego testu dla naszego problemu jest
normalnos¢ rozktadu z ktérego pochodzi préba.
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa— Gastwirtha

Statystyki testowe

Test Wilcoxona

Test Wilcoxona jest oparty na statystyce

1< R —05
w-{Fna (")

Warto zauwazy¢, ze powyzsza statystyka to pierwsza sktadowa
statystyki Ny, tj. W = Ny.
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa—Gastwirtha

Statystyki testowe

Test Modarresa—Gastwirtha

Test Modarresa—Gastwirtha jest testem dwustopniowym. Na
poczatku weryfikujemy hipoteze H, z uzyciem statystyki postaci

Z = \% Izn; sign(X;).

Jedli || > o71(1 - %), a1 < a, gdzie o jest poziomem istotnosci, to
odrzucamy hipoteze zerowg, w przeciwnym przypadku
przechodzimy do drugiego etapu. Tym razem testujemy symetrie z
uzyciem statystyki MG na poziomie istotnosci o, < a, gdzie

W, — E(W,|2)

VVar(W,|2)

MG =
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Test N

Test T

Test V

Test Studenta

Test Wilcoxona

Test Modarresa—Gastwirtha

Statystyki testowe

Test Modarresa—Gastwirtha

Gdzie

W, = Z — np) " 10,00 (sign(X;)),

E(W,2) = 0.5(X.)(1 — p)(n(1 - p) + 1),

Var(W,12) = S 0 p)(a1 — p) + 1001~ p)(3p -+ 1) 4 35 - 1),
dla R bedacego ranga |Xi| w prébie |Xi|,...,|Xu|, (x)" = max{x,0},

a (X4) i (X2) liczbg dodatnich i ujemnych obseracji w prébie
X1, ..., X,, odpowiednio. Jesli [IMG| > ¢~1(1 — 22), to odrzucamy
hipoteze zerows.
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
. . . Empiryczne moce testéw
Poréwnanie testéw . -
Podsumowanie

Wartosci krytyczne

Testy N, T, Vi W w granicy zbiegaja do odpowiednich rozktadéw
jednakze dos¢ wolno, zatem konieczne jest wyznaczenie wartosci
krytycznych za pomoca metody Monte Carlo.

Bartosz Zimorczyk
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw 3
Podsumowanie

Opis alternatyw

W celu sprawdzenia jak zachowuja sie testy mozna skorzystaé z
rozktadéw o réznej charakterystyce asymetrii:

@ z asymetrig w ogonach,
@ z asymetrig w centrum rozkfadu,
© z asymetrig w ogonach i centrum rozktadu,

@ symetryczne, ale z niezerowg mediang (nieznang mediang).
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw A
Podsumowanie

Empiryczne moce testéw

Tablica 5: Empiryezne moce testow (w %). 10 000 powtdorzen MC.
Alternatywy z dominujacg asymetria w ogonach.

Alternatywa NS NL| TS TL V| ST | W | MG
Chi(9) 73.0 67.8 | 817 T3.7| 79.5| 259 | 2.0 | 84.7
EV(0.367) 71.8 66.1 | 80.3 T1.3 | 72.6 | 28.8 | 1.7 | 84.2
Lehm(1.2) 50.3 484 | 60.0 53.7|62.6 | 65|24 605
Tuk(0.1,0.4) | 42.8 381 | 52.9 43.1| 49.7 | 8.8 | 0.7 | 57.6
Tuk(7, 1.6) 51.9 486 | 59.0 526 | 583 | 9.3 | 3.0 | 62.0
Srednia 57.9 538 | 66.7 588 | 64.5| 158 | 1.9 | 69.8
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw A
Podsumowanie

Empiryczne moce testéw

Tablica 6: Empiryczne moce testéw (w %). 10 000 powtérzen MC.
Alternatywy z dominujaca asymetria w centrum.
Alternatywa | NS NL TS TL V| ST | W | MG
B3(2.5) 53.8 629 | 61.1 66.0 10| 69|16 | 6.5
N2B2(12) 035 98,2 | 728 864|181 | 406 | 27 | 38.3
NC2(1.4) 39.6 36.7|44.2 35.7| 26| 94|11 | 227
ENB(6) 229 293 | 35.6 344 1.1 3002 64
Srednia 524 56.7 | 534 556 | 57149 |74 | 184
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw A
Podsumowanie

Empiryczne moce testéw

Tablica 7: Empiryczne moce testow (w %). 10 000 powtdorzen MC.
Alternatywy z asymetria w centrum i ogonach.

Alternatywa NS NL TS TL V| ST W | MG
Chi2(4) 69.8 740 | 71.6 747|498 | 60.7 | 52.5 | TH.5
LC(0.5) 54.6 48.7 | 53.3 46.6 | 283 | 14.7 | 2.1 | 62.7
NC(3.4) 73.1 719 | 67.1 656 | 17.3 | 40.6 | 24.2 | 65.6
Sin(0.5, 8) 531 67.1|73.7 729 (70.0] 40| 19| 71.0
Srednia 62.6 654 | 664 64.9 | 41.3 | 30.0 | 20.1 | 68.7
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw A
Podsumowanie

Empiryczne moce testéw

Tablica 8: Empiryczne moce testow (w %). 10 000 powtérzen MC.
Alternatywy z niezerowg mediang.

Alternatywa | NS NL | TS TL Vv ST W | MG
Cauchy(0.4) | 59.1 53.7 | 39.8 44.1 | 59.3 5.8 | 56.3 | H1.8
Logis(0.4) 49.2 404 | 33.0 336 | 524 | 59.0 | 63.2 | 35.7
Norm(0.4) 93.7 904 | 86.6 858 | 93.7 | 97.8 | 97.5 | 84.0
ANN 448 36.4| 332 318 | 488 | 59.9 | 58.9 | 336
ANC 97.3 958|918 932|979 208 | 97.1 | 938
ANU 90.8 859|827 815 90.7]96.3 | 952 | 794
Srednia 724 67.1|61.1 616 | 7T3.8 | 56.6 | 78.0 | 63.0
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw
Podsumowanie

Poréwnanie testéw

Empiryczne moce testéw
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Rysunek 5: Empiryezne moce testéw (w %) w zaleznoéei od parametru 6 dla
n = 100; 10 000 powtérzen MC.
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw A
Podsumowanie

Podsumowanie

Zaprezentowane wczesniej wyniki przedstawiaja zachowanie kilku
testéw pozwalajacych weryfikowa¢ symetrie rozktadu préby
wzgledem znanej mediany. Aby przedstawi¢ jak sumarycznie
prezentuj3 sie te testy, mozna poréwnac ich srednie moce dla
catego spektrum analizowanych alternatyw.

Tablica 9: Srednia empiryczna moc testow (w %) dla wszystkich alternatyw.

Test NS |NL | TS | TL V| ST| W | MG
Srednia | 62.3 | 61| 62 | 60.3 | 50.2 | 31.5 | 30.9 | 56.6
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Wartosci krytyczne testéw
Opis alternatyw
Empiryczne moce testéw

Poréwnanie testéw A
Podsumowanie

Podsumowanie

Jesli spodziewamy sie, ze badany przez nas rozktad jest
asymetryczny w ogonach, to najlepsze z przedstawionych testéw
wydaja sie MG i TS, jednakze V jest tylko troche gorszy.
Natomiast, jesli spodziewamy sie rozktadu asymetrycznego jedynie
w poblizu zera, to najlepszym rozwiazaniem wydaja sie testy NL
oraz TL. Dla probleméw, w ktérych oczekujemy, ze alternatywa
jest jedynie przesunieciem symetrycznego rozktadu, test W osiaga
najwieksza srednia moc, jednak testy V i NS nie wypadaja o wiele
gorzej. Warte zauwazenia jest, ze jesli alternatywa ma rozktad
normalny, to ST ma wysoka moc. Z kolei testy N'i T dla
przedstawionych alternatyw nie osiagaja mniejszej mocy niz 50%,
niezaleznie od rodzaju asymetrii, co jest pozadana wiasnoscia, jesli
nie potrafimy ocenic, z jaka grupa alternatyw mamy do czynienia.
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Dzigkuje za uwagg!
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