
Zadanie:
Rozkªad µ jest zadany przez funkcj¦ charakterystyczn¡:

φ(t) =
1

2
cos(
√

2t) +
1

2
exp(−6t2/2)

Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie µ i S49 = X1 + · · · + X49.
Wiedz¡c, »e Φ(−2) = 0.0228, gdzie Φ(x) jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego,
oszacowa¢ P (S49 ∈ (−28, 28)).

Mo»liwe rozwi¡zanie:
Mamy E(X2) = −∂2t φ(0). Jak kto± nie pami¦ta wzoru to mo»na go wyliczy¢ nast¦puj¡co: φ(t) =

E(exp(itX)), ró»niczkuj¡c mamy ∂tφ(t) = E(iX exp(itX)) i ∂2t φ(t) = E(−X2 exp(itX)). Dla t = 0
dostajemy ∂2t φ(0) = E(−X2). Ten rachunek ªatwo uzasadni¢ je±li E(X2) istnieje (jest sko«czone),
ale znane twierdzenie mówi »e je±li φ ma drug¡ pochodn¡ w zerze to E(X2) jest sko«czone.

W naszym przypadku mamy −∂2t φ(0) = −4, czyli E(X2) = 4. Ponadto ∂tφ(0) = 0, czyli
E(X) = 0. Z centralnego twierdzenia granicznego rozkªad Sn√

n
gdzie Sn = X1 + · · · + Xn d¡»y

przy n d¡»¡cym do niesko«czono±ci do rozkªadu normalnego o wariancji σ2 = 4. Nasza funkcja
charakterystyczna jest bardzo regularna, wi¦c mo»na liczy¢ »e ju» dla n = 49 b¦dziemy dostatecznie
blisko granicy. Czyli Y = S49

2·7 ma rozkªad bliski standardowego rozkªadu normalnego. Wtedy

P (Y ≤ −2) ≈ Φ(−2) ≈ 0.0228.

Ze wzgl¦du na symetri¦ rozkªadu normalnego

P (Y ≥ 2) ≈ Φ(−2) ≈ 0.0228.

Czyli
P (S49 ∈ (−28, 28)) = P (Y ∈ (−2, 2)) = 1− P (Y ≤ −2)− P (Y ≥ 2)

≈ 1− 2 · 0.0228 = 0.9544.

Inne rozwi¡zanie: Rozkªad Xi to ±rednia (mieszanka) rozkªadu normalnego o warto±ci oczekiwa-
nej 0 i wariancji 6 z symetrycznym rozkªadem dwupunktowym na {−

√
2,
√

2}. A wi¦c rozkªad S49

to
1

249

49∑
i=0

(
49

i

)
D∗i ∗N0,6(49−i)

gdzie ∗ oznacza splot, D∗i to pot¦ga splotowa rozkªadu dyskretnego wy»ej (czyli przesuni¦ty rozkªad
dwumianowy), za± Nm,a to rozkªad normalny o warto±ci oczekiwanej m i wariancji a. Splot mo»na
rozpisa¢ jako sum¦:

D∗i ∗N0,6(49−i) =
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2i
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(
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j

)
N√2∗(i−2j),6(49−i).

Czyli ª¡cznie mamy rozkªad
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Podwójn¡ sum¦ wy»ej mo»na policzy¢ numerycznie na komputerze, co daje w przybli»eniu 0.9544103908,
w wi¦c podobnie jak przybli»enie normalne (u»ywaj¡c dokªadniejsz¡ warto±¢ Φ(−2) wida¢ »e przy-
bli»enie normalne daje nieco wi¦ksz¡ warto±¢).

W sytuacji jak wy»ej zwykle interesuje nas prawdopodobie«sto tego »e zmienna losowa jest poza
podanym przedziaªem (tzn. oszacowanie ogonów rozkªadu). Prowadzi to do zagadnienia wielkich od-
chyle«. W zagadnieniu wielkich odchyle« przybli»enie normalne cz¦sto prowadzi do znacznego bª¦du
(powy»ej odchylenie nie byªo zbyt du»e i bª¡d wzgl¦dny dla ogona jest rz¦du 0.0019, a wi¦c rozs¡dnie
maªy). Najprostsze oszacowanie z góry wielkich odchyle« daje nierówno±¢ Czebyszewa. Niestety,
oszacowanie przy pomocy nierówno±ci Czebyszewa jest zwykle bardzo pesymistyczne (zbyt du»e).
Dla rozkªadów z szybko malej¡cymi ogonami lepiej dziaªaj¡ momenty wykªadnicze (równowa»nie
transformacja Laplace'a):

P (S > a) ≤ exp(−ta)E(exp(tS)).

W naszym przypadku E(exp(tS)) ªatwo otrzyma¢ z funkcji charakterystycznej przez przedªu»enie
zespolone (podstawiaj¡c it zamiast t), co daje

E(exp(tS49)) = (
1

2
cosh(

√
2t) +

1

2
exp(6t2/2))49.

W oszacowaniu wy»ej nale»y wybra¢ t tak by uzyska¢ najmniejsz¡ mo»liw¡ warto±¢. Dokªadna
minimalizacja jest troch¦ kªopotliwa ale pami¦taj¡c o przybli»eniu normalnym mo»na dobra¢ t tak
by uzyska¢ minimaln¡ warto±¢ dla rozkªadu normalnego. Bior¡c a = 28 (zgodnie z tre±ci¡ zadania)
dla rozkªadu normalnego mamy wyra»enie:

exp(−28t) exp(98t2)

z pochodn¡
(196t− 28) exp(−28t) exp(98t2)

która zeruje si¦ dla t = 1
7 . Bior¡c takie t w oszacowniu wy»ej dostaniemy

P (S49 > 28) ≤ 0.136

co jest gorsze od przybli»enia normalnego. Zalet¡ oszacowania wykªadniczego jest to »e przy znanej
funkcji charakterystycznej nierówno±¢ jest zawsze speªniona (nie ma niesprawdzonych zaªo»e«).

Zadanie: Niech (X,Y ) b¦dzie wektorem losowym z wektorem ±redniej (2, 1) i macierz¡ kowa-
riancji

Σ =

(
2 1
1 1

)
(1)

oraz Z = X+2Y . Ci¡g Z1, Z2, . . . , Z100 jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym
rozkªadzie jak Z. Oszacowa¢

p = P (Z1 + · · ·+ Z100 ∈ (400− 10
√

10, 400 + 10
√

10)).

Mo»liwe rozwi¡zanie: Oznaczmy S100 =
∑100

i=1 Zi. Warto±¢ oczekiwana Z to 4. Wariancja Z to
〈Σ(1, 2), (1, 2)〉 = 10. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego

p = P (
S100

10
− 40 ∈ A) ≈ P (N10 ∈ A) = P (N1 ∈

1√
10
A)

gdzie Na to rozkªad normalny o warto±ci oczekiwanej 0 i wariancji a. U nas A = (−
√

10,
√

10), czyli
dostajemy 1− 2Φ(−1) = erf(1/

√
2) ≈ 0.6827.
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