Zadanie:
Rozklad p jest zadany przez funkcje charakterystyczna:

b(t) = %cos(\/it) + L exp(—62/2)

1
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Niech X;, X5,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie p i Sy = X1 + -+ + Xyo.
Wiedzac, ze ®(—2) = 0.0228, gdzie ®(x) jest dystrybuanty standardowego rozkladu normalnego,
oszacowaé P(Sy9 € (—28,28)).

Mozliwe rozwiazanie:

Mamy E(X?) = —02¢(0). Jak kto§ nie pamieta wzoru to mozna go wyliczy¢ nastepujaco: ¢(t) =
E(exp(itX)), rézniczkujac mamy 9,6(t) = E(iX exp(itX)) i 07¢(t) = E(—X?exp(itX)). Dlat =0
dostajemy 0?¢(0) = E(—X?). Ten rachunek tatwo uzasadnic¢ jesli F(X?) istnieje (jest skonczone),
ale znane twierdzenie moéwi ze jesli ¢ ma druga pochodna w zerze to E(X?) jest skoriczone.

W naszym przypadku mamy —02¢(0) = —4, czyli E(X?) = 4. Ponadto 9;,¢(0) = 0, czyli
E(X) = 0. Z centralnego twierdzenia granicznego rozktad % gdzie S, = Xi + --- + X,, dazy
przy n dazacym do nieskoriczonoéci do rozkltadu normalnego o wariancji 02 = 4. Nasza funkcja
charakterystyczna jest bardzo regularna, wiec mozna liczy¢ ze juz dla n = 49 bedziemy dostatecznie

blisko granicy. Czyli Y = %‘? ma rozktad bliski standardowego rozktadu normalnego. Wtedy

P(Y < —2) = &(—2) = 0.0228.
Ze wzgledu na symetrie rozktadu normalnego
P(Y >2) =~ ®(-2) ~ 0.0228.

Czyli
’ P(Si € (—28,28)) = P(Y € (=2,2)) =1 — P(Y < —2) — P(Y > 2)

~1—2-0.0228 = 0.9544.

Inne rozwiazanie: Rozklad X; to $rednia (mieszanka) rozkladu normalnego o wartosci oczekiwa-
nej 0 i wariancji 6 z symetrycznym rozktadem dwupunktowym na {—+/2,v/2}. A wiec rozktad Syg
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gdzie * oznacza splot, D*! to potega splotowa rozktadu dyskretnego wyzej (czyli przesuniety rozktad
dwumianowy), za§ Ny, , to rozklad normalny o wartosci oczekiwanej m i wariancji a. Splot mozna
rozpisa¢ jako sume:
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Podwéjna sume wyzej mozna policzy¢ numerycznie na komputerze, co daje w przyblizeniu 0.9544103908,
w wiec podobnie jak przyblizenie normalne (uzywajac dokladniejsza wartosé ®(—2) widac¢ ze przy-
blizenie normalne daje nieco wiekszg wartosc).

W sytuacji jak wyzej zwykle interesuje nas prawdopodobienisto tego ze zmienna losowa jest poza
podanym przedziatem (tzn. oszacowanie ogonow rozktadu). Prowadzi to do zagadnienia wielkich od-
chylen. W zagadnieniu wielkich odchyleni przyblizenie normalne czesto prowadzi do znacznego bledu
(powyzej odchylenie nie bylo zbyt duze i bltad wzgledny dla ogona jest rzedu 0.0019, a wiec rozsadnie
maly). Najprostsze oszacowanie z gory wielkich odchylen daje nieréwno$¢ Czebyszewa. Niestety,
oszacowanie przy pomocy nieréwnosci Czebyszewa jest zwykle bardzo pesymistyczne (zbyt duze).
Dla rozktadoéw z szybko malejacymi ogonami lepiej dziataja momenty wyktadnicze (réwnowaznie
transformacja Laplace’a):

P(S > a) < exp(—ta)E(exp(tS)).
W naszym przypadku E(exp(tS)) latwo otrzymaé z funkeji charakterystycznej przez przediuzenie
zespolone (podstawiajac it zamiast t), co daje

E(exp(tSio)) = (% cosh(v/2t) + %exp(GtZ /2))19.

W oszacowaniu wyzej nalezy wybra¢ ¢ tak by uzyska¢ najmniejsza mozliwa warto§é. Dokladna
minimalizacja jest troche klopotliwa ale pamietajac o przyblizeniu normalnym mozna dobraé ¢ tak
by uzyska¢ minimalng wartosé¢ dla rozkladu normalnego. Biorac a = 28 (zgodnie z trescia zadania)
dla rozktadu normalnego mamy wyrazenie:

exp(—28t) exp(98t?)
z pochodng
(196t — 28) exp(—28t) exp(98t?)
ktora zeruje sie dla t = % Biorac takie ¢ w oszacowniu wyzej dostaniemy

P(S49 > 28) < 0.136

co jest gorsze od przyblizenia normalnego. Zaleta oszacowania wykladniczego jest to ze przy znanej
funkcji charakterystycznej nier6wnosé jest zawsze spelniona (nie ma niesprawdzonych zaltozen).
Zadanie: Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym z wektorem Sredniej (2,1) i macierza kowa-

riancji
2 1
5 = ( 2 1 ) W
oraz Z = X+2Y. Ciag Z1, Zs, . . ., Z100 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie jak Z. Oszacowac

p=P(Zy+ -+ Zigo € (400 — 10v/10, 400 + 10v/10)).

Mozliwe rozwigzanie: Oznaczmy Sigp = Zjﬂﬂ Z;. Wartos¢ oczekiwana Z to 4. Wariancja Z to

(3(1,2),(1,2)) = 10. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego

S100 1
=P(—— —40€ A) =~ P(Njge A) = P(N, € —A
p=p )~ P(Nig € 4) = PV € =4

gdzie N, to rozktad normalny o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji a. U nas A = (—+/10, v/10), czyli
dostajemy 1 — 2®(—1) = erf(1/v/2) ~ 0.6827.



