O wykresach kwantylowo-kwantylowych
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Problem testowania

Ho: Y1 marozktad N(p,0?), dla pewnego p€ R i o2 ¢c (0,00),
Hi: Y1 nie ma rozktadu normalnego
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Wykresy normalne

Niech a = (a1, ...,a,) " bedzie wektorem pierwszych wspétrzednych
punktéw wykresu, takim ze a’1 = 0, gdzie 1 = (1,...,1) 7. Naszym celem
jest dopasowanie prostej do posortowanych rosngco danych

vy =(y1,.-,yn) ", gdzie y1 < ... < y,, metoda najmniejszych kwadratéw.

Vi=p+05a

ﬁ = argmin ||Y—Xb||2
beER

= argmin Y'Y =2(X"Y)Tb+b"X"Xb
beR

f=XTX)"1xTy

Katarzyna Frankiewicz testy normalnosci 24 maja 2022



Wykresy normalne

'

Q™
1
m‘mq"ﬂ
[V

Do problemu dopasowania prostej regresji na wykresie

prawdopodobienstwa mozna podej$¢ troche inaczej.
Jezeli przyjmieny, ze 6 = b”y, to po przeksztatceniu otrzymamy

T = 2
a;a L
bTh — (I;T';)z = 73
(b"b)"'b = a ast; a
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Symetria rozktadu normalnego i jej nastepstwa

(1) (Z(l), R Z(n)) = —(Z(n), ce Z(l)), gdzie Z(,) to i-ta staystyka
pozycyjna pochodzaca ze standardowego rozktadu normalnego.

Qo COV(Z(,-), Z(J)) = COV(—Z(,,_,-_H), _Z(n—j+1))-
Stad

my = —Mp_1,

Katarzyna Frankiewicz testy normalnosci 24 maja 2022



Formalny test

Statystyka testowa bedzie oparta na rezydualnej sumie kwadratéw.

RSS = Yilalvi—9n)P= Y=y - 6ai)? =|ly — 1y —6a |
(n—1)s?{1 - aTa(nfw}
(n—1)s*{1 - r?(y,a)},

gdzie wspdtczynnik korelacji r liczonej na wektorach y i a ma postac:

przy czym s jest wariancja prébkowa.
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Test Shapiro-Wilka

Shapiro i Wilk zaproponowali, aby w celu wyznaczenia estymatoréw p oraz
o skorzystaé z uogdlnionej metody najmniejszych kwadratéw. Zgodnie z
teorig wiemy, ze najlepszymi liniowymi nieobcigzonymi estymatorami tych
parametréw s3 wartosci, ktére minimalizuja forme kwadratowa

(y=pl—om) TV Hy —pl —om).

A~ 1TV YymTv-Iim _ 1Tv- 1y
/J, 1Ty*11mTV*1m — 1Tvy-11»
& m'v-1ly

- mlv-im-
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Test Shapiro-Wilka

Biorac pod uwage estymator o z réwnania wcze$niej, mozemy wyznaczyé
plotting positions odpowiadajace testowi Shapiro-Wilka.

bT _ m'vt
T mTv-im-

Pozycje teoretycznych statystyk pozycyjnych wynosza wtedy

T _ (pTp\-1pT — (M VImymTv—?
al =(bTb) b =y,
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Test Shapiro-Wilka

Statystyka testowa W jest zatem zadana wzorem

w =

(m"VImmTv—1!

. (mTVImV~im 52

mlv-lv-1m
(m™V—1m)?

mlv-1lv-1m

6'2

mTV-Iiy—1im’
(mTV—1y)2

(n—1)s2

(cTy)?
(n—1)s2>

gdzie

Katarzyna Frankiewicz

mTV-1V—1m(n—1)s2

m'v—1
I
(mTVv-lv-1m)2
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Test Shapiro-Wilka

Aby wyznaczy¢ a musimy znaé wektor wartosci oczekiwanych m oraz
macierz kowariancji V. Znamy jednak wartosci macierzy V tylko dla

ne€ {2,...,20}. Dla 20 < n < 50 zaproponowano przyblizenia wektora
d =m"V~1 postaci

d = 2m;, dai=23,...,n—1,
rGn)
e ) VA dan<20
A= a =y rdey n> 20
Var(Inrry R ’
d"12 — — 2d2* Zn 1 d2*
testy normalnosci
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Test Shapiro-Franci

W 1972 roku Shapiro i Francia wprowadzili test oparty na analizie

wariancji dla problemu testowania normalnosci. Ich statystyka testowa
przyjmuje forme

WI — (mTy)2
(n—1)s2m™m

Wtedy
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Estymator Bloma

W 1958 roku, Blom zaproponowat posta¢ kwantyla, ktéra jest bliska EZ.
Rozwazamy zaleznosci postaci

EzZ = G(n+1) R;, gdzie

G(u) = o7 (u),
R; jest btedem, ktéry spetnia nieréwnosé |R;| < % a M nie zalezy od i
oraz od n. Alternatywnie mozemy rozwazaé takze

I —«
EZi=G(——% ) gda
(n—2a—i—1) gdzie

a = afc), a ¢ jest pewna wartoscig z przedziatu od 0 do 1 oraz
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Estymator Bloma

Funkcja a(c) maleje do wartosci g, a nastepnie roénie do % w
konsekwencji dostajemy nieréwnos¢ postaci

. i—0.39) _1<1—0.5>
—— ) < EZ < :
¢ <n+0.22 Ezi<®

i3
Jako kompromis przyjmujemy, ze EZ; = ¢! <,’1+§>
4
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Test Chen-Shapiro

W przeciwienstwie do wczesniej wymienionych testéw, Chen i Shapiro
zaproponowali test, w ktéorym w celu wyznaczenia estymatora &
poréwnujemy spacje pomiedzy kolejnymi statystykami pozycyjnymi z
odlegtosciami pomiedzy ich wartoscimi oczekiwanymi pod warunkiem
normalnosci.

Wprowadzamy wiec zmienne postaci

X; = Yi+1 — Vi
mjy1 — mj

podobnie jak wczesniej y; = p+ caj + ef = u+ om; + €, czyli

X — o(miy1—m)+eip1— € R €i+1 — € s
i = = = i
miy1 —m; miy1 —m;
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Test Chen-Shapiro

~ 1
a:nlzn X’_nlz

Na poczatku przeksztatcamy postaé & tak, aby przyjmowata forme b7y

n—1 Yiy1—
i=1 m,+17m,

Mamy
5 = 1 n=1 Yit1—yi
nzl i=1 mj1—m; ‘ _

- n-1 [m;fml - mg}jml -t m;i/ll+—1mi - m,-+}1/l—m,-]

_ 1 [ v yo(mz—2ma+4-my) + + yi(miza—2mj+mi_1) Vi1 ]
n—1lm—m ' (mp—m)(mz—mz) ' " " (mi—m_1)(miy1i—m;) 1 mj1—m;
by,

gdzie
1 —1 H—
71 mm - dla i =1,
L . i+1 i—1 [ — _
b; = - m 1m,,1)(m,+1—m,)v dlai=2,3,...,n—1,
o1 m, dla I = n.
testy normalnodci



The new normal plot

Problem RSS zastapimy teraz przez zagadnienie minimalizacji odlegtosci
Wassersteina pomiedzy empiryczna funkcja kwantylowa i najlepiej
dopasowanga do niej teoretyczng funkcja kwantylowa, to znaczy

argmm—/ {FY(t) — p— od (1)} 2 dt.

Empiryczna funkcja kwantylowa zadana jest jako

|
—

F7i(t) = y; dha Loy <l
oraz F710) = y.
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The new normal plot
n.

. Pi—-1 — Pi .
gdzie a; = , dla i=1,...,
LY (pii1 — wi)?

al =(a1,...,an),
Test oparty na statystyce testowe]
2 _ 22 -
R — Sp — Op 1 &
n 52 52 )
n

charakteryzuje sie podobna moca co test Shapiro-Wilka
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Tabela podsumowujaca

Tabela: Poréwnanie plotting positions dla rozpatrywanych w pracy testéw z warto$ciami
optymalnymi (n=10).

m  aSW o (i) o L("2) o 1(-L) aCS New

n+% n+1
-1.539 -1.655 -1.547 -1.645 -1.335 -1.613 -1.829
-1.001 -0.984 -1.000 -1.036 -0.908 -0.940 -1.089
-0.656 -0.6394 -0.655 -0.674 -0.605 -0.594 -0.706
-0.376  -0.366 -0.375 -0.385 -0.349 -0.337 -0.403
-0.123  -0.119 -0.123 -0.126 -0.114 -0.109 -0.131
0.123  0.119 0.123 0.126 0.114 0.109 0.131
0.376  0.366 0.375 0.385 0.349 0.337 0.403
0.656  0.639 0.655 0.674 0.605 0.594 0.706
1.001  0.984 1.000 1.036 0.908 0.940 1.089
1.539 1.655 1.547 1.645 1.335 1.613 1.829
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