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Zatozenia modelu bez uwzglednienia dynamiki zyciowe]

Model SIR zostat pierwszy raz wprowadzony przez Kermacka i
McKendicka w pracy z roku 1927. Zaktada on, ze choroba rozprzestrzenia
sie w populacji, zgodnie z mechanizmem opisujacym reakcje chemiczna.
Kazda z obserwowanych jednostek w danej chwili moze znajdowac sie
tylko w jednej z roztacznych grup opisujacych stan. W przypadku modelu
SIR mamy do czynienia z podziatem na trzy grupy.

O Kilasa oséb, ktére s3 zdrowe, ale moga zostaé zarazone po kontakcie z
osoba chora. Liczebno$¢ tej grupy najczesdciej w literaturze oznacza sie
jako S (susceptibles).

@ Grupa osdb, ktére zarazity sie i moga zarazaé osoby zdrowe.
Liczebnosc tej klasy oznaczamy przez | (infectious/ infected
inviduals).

© Ostatnig z podstawowych klas jest grupa jednostek, ktére zmarty lub
wyzdrowiaty i nabraty odpornosci, czyli nie mogg zosta¢ zarazone
ponowanie. Oznaczana jest ona najczesciej jako R (removed/
recovered individuals).
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Zatozenia modelu bez uwzglednienia dynamiki zyciowe]

N = 5(t) + I(t) + R(t)

Ze wzgledu na restrykcje modelu, choroby ktérych przebieg rozpatrujemy,
to najczesciej typowe choroby wieku dzieciecego, takie jak: ospa wietrzna,
rézyczka, czy $winka. Dodatkowo model SIR wpasowuje sie w ogdlny
model epidemii lub model wybuchu epidemii.
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Konstrukcja modelu

Liczba jednostek, ktére zostaty zakazone w czasie, w epidemiologii
nazywana jest incidence i jest rébwna pochodnej funkcji S(t) po czasie.

—incidence = S'(t)

Aby inaczej opisal incidence, zatézmy na poczatku, ze w catym
spofeczenstwie mamy jedna zakazong osobe. W takim przypadku:

cN - liczba kontaktéw z innymi przez osobe zarazong (wielko$¢ ta jest
proporcjonalna do liczebnosci catej populacji)

% - prawdopodobienstwo kontaktu z osoba podatng na zarazenie

W dalszej czesci rozwazan pc bede oznaczata jako 3, tak wiec:

—incidence = S’ = —pcSIl = — 351
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Konstrukcja modelu

Ostatecznie zmiana liczebnosci klasy | w czasie wyglada nastepujaco:
I"'=pIS — al
Natomiast zmiana liczebnosci klasy R w czasie jest réwna
R = al

Podumowujac powyzsze otrzymalismy, ze:

S = -pIS
o= BIS—al
R = al

przy czym N = S5(0) + /(0) + R(0)
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Model SIR, a model epidemii

I pSl—al 14 @

s~ g5 Tps
stad
I = (- 1+—)5’ (1)
| = _5+BS+C (2)

gdzie C to pewna stafa.
Wyznaczajac C otrzymujemy:

C:/+5—%m5 (3)
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Model SIR, a model epidemii
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Warto$¢ maksymalna | jest otrzymana, gdy S = % wiec
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Estymacja parametru o

Zatézmy, ze nie mamy zadnych jednostek dodawanych do klasy | w czasie
oraz, ze w chwili poczatkowej t=0, w grupie oséb zarazonych znajdowaty
sie lp jednostki. W takiej sytuacji réwnanie rézniczkowe opisujace
dynamike w tej klasie wyglada nastepujaco:

I'(t) = —al 1(0) = I

Rozwigzujac je dostajemy:

I(t) = lpe™**
stad dla t > 0 mamy
@ — e_at
lo
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Estymacja parametru o

Mozemy zatem wyznaczy¢ liczbe jednostek, ktére opuscity grupe oséb
zarazonych

F(t)y=1—et dat>0

gdzie F(t) traktowana jest jako dystrybuanta rozkfadu czasu bycia
zainfekowanym, natomiast

ae”™ @ dlat>0
f(t)_{o dla t <0

to funkcja gestosci tego rozktadu.

Ponadto Sredni czas spedzony w klasie 0séb zarazonych, mozemy wyrazié
jako warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej X, ktéra oznacza czas na
wyjscie z klasy zakaznej.

“+o0 —+oo 1
EX :/ tf(t)dt:/ tae™ g o) (t)dt = ”

—00
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Estymacja parametru «

Dostajemy zalezno$¢, ze

1
$redni czas spedzony w klasie oséb zarazonych
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Estymacja parametru 3

Znajac zaleznos¢

I6; In;—o

a So+ Ih — S
oraz majac odpowiednie dane epidemiologiczne, mozemy wyznaczyé
wszystkie wartoséi wielkosci wystepujacych po prawej stronie réwnania.
Dodatkowo mozemy wyliczy¢é warto$¢ parametru « korzystajac z wczesniej
wyznaczonego wzoru. Wiedzac to, mozemy wyznaczy¢ parametr (3.
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Model SIR z uwzglednieniem zmian demograficznych

S = uN-pIS—uS
' = pBIS—al —pul
R = al —uR

Dodatkowo uwzgledniamy réwnanie opisujace zmiany liczebnosci wielkosci
populacji

N'(t) = uN — uN(t) gdzie N(t) = S(t) + /(t) + R(t)

Liczebno$¢ populacji nie jest stata, jednak jest ona asymptotycznie stata,
poniewaz N(t) — % dla t — oo.
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Analiza danych historycznych

Tabela ponizej przedstawia liczbe zmartych w kolejnych miesigcach w
wiosce Eyam w 1666.

Data (1666) | Suspectibles | Infectives Removed
czerwiec 19 254 7 0
lipiec 3 235 15 11
lipiec 19 201 22 38
sierpien 3 154 29 78
sierpien 19 121 20 120
wrzesien 3 108 8 145
wrzesien 19 97 8 156
pazdziernik 4 | brak danych | brak danych | brak danych
pazdziernik 20 83 0 178
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Dopasowanie modelu do danych

Na podstawie wiedzy biologicznej wiemy, ze:

1

= ~ 2.82
@ = 53548 = 28

a z danych przedstawionych w tabeli

So = 254 =7 Sec =83

Zgodnie z przytoczonym wczesniej wzorem, wiemy, ze

S
g

= e o5 " 541783

% 2.82 ~ 0.018
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Dopasowanie modelu do dany

SIR Model
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