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@ Projection Pursuit Model

@ Neural Network Model (model sieci neuronowych)




Projection Pursuit Regression

@ macierz X,xq4 - N 0séb, d cech

@ Y,x1-1-osobaw klasie A, 0 - osoba w klasie B

Chcemy estymowaé p; = P(Y; = 1|X;) = E(Yi|Xi), i=1,...,n.
Klasyfikacja:

pi > 05 = Y = 1, czyli, i-ta osoba nalezy do klasy A,
pi <0.5=Y; =0, czyli, i-ta osoba nalezy do klasy B.




Projection Pursuit Regression

Najprostszym sposobem estymacji p; bedzie uzycie modelu regres;ji
logistycznej, ktéra zaktada ponizszy zwigzek miedzy prawdopodobienstwem

sukcesu p;, a wektorem cech X;

Regresja Logistyczna

logit(p;) = log <L> =fo+ Zﬁjxij (1)

1—pi




Projection Pursuit Regression

Najprostszym sposobem estymacji p; bedzie uzycie modelu regresji
logistycznej, ktora zaktada ponizszy zwigzek miedzy prawdopodobienstwem
sukcesu p;, a wektorem cech X;

Regresja Logistyczna

. d
logit(p;) = log <1f—IP:> = 0o+ Zﬂjxij (1)

Moze sie jednak okaza¢, ze zalezno$¢ miedzy prawdopodobienstwem
sukcesu pj, a wektorem cech X; nie jest dobrze modelowana przez (1).
Witedy zalezno$¢ te chcieliby$my okresli¢ w bardziej ogdlny sposéb:

logit(p) = log ( 2 ) = h(X) (2>J

h(X;) - nieliniowa funkcja X; - problem z okresleniem




Projection Pursuit Regression

Uogdlnione modele addytywne (GAM) Hastiego i Tibshiraniego

d
h(X;) = Bo + Y fi(Xy), (3)
J=1

f; estymujemy uzywajac metod wygtadzania wykresu rozrzutu (scatterplot
smoothers) i ograniczamy do $redniej zero.

Jednak nie wszystkie funkcje h mozna modelowac jako suma funkgcji
gtadkich jak w (3).




Projection Pursuit Regression

Projection Pursuit Regression

M
h(X;) = Bo + > Bifi(e] Xi), (4)
j=1
gdzie
d
Y aij =1,
k=1
o (£) =0,
° (752) =1.

Jest to model addytywny, ale nie danych wejsciowych, tylko pochodnych
cech V; = OijX,-. Zmienna skalarna V; = aJTX,- jest rzutem wektora X; na
wektor o, a poniewaz szukamy «; takiego aby model dobrze dopasowywat
sie do danych, stad nazwa ,,projection pursuit”.




Projection Pursuit Regression

Model postaci p; = h(X;) dopasowujemy do danych treningowych
minimalizujac residualng sume kwadratéw (RSS).

n

n M e
RSS =Y (Yi—-p)? =) (Y,- — o — Z@-@-(a}x,-)) (5)
i=1 j=1

i=1

Musimy jednakze natozy¢ ograniczenie na na f;, aby unikng¢ przeuczenia.




Projection Pursuit Regression

Rozwazmy przypadek:

o M=1
@ =0 p1=1
Wiedy:

n

RSS =3 (Vi - FlaTX)’
i=1

Estymacja f - algorytm Gaussa—Newtona
Estymacja o - metoda quasi—Newtona




Projection Pursuit Regression

Szereg Taylora dla f(x):
Fxk + Ox) = F(xk) + 7F(xe) T A x

W naszym przypadku:
o xx +Ax=a'x
o Xy = ad pXi
o vf(xk) = f'(abypxi)
o Ax=ax;—alb,pxi=(a—aop) %

wiec mozemy zapisad:

flax) = f(abpxi) + f'(abpxi)(e — aorp) " xi (6)




Projection Pursuit Regression

2
~ > (Vi — flabioXi) = F'(adipXi)(@ - ao0) X)) =

2
n Y, —f al X;
= Z (fl(agLDXi) ( Fi( (T oLoXi) _ a’ X+ O‘ELDXI')>> =

o1 pXi)

2
Y; — flad pXi)
§ T ! OLD”™M T —
(f/(aOLDX) (ao,_DX; + f’(az)—LDX’-) — X,)>> =

2
Y — f(ab, n X
= > f(abpXi) ((agLDXi + Fi( (T oL )> - aTXi)>

o pXi)




Projection Pursuit Regression

2
1 Yi — f(aT Xi)
i=1 !

Aby zminimalizowa¢ prawa strone, przeprowadzamy regresje liniowg bez

intercepta z wagami f'(al, pXi)?, w ktérej za zmienna objaéniana

Yi—f(acT)LDXi)
fl(o‘gl_DXi)

wspotczynniki zapisane s3 w wektorze . Wyznaczenie & bedzie

aktualizowato wektor angeyy .

Zaréwno estymacja g, jak i estymacja a powtarzane s3 tak dtugo az

osiggniemy zbieznos¢.

W przypadku kiedy M > 1 model budowany jest wykorzystujac algorytm

forward stage-wise dodajac w kazdym etapie pare (am, fm), m=1,..., M.

przyjmujemy oszDX,- + , zmiennymi objasniajacymi sa X, a




Projection Pursuit Regression

Uwagi:
@ Mozna zastosowal dowolng metode wygtadzenia. Jednakze stosowanie
regresji lokalnie i tworzenie smoothing splines jest wygodne.

@ Po kazdym kroku, f,, z poprzedniego kroku mozemy ponownie
dopasowa¢ uzywajac procedury backfitting (rodziat 9). Prowadzi to
do mniejszej liczby M, lecz nie jest jasne czy poprawia to predykcje.

@ Zwykle nie dopasowujemy po raz drugi a;,, poniewaz moze to
prowadzi¢ do nadmiernych obliczen.

@ Zwykle liczba M szacowana jest podczas dziatania algorytmu forward
stage-wise. Konczymy budowe modelu, gdy kolejny m nie poprawia
dopasowania modelu. Mozemy tez uzy¢ walidacji krzyzowe;j.

Model nie byt szeroko stosowany w statystyce, poniewaz w momencie
wprowadzenia, jego wymagania obliczeniowe przekroczyty mozliwosci
wiekszosci tatwo dostepnych komputerdw.




Sieci Neuronowe

Hidden
Input
Output




Sieci Neuronowe

+Waniliowy" (podstawowy) model sieci neuronowej, zwany réwniez single
hidden layer back-propagation network lub perceptronem
jednowarstwowym. Dwuetapowy model regresji lub klasyfikacji.

W przypadku regresji, zwykle, K =1 i wtedy mamy tylko jedng zmienna
wyjsciowa (Y1). Jezeli klasyfikujemy obiekty do K klas, to Y, modeluje
prawdopodobienstwo k-tej klasy.




Sieci Neuronowe

Zm=o(aom+alX), m=1,...,
Tk:ﬁOk‘FﬁZZ, k:]-a"'vKa
hk(X):gk(T), k:].,...,K,

gdzie Z = (Z1,...,2m), T =(T1,..., Tk), a funkcje o nazywamy
funkcja aktywacji.




Sieci Neuronowe

Wejscia Wagi Blok sumujacy Blok Wryjscie
uy e W, .

Przejscie pomiedzy danymi wejsciowymi, a warstwa ukryta, a pdzniej z
warstwy ukrytej do danych wyjsciowych.




Sieci Neuronowe

Funkcja aktywacji moze by¢ na przyktad:
@ funkcja liniowa
y =ap+b,
o funkcja skoku jednostkowego
)1 jesli o >y
Y=\ 0 dla pozostalych,

gdzie ¢y, jest zadang stata warto$cig progowsa.
e funkcja sigmoidalna (doktadniej opisuje nieliniowa charakterystyke

funkcji aktywacji neuronu biologicznego)

B 1
Y =1 e
o funkcja tangesoidalng
© 1—e%
= tgh(=

gdzie thg to tangens hiperboliczny.




Sieci Neuronowe

—— funkcja liniowa

© —— funkcja skoku jednostkowego
—— funkcja sigmoidalna

<




Sieci Neuronowe

0.4

Powyzszy rysunek przedstawia wykres funkcji sigmoid(y) (niebieska),
sigmoid () (czerwona) oraz sigmoid(10y) (zielona).




Sieci Neuronowe

¢

Na powyzszym wykresie obserwujemy, ze wartosci funkcji sigmoidalne;j
zaleza od normy wektora ., oraz, ze:
@ jezeli wartosci ||am|| sa mate (czerwona), to wartosci funkgcji
sigmoidalnej zaczynaja przypominac wartosci funkgji liniowej;
@ jezeli wartosci ||am|| sa duze (zielona), to wartosci funkcji

sigmoidalnej zaczynaja przypominaé wartosci funkgji skoku
jednostkowego.




Sieci Neuronowe

Zauwazmy, ze w przypadku gdy o jest funkcja tozsamosciows, to model
jest modelem liniowych zmiennych wejSciowych. Stad mozemy mysle¢ o
sieci neuronowej jak o nieliniowym uogdlnieniu modelu liniowego, zaréwno
dla regresji, jak i dla klasyfikacji.

Funkcja gk(T) umozliwia ostateczna transformacje wektora 7. W
przypadku regresji zazwyczaj wybieramy funkcje tozsamosciowa

gk(T) = Ty. Natomiast w przypadku klasyfikacji wybieramy funkcje

softmax

e«

g(T) =+
> el
1=1

Funkcja ta daje wyniki, ktérych suma jest réwna jeden (sumowanie od 1
do K).




Sieci Neuronowe

Zauwazmy, ze model sieci neuronowej z jedng warstwa ukryta ma te sama
forme co model PPR. Réznica polega na tym, ze model PPR wykorzystuje
funkcje nieparametryczne gn,(v). Natomiast sieci neuronowe znacznie
prostsza, trzyparametrowa funkcje o(v). Zalezno$¢ pomiedzy modelem
PPR, a siecig neuronowga mozemy przedstawi¢ jako

fmn(wimX) = o(aom + apX) = o(aom + [|am/|(Wn X))

(e
[l

gdzie w, =




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Wagi:

0 ={aomam:m=1,... .M} U {Bok, Bk : k=1,...,K}




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Dla regres;ji:
K N
=3 > ik — fulx
k=1 i=1
Dla klasyfikacji:
N K
R((g Z Z Yik Iog fk(X,
i=1 k=1

z klasyfikatorem G(x) = argmaxy fi(x;)




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Niech z,; = o(aom + o] x;) oraz zj = (z1, . . ., zmi).
Wiedy:

N K N
R(9) = Z Ri=> Z(}’ik — fi(i))?

a pochodne s3 postaci:

OR;
= —2(yix — fu(x))gk(BF zi)zmi
8Bkm

IR K
== 2y — fi(xi))8k(BL i) Brm0” (0 yxi) it
i

Oy




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

(r+1) iteracja Gradient descent

N
(r+1) _ A(r) Z OR;

km = Pkm — Ur r
i—1 85;((,,),

N
11 OR;
0‘57:/ = af,:} — G
i=1 O«

gdzie ~, jest szybkoscia uczenia (ang. learning rate).
W omawianym przypadku 7, jest zazwyczaj statg i moze by¢ takze
optymalizowana tak, aby w kazdym kroku minimalizowaé funkcje btedu.




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

OR;

aﬁkm kiZmi
OR;
804ml = SmiXil

4, s - btedy
K
Smi = 0" (a)xi) > BrmOii
k=1

Powyzsze réwnanie nazywane jest réwnaniem propagacji wstecznej (ang.
back propagation equation).




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Algorytm propagacji wstecznej:
o Krok wprzéd: dla ustalonych wag obliczamy #(x;)

o Krok w tyt: obliczamy btedy § oraz s. Nastepnie obliczamy parametry
w kolejnym kroku opadania gradientu.




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Jak uniknaé przeuczenia?




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Jak uniknaé przeuczenia?
Metoda weight decay:

R(6) + AJ(9)
gdzie A > 0 oraz:

J(e) = Zﬂim + Zafnl
k,m m,/




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Jak uniknaé przeuczenia? (druga metoda)

Early stopping - ustalamy, ze jezeli model nie poprawi sie po ustalonych r
iteracjach o ustalony ¢, to przerywamy gradient descent.




Sieci Neuronowe - dopasowywanie parametréw (wag)

Wazne kwestie w dopasowywaniu wag:
@ Wartosci poczatkowe - losowe, z okolic zera
@ Standaryzacja danych

@ Liczba elementéw warstwy ukrytej (M) - od 5 do 100, lepiej zaczaé od
wigkszej
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Przyktad - ZIP Code Data
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Przyktad - ZIP Code Data
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Dziekujemy za uwage :)




