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1. Nieparametryczna regresja logistyczna

Splajny moga by¢ réwniez uzywane w sytuacji, gdy zmienna odpowiedzi jest jakoSciowa.
Zajmiemy sie problemem wygtadzania splajndw w kontekscie regres;ji logistyczne;j.

Model. Pr(Y =1|X = x)

Py 0 Xx =) @
of (@)
Pr(Y =1|X =) =

Konstruujemy kryterium log-wiarogodnosci:

i log plir:) + (1 — i) log(1 — p(a:))] — 5 A | / ()Y 2t

M-

((fA) =

1

1

s (i) — log(1 + /)] — 2 / (@0yd, (5.30)

I
.MZ

=1

gdzie p(x)=P(Y=1|x), a A to dopasowany parametr wygtadzajacy.



Optymalna funkcja f to skoriczenie-wymiarowy naturalny splajn z

weztami (knots) w unikatowych wartosciach x. Zatem mozemy
N

przedstawic¢ funkcje f jako: f(x) = N;(x)0;,

j=1
gdzie N;(x) to N-wymiarowy zestaw funkcji bazowych, stuzacy
reprezentacji rodziny splajnéw naturalnych.

Teraz zajmiemy sie estymacjg wspotczynnikdw 6;. Po wstawieniu funkgji
f(x) do kryterium log-wiarogodnosci, liczymy pierwszg i druga
pochodng:
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* p —wektor z elementami p(x;)

= NT(y —p) — A\Q0.
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* W — macierz diagonalnha z wagami p(Xi)(l — p(Xi))

o {N};; = N;(x;), {Qn}jx = | N/'(ON} () dt
* Pierwsza pochodna jest nieliniowa, dlatego uzyjemy iteracyjnego
algorytmu Newtona-Raphsona (4.4.1) e _ ol (826(9010;))1 D0(6)
* Otrzymujemy: B 00007 o0
v = (NTWN + Q) 'N'"W (N¢°' + W (y — p))
= (NTWN + Q) 'N'Wz.

* W terminach dopasowanych wartosci:
fnew _ N(NTWN + AQ)—lNTW (fold + W_l(y . p))
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* 5, w jest nazywana macierzg wygtadzenia.

» Aktualizacje dopasowujg wygtadzony splajn do zmiennej odpowiedzi
Z.

* W drugim wyniku mozemy zastgpowac S, ,, dowolnym
nieparametrycznym operatorem regresji w celu otrzymania réznych
nieparametrycznych modeli regresji logistyczne,;.

* Mozemy uogolnia¢ procedure na wyzsze wymiary.



2. Wielowymiarowe splajny

e Rozwazmy X € R?,

» Wtedy funkcje bazowe h{;(X1),k =1, ..., M; bedg reprezentowaty
funkcje dla wspotrzednej X4, a zbiér M, funkcji bazowych h,; (X,) dla
wspotrzednej X,

* Wowczas nastepujgca M; X M, -wymiarowa baza
qj;h(X)—hlj(Xl)hgk(Xg) ]—1 ﬂ[l k = ﬂ[z
moze byC¢ uzyta do reprezentacji dwuwymlarowej funkciji:
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* Figurailustruje baze dla iloczynu, uzywajac
metody B-splines.

*  Wspodtczynniki sg dopasowywane poprzez
metode najmniejszych kwadratow.

* Mozemy uogodlni¢ metode do d wymiarow.
Wtedy wymiar bazy rosnie wyktadniczo-
szybko.

* W rozdziale 9 zostanie omdéwiona procedura
»,MARS”, ktéra stuzy do wybrania tylko tych
elementdéw bazy iloczynowej, ktore s3
konieczne do zaprezentowania funkgji.

FIGURE 5.10. A tensor product basis of B-splines, shouning some selected pairs.
Fach two-dimensional function is the tensor product of the corresponding one

dimensional marginals.



Additive Natural Cubic Splines - 4 df each

Granica decyzyjna dla addytywnego logistycznego modelu
regresiji.

Training Erros: 0.23
TestErrar:  0.28
Bayes Emor: Q.21

Matural Cubic Splines - Tensor Product - 4 df each

Granica decyzyjna dla iloczynu naturalnych funkcji
bazowych.

Fioletowa, przerywana linia to Bayesowska granica
decyzyjna.

Training Erros: 0.230
Tesi Errar: 0.282
Bayes Emor:  0.210




e Zatézmy, ze mamy pary y;, x;, gdzie x; € R4,
e Szukamy d-wymiarowej funkcji regresji f(x)
* Problem:

mmZ{y, — f(x }E—I—}J[f]

Gdzie J to kara na funkcje f. Np. w R?:

0 f( f@)\*, (P @\,
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* Optymalizacja problemu z takg karg prowadzi do dwuwymiarowej
ptaszczyzny, znanej jako ,thin-plate spline”, ktora ma nastepujace
wtasciwosci:

e Gdy A — 0, rozwigzanie zbliza sie do funkcji interpolujacej,

* Gdy A — o0, rozwigzanie zbliza sie do ptaszczyzny najmniejszych
kwadratow,
* Dla posrednich wartosci A, rozwigzanie moze byc¢ reprezentowane

jako liniowa rozbudowa funkcji bazowych. Wtedy wspotczynniki sg
otrzymywane poprzez uogolniong regresje grzbietowa.



* Rozwigzanie ma forme:

N
fl@)=po+ BTz + ) ajhi(x)

j=1

gdzie hj(x) = Hx — xjHZ long — x]H

e Wspotczynniki znajdujemy poprzez metode najmniejszych
kwadratow.



,Thin-plate splines”

Zdefiniujemy problem ogadlniej dla wymiaru d.

* Jest wiele podejs¢ hybrydowych, popularnych w praktyce przez
prostote obliczeniowa.

* Ztozono$é obliczeniowa wynosi O(N3).

* Mozemy uzywac mniejszej liczby weztow niz zalecana przez
rozwigzanie.

* W praktyce zazwyczaj pracuje sie z kratg weztow pokrywajgca
dziedzine.

* Uzycie K weztéw redukuje obliczenia do O(NK? + K?3).
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* Ogdlniej mozna przedstawic f€ R? jako rozszerzenie dowolnego,
duzego zbioru funkcji bazowych, a ztozonos¢ kontrolowac poprzez
zastosowanie kary - J(f).

* Np. mozemy stworzyc¢ baze, tworzac iloczyny wszystkich par
jednowymiarowych funkcji bazowych, uzywajgc jednowymiarowych
b-splajnow jako sktadnikow.

* Wraz ze wzrostem wymiaru rostaby jednak wyktadniczo liczba funkgji
bazowych. Nalezatoby wtedy zmniejszyc liczbe funkcji na kazda
wspotrzedna.



3. Modele addytywne - przypomnienie

* Modele regresji odgrywajg waznga role w analizie danych, predykgji
i klasyfikaciji,

* Prosty, tradycyjny model liniowy czasami zawodzi, gdyz w
rzeczywistosci efekty czesto nie sg liniowe,

* Zobaczymy teraz bardziej elastyczne metody statystyczne, ktore moga
stuzyC do identyfikacji i charakteryzowania efektow regres;i
nieliniowej. Metody te nazywane sg uogolnionymi modelami
addytywnymi (GAM).



* Uogdlniony model addytywny jest postaci:
E(Y|X1JX2) -;Xd) =a -+ fl(Xl) Tt fd(Xd))
* gdzie f; sg nieokreSlonymi funkcjami gtadkimi,

* X1, X5, ...., X4 to predyktory.



* Dla dwuklasowej klasyfikacji mozemi/ uzy¢ modelu regresji logistyczne;j.
Oznaczajgc poprzez u(X) = P(Y = 1|X) otrzymamy:

=+ BiXi+ ...+ B Xy

* W addytywnym, modelu logistycznym zamieniamy kazdy sktadnik liniowy
na bardziej funkcjonalng forme:

w(X)
1 — u(X)
gdzie ponownie kazda funkcja f jest nieokreslong funkcjg gtadka.

Widzimfy, ze addytywnosc zostaLe zachowana, a postac nieparametryczna
funkcji f s

log =a+ (X)) + ...+ (X))

prawia, ze model jest bardziej elastyczny.



* Uogdlniajagc warunkowa Srednia u(X) jest zwigzana z funkcja
addytywng predyktorow poprzez funkcje tgczaca g:

gl(X)] = a+ fa(X1) + ...+ f(Xp)

* Przyktadami klasycznych funkcji tgczacych s3:

* g(u)= u —funkcja identycznosciowa, uzywana w liniowych i
addytywnych modelach;

e g(u)=logit(u) lub g(u)=probit(u) — uzywane w modelowaniu
prawdopodobienstw dwumianowych;

* g(u)=log(u) dla log-liniowych i log-addytywnych modeli.



GAM z naturalnymi splajnami

* Jesli zamodelujemy kazdg funkcje f; jako naturalny splajn, mozemy
dopasowac model uzywajgc metody najmniejszych kwadratow lub
metody najwiekszej wiarogodnosci.

 Dla naturalnych szesciennych splajnow (cubic splines) mamy
nastepujgcy uogolniony addytywny model:
p K()

=2 2 Bikli(X

Jj=1 k=1

gdzie K(j) to liczba weztow dla zmiennej j.



Modele addytywne z gtadkimi splajnami

* Istnieje kara J(f), ktora gwarantuje rozwigzanie postaci:

fX)=a+ f1(X;) + -+ f;(X,), gdzie kazda z funkcji f jest

jednowymiarowym splajnem.

W tym przypadku wystarczy natozyc kare na kazdg z funkgcji
sktadowych:

Jfl] = Jfi+tfot-+ fa)



* Mozemy okresli¢ dla tego problemu:

N p

S55(a, f1, ..., fo) = Z (y, ' Z f,[}:'u)) —|—Z Aj /‘l"” t; )Edt

i=1

Minimalizujgc SS rzeczywiscie otrzymujemy, ze kazda z funkcji f jest
splajnem szesciennym (cubic spline) z weztami w unikatowych
wartosciach x;;.



4. Wygtadzanie falkowe (wavelet smoothing)

* Falki uzywajg kompletnie ortonormalnych baz do reprezentac;ji
funkcji. Wspotczynniki kurczy sie i wybiera w taki sposob, aby tworzyty
one rzadka reprezentacje.

* Tak jak gtadka funkcje mozna reprezentowac za pomocg kilku
bazowych splajnoéw, w wiekszosci gtadka funkcja z kilkoma
wypuktosciami moze byc¢ reprezentowana poprzez kilka funkgji
bazowych z wypuktosciami.

* Bazy falkowe sg bardzo popularne w przetwarzaniu i kompres;ji
sygnatow, poniewaz sg one w stanie reprezentowac oba te aspekty —
zarowno gtadkie jak i lokalnie wyboiste funkcje, w sposob efektywny.



Haar Wavelels Symmlet-8 Wavelets

Wybrane falki w réznych translacjach

__________________ H _} i dylatacjach stosowanych dla falek
Haar i symmlet.
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* Wygtadzanie falkowe dopasowuje wspotczynniki poprzez metode
najmniejszych kwadratow, a nastepnie odrzuca zbyt mate
wspotczynniki.

* Poniewaz jest wiele funkcji bazowych w kazdej skali, mozna uzywac
dowolnych funkcji bazowych gdziekolwiek bytyby potrzebne i odrzucic
te, ktore sg niepotrzebne w celu osiggniecia odpowiedniego czasu i
lokalizacji czestotliwosci.

 Falki Haar sg tatwe do zrozumienia, ale niewystarczajgco gtadkie dla
wiekszosci celow.

* Falki symmlet majg te same wtasciwosci ortonormalne i sg gtadsze.



NMR:Slgna Wavelet Transform - Original Signal
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Rysunek przedstawia sygnat NMR (jgdrowego rezonansu magnetycznego), ktory
sktada sie z gtadkich sktadnikéw, kolcdw oraz delikatnego szumu.

Przedstawiono transformacje falkowg, wykorzystujgcg baze symmlet. Wspdtczynniki

Wavelet Transform - WaveShrunk Signal
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falkowe sg utozone w wierszach — od wspdfczynnika z najmniejszg skalg na dole, do tego z najwiekszg do gory.

Ostatni obrazek pokazuje wspdétczynniki falkowe po natozeniu ograniczen (po zmniejszeniu).

Zauwazmy, ze wiele mniejszych wspoétczynnikdw zostato wyzerowanych.

Zielona linia na pierwszym obrazku przedstawia wygtadzong wersje oryginalnego sygnatu.



Konstrukcja baz falkowych

* Bazy falkowe sg generowane poprzez translacje i dylatacje pojedynczych funkcji ¢(x) (zwanych ,,ojcami”).
* Czerwone linie to funkcje skalujgce
Haar i symmlet, a zielone to tzw. ,matki”.

Haar Basis Symmlet Basis
e Konstrukcja bazy Haar:

Jesli d(x) = I(x € [0, 1), to b (x) = d(x-k)
generuje ortonormalng baze

dla funkgji ze skokami w liczbach catkowitych k. S

Nazywamy to referencyjng baza V.

Dylatacja ¢4 y(x) = /2 (2x-k) tworzy ortonormalna baze dla

przestrzeni V; D V, funkcji kawatkami ciggtej na
przedziale dtugosci %. Ogdlniej mamy
DV DVy>V_1 D, gdzie dla kazdego V;:
b =2/2¢(2/x — k)

P(x) P(x)



* Reprezentujemy funkcje w przestrzeni V;, ; poprzez sktadnik z ; plus
sktadnik z dopetnienia ortogonalnego przestrzeni V;: W;, co zapisujemy jako
Vv =V © W,

* Funkcja P (x—k) generowana przez matke-falke g (x) = d(2x)-dp(2x-1) tworzy
ortonormalng baze dla przestrzeni W, w rodzinie Haar.

Zas = 20/ (27x — k) tworzy baze dla W;.
* Vig1 =V, @O W; =V, @ W;_; @ W, stad:
Vj=VoEBWoEBW1"'@W}—1-

Dopoki te przestrzenie sg ortogonalne, wszystkie funkcje bazowe sg
ortonormalne.



Adaptacyjne filtrowanie falkowe

« Zajmiemy sie przypadkiem jednowymiarowym z N=2/ dyskretnymi punktami.
* yv—wektor odpowiedzi, W — NxN ortonormalna baza falkowa
e Wtedy y* = WTy nazywamy falkowa transformacja y.

* Popularng metoda, ktérej mozna uzy¢ do adaptacyjnego filtrowania falkowego jest SURE (Stein
Unbiased Risk Estimation).

e Zaczynamy z kryterium: min|ly - W|[3 + 21[|6]|,

Poniewaz W jest ortonormalna, rozwigzaniem jest: éj = sign(y)) (ly5] — N+
e Jak wybracA?

W jest ortonormalng transformacjg, jesli elementy y sg biatym szumem.

Dodatkowo jesli Zy, ..., Zy to biaty szum, to oczekiwane maksimum | Z;| to 0 /2 logn, gdzie o to
estymator odchylenia standardowego szumui. .

Stad wszystkie wspdtczynniki ponizej o ./ 2 log n sg uwazane za szum i przyréwnywane do 0, wiec
wybieramy A=0./2logn .



Wavelet Transform - Original Signal Wavelet Transform - WaveShrunk Signal
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