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zastosowan, w sytuacji gdy . ,
bezposrednia maksymalizacji
funkcji |Og_W]a rogod NOSCi jest FIGURE 8.5. Mizture example. (Left panel:) Histogram of data. (Right panel:)
trud na. W Wielu Sth acjach Mazximum likelihood fit of Gaussian densities (solid red) and responsibility (dotted
. ]

green) of the left component density for observation y, as a function of y.

problem maksymalizacji mozna
uproscic, jezeli przestrzen
parametrow rozszerzy sie o

dodatkowe - nieobserwowane Yi ~ N(m,oi),
zmienne. Yo ~ N(pa, o3),
Typowe przyktady takich sytuacji Y = (1-A)"1+A-Y,
to uzupetnianie brakow w
danych oraz badanie mieszanin A € {0,1} with Pr(A = 1) = 7.

rozktadow.




Oznaczmy przez ¢s(r) gestosé rozktadu normalnego z parametrami ¢ = (u.0?%).

Wtedy gestosc Y ma postac:

gy (y) = (1 — m)de, (y) + 7de, (y)

/Z parametrami 6 = (m,0,,02) = (7, 1,07, j12, 03).

Wtedy logarytm funkc;ji marogodnosu dany jest wzorem:

ng — ) o, (¥:) + Te, (y:)].

Zatozmy, ze znamy wartosci Ai, wtedy funkcja log-wiarogodnosci przybrataby
nastepujgca postac:

0o(0;Z,A) = Z[l— ) log dg, (yi) + A; log da, (v;)]

N
+Z [(1— A;)log(l —m) + A;loga],
i=1



*Poniewaz jednak wartosci Ai s3 nieznane, stosujemy procedure iteracyjng,
podstawiajgc pod kazde Ai jego wartos¢ oczekiwang:

vi(0) = E(A;]0,Z) = Pr(A; = 1|0,2),

*Aby ustali¢ poczatkowe wartosci parametrow jednym ze sposobow jest wybranie
dwoch losowych vyii potraktowanie ich jako estymatory wartosci oczekiwane;
rozktadow. Jako startowg wariancje mozemy przyjgc wariancje z probki oraz przyjac
parametr =0.5.

Algorithm 8.1 EM Algorithm for Two-component Gaussian Mizture.

1. Take initial guesses for the parameters fi,, 6%, fiz, 53, 7 (see text).
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Iteration
and the mixing probability & = Zi 1 Yi/N.

4. Tterate steps 2 and 3 until convergence.




Uogolniony

algorytm EM

*Oznaczmy przez Z obserwowane dane, a ich funkcje log-
wiarogodnosci poprzez £(6: Z).

eUkryte lub brakujgce dane oznaczamy poprzez Z™, a
kompletne dane poprzez T = (Z,Z2™), z funkcjg log-
wiarogodnosci £o(6:T), £y na podstawie catosciowej gestosci.

Algorithm 8.2 The EM Algorithm.

1.
2.

Start with initial guesses for the parameters ()

Erpectation Step: at the jth step, compute
Q(0',0Y)) = E(£o(0; T)|Z,6) (8.43)

as a function of the dummy argument 6.

. Mazximization Step: determine the new estimate §U+1) as the maxi-

mizer of Q(#',0)) over ¢

[terate steps 2 and 3 until convergence.




Dlaczego ten algorvtm dziafa?

_ Pr(zm,2)0) Pr(T|9')
sPoniewaz mamy Fr(Z™|Z.¢) 5, mozemy zapisa¢ Pr(Zl¢) AT
Pr(Z[0) ~ Pr(Z™[Z.0)

*Rozpatrujgc funkcje log-wiarogodnosci, mamy £(0';Z) = £y(0';T)—L1(0": Z™|Z),
gdzief1 jest zalezne od warunkowej gestosci Pr(Z™|Z,0)

*Biorgc warunkowa wartosc¢ oczekiwang z uwagi na rozktad T|Z i
parametr otrzymujemy

00:Z) = E[6(0;T)|Z,0] — E[t,(6;Z"|Z)|Z,0 = Q(0'.0) - R(0.0)

*Zauwazmy, ze R(0*,8)jest wartoscig oczekiwang log-wiarogodnosci gestosci
(indeksowanej ff *) wzgledem tej samej gestosci indeksowanej f] , stad z
nierownosciJensena jest maksymalizowana w punkcie * = @ . Stgd mamy:

00 Z) - L0:Z2) = [Q(6.0)—Q(6,0)] — [R(¢',0) — R(6,0)]
> 0.

*Czyli algorytm EM nigdy nie obniza log-wiarogodnosci.



EM jako procedura Maximization—Maximization

*Rozwazmy ponizszg funkcje, gdzie p(Z™) jest dowolnym rozktadem

ukrytej zmiennej Z™
F(¢', P) = E[to(0'; T)] — Ep[log P(Z™)].
* W przykfadzie mieszanki rozktadéw P(Z™) zawiera zbiér prawdopodobieristw
- Yi = Pl‘(ﬂ.i = IIH.I,Z)

Zauwazmy, ze funkcja F w P(Z™) = Pr(Z™|Z.9) jest funkcjg log-wiarogodnodci
obserwowanych danych. Funkcja F rozszerza dziedzine log-wiarogodnosci, aby
utatwic jego maksymalizacje.



*Algorytm EM moze by¢ widziany jako metoda wspdinej maksymalizacji funkeji F
nad g’ i P(z™). , poprzez ustalenie jednego z argumentow i maksymalizowanie po drugim.

*Maksymalizatorem nad P(Z™)dla ustalonego @' jest P(Z™) = Pr(Z™|Z,0') Jest to rozktad
obliczony przez krok E, na przyktad w przyktadzie modelu mieszaniny.

* W kroku M maksymalizujemy F'(¢', P) nad 0" dla

ustalonego P(Z™). )
« Ostatecznie, skoro F(#'. P) ifunkcja log-

wiarogodnosci obserwowanych danych zgadzaja sie

w punkcie P(Z™) = Pr(Z™|Z.0") maksymalizacja
pierwszego osigga maksymalizacje drugiego.
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FIGURE 8.7. Mazimization-mazimization view of the EM algorithm. Shoun
are the contours of the (augmented) observed data log-likelihood F(6',P). The
E step 1s equivalent to mazimizing the log-likelihood over the parameters of the
latent data distribution. The M step mazimizes it over the parameters of the
log-likelihood. The red curve corresponds to the observed data log-likelihood, a
profile obtained by mazimizing F(#', P) for each value of #'.
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