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Wprowadzenie

Dane:
X11,X12, -+, X1n;  Z grupy 1
X21,X22, ..., X2p,  Z grupy 2
XK1;XK2, --s XKy Z grupy K
gdzie x; = (X,E,.l), X,EI?), e XIEI'.))) jest i-tg obserwacja z k-tej grupy o

wartosciach w p-wymiarowym zbiorze X, x;; € X.

G — zbidr etykiet klas od 1 do K
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@ wstep
@ regresja liniowa
e LDA
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Liniowe granice decyzyjne

e k=1,.,.K
o fi(x) = o + Bl x
o fi(x) = fi(x)
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Liniowe granice decyzyjne

@ Ok(x) - funkcje dyskryminacyjne
@ Chcemy podac taka regute decyzyjnea, ktéra przypisze

obserwacjom x € X jakas$ klase ze zbioru klas G.

(x): X —4g.
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Liniowe granice decyzyjne
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Metody modelujgce prawdopodobienstwo

_ . exp(Bo+BTx)
PE=1X=X)= T3 oxp(Bo + A7)

1
A6 =X =) = B+ 67%)

o logit: log(1%;)

P(G=1]X=x) _

.
o8 G ax=x) 0TI
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Linear Regression of an Indicator Matrix

e K=2
e G={0,1}

E(y|X =x) = P(y = 1|X =x)
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Dyskryminacja oparta na regresji liniowej

e Estymujemy funkcje E(y|X = x) za pomoca liniowej funkcji
zmiennych xU),  j=1,2,...p

@ Etykieta ma postac

)

y= (M, y@ .y

@ w przypadku klasy k:
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Zapis macierzowy

@ Prébe (x1,¥1), ..., (Xn, Yn) mozemy zapisaé jako

1 XD O

X1
1) (2
1
X(nprn) = | 2 X2
1 x,gl) X,(72)
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Model liniowy

@ wektor zmiennych objasniajacych

X = (X(1)7X(2)7 ...,x(P))

@ wektor zmiennych objasnianych

y = (W, y@ .y

e mamy K(p + 1) parametréw

@ macierz parametréw: B(p+17K)
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Model liniowy

@ Metoda najmniejszych kwadratéw

N
min > llys — [1, %18
i=1
@ Rozwiazanie:

Y = X(XTX)"1xTy

lub réwnowaznie Y = XB

gdzie B = (XTX)"IXTY
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Cechy modelu liniowego

@ Dla nowej obserwacji mamy

9(x) = [1,x]B

o P(kIX =x)=E(y®|X =x)

o dla kazdej wartoéci x mamy S°K_ (K (x) = 1.
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Reguta dyskryminacyjna

@ obliczane jest dopasowanie, tzn liczymy warto$¢ funkg;ji
f(x)T =(1,xT)B

° |dentyf|kowany jest naJW|gkszy element i klasyfikowany jako
G( )_ argmaxkegfk( )
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Maskowanie klas

Linear Regression Linear Discriminant Analysis

X
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Porownanie metod

Technique Error Rates
Training Test
Linear regression  0.48 0.67
Linear discriminant analysis .32 0.56
Quadratic discriminant analysis  0.01 0.53
Logistic regression  0.22 0.51
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Linear Discriminant Analysis

@ Chcemy znalez¢ taki kierunek a w przestrzeni X', ktdry najlepiej
rozdziela klasy

E(x) = Ex = [E(xM), E(x®?)), ..., E(x(P)]T
Y = Cov(x) = E[(x — Ex)(x — Ex) "] = (03)F =1

o = E[(x) — Ex()(xY) — ExU))]
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Linear Discriminant Analysis

@ wariancja zmiennej losowej a’ x

Var(a™x) = E(a’x — E(a’x))? = E[a’ (x — Ex)(x — EX)
=a’Cov(x)a =aXa

@ Srednie

Xk— Zxk,, k:1,2
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Linear Discriminant Analysis

@ zatozenie: klasy charakteryzuja sie taka sama macierza

kowariancji
1 2 2 Ny
W = Z(nk —1)Sx = Z Z (ki — Xi) (Xki — ’_(k)T )
n—2 ‘
k=1 k=1 Li=1
n=ny+ no

gdzie Sy dla k = 1,2 s3 prébkowymi macierzami kowariancji w
klasach 1i 2

@ miara zmiennoéci wewnatrzgrupowej: a’ Wa
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Linear Discriminant Analysis

@ Znajdujemy kierunek a w X, ktéry najlepiej rozdziela obydwie
podpréby uczace

aT>'(2 — aT>'<1)2
a’Wa

argmax,

@ Rzutujemy ortogonalnie obie Srednie klas oraz nowa obserwacje
x 0 nieznanej klasie na ten kierunek i klasyfikujemy x do klasy
J, jezeli zachodzi

la"x —a'%x;| < [a"x —a'x,

dla k #j, j, k€ {1,2}.
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Linear Discriminant Analysis

prosta dyskryminacyjna

2
|
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Linear Discriminant Analysis

Hiperptaszczyzna rozdzielajaca klasy:

(% — %) TW1[x %(;(2 +%1)] = 0.
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Linear Discriminant Analysis

@ Chcemy znaé P(G|X)

o fi(x) - gestos¢ X w klasie G = k

@ m; - prawdopodobienstwo a priori dla klasy k
o YK m =1

Mamy:
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Linear Discriminant Analysis

@ Gestosci klas:

1 1 Ts—1
- - —5 (x—p) " E 7 (x— k)
) = Grprmare ‘
° ¥, =Y Vk
P(G = k|X = x) B fi(x) Tk
log PG X =x) log F(x) +Iog?l

T 1 _ _
= log ;’; = 5+ ) T ke = )+ xTE T (ke — )

Adrian Ptoszczyca Linear Methods for Classification



Linear Discriminant Analysis
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Linear Discriminant Analysis

W wyniku LDA dostajemy funkcje dyskryminacyjne postaci

_ 1 _
0(x) = x = e — Sl 2 g+ log i

i odpowiadajaca im regute decyzyjna G(x) = argmax,ox(x).
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Linear Discriminant Analysis

Estymacje:
o Ty = % gdzie Ny jest liczba obserwacji w klasie k,
o fk = Vg i
© 3 =32 Cgmk(xi — i) (xi — k) /(N = K).

W przypadku dwéch klas LDA klasyfikuje do klasy 2 jesli

A

A 1
X7y po—pa) > 2M2TZ Mz—*u {57 iy +log(Ny /N)—log(No /N
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Quadratic Discriminant Analysis

o LDA:

_ 1 _
k(x) = xTE e — ENIZ_Z Lk + log Tk

o QDA:

1 1 _
Ok(x) = — log [Zk| — 5 (x — pu) T (x — k) + log T

@ {x:dx(x)=0/(x)}
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LDA vs QDA
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Regularized Discriminant Analysis

@ Regularyzowane macierze kowariancji sa postaci

(o) =aS+(1—a)X
a€[0,1]

Adrian Ptoszczyca Linear Methods for Classification



Regularized Discriminant Analysis

Regularized Discriminant Analysis on the Vowel Data
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Computations for LDA

S = UD Ul
@ Uy - ortonormalna macierz p x p
@ Dy jest diagonalng macierzg z dodatnimi wartosciami wtasnymi

Witedy sktadnikami potrzebnymi do obliczenia dx(x) sa

o (x —Aﬂk)Tiz?l(X — fuc) = [U] (x = )] " DU (x = fu)]
o log |Xk| =, log du
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Computations for LDA

@ przetransformowa¢ dane wzgledem wspdlnego estymatora
kowariangji ¥ : X* « D2 UTX, gdzie & = UDUT w taki
sposéb, ze estymowana macierz kowariancji X* bedzie
identycznosciowa

@ zaklasyfikowa¢ do klasy o najblizszym centroidzie w tej
przetransformowanej przestrzeni, modulo efekt
prawdopodobiefstwa a priori 7, tej klasy
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Reduced-Rank LDA

@ rzutujemy X* na ta podprzestrzen Hy_1

@ chcemy mie¢ taki wymiar L < K — 1 Zze podprzestrzen
H; C Hk_1 bedzie dla LDA w jakim$ sensie optymalna
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Reduced-Rank LDA

@ obliczy¢ macierz centroidéw klas M wymiaru K X p i macierz
kowariancji W (kowariancja wewnatrzgrupowa)

o obliczy¢ M* = MW 3

@ obliczy¢ macierz kowariancji M* czyli B* (kowariancja
miedzygrupowa)

@ obliczy¢ B* = V*DgV/*T

e /= V,TX, gdzie v, = W‘%"/*
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Reduced-Rank LDA
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Reduced-Rank LDA

Problem sprowadza sie do maksymalizacji

a’Ba

max, ———
al Wa
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Reduced-Rank LDA

o klasyfikacja ze wspolnymi macierzami kowariancji prowadzi do
liniowych granic decyzyjnych. Klasyfikacje mozna osiaggnaé
przez przeksztatcenie danych tak, aby miaty identyczno$ciowa
macierz kowariancji i klasyfikacje do najblizszego centroidu
(modulo log 7)

@ Poniewaz licza sie tylko odlegtosci wzgledne do centroidéw,
mozna ograniczy¢ dane do podprzestrzeni rozpietej przez
centroidy [w przestrzeni sferycznej].

@ Ta podprzestrzen moze by¢ dalej roztozona na kolejne
podprzestrzenie optymalne z punktu widzenia separacji srodka
ciezkosci
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Reduced-Rank LDA

Misclassification Rate
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Reduced-Rank LDA

Canonical Coordinate 2

Classification in Reduced Subspace

Canonical Coordinate 1
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