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Regresja
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Postac modelu regresiji logistycznej
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By podkreslié zalesmosé od calego zbiorn parametrow 8 = { g, 41, -, Bk —1y0s AL}, powyisze prawdopo-
dobienstwa bedsiemy osnaczad jako:

PriG =k|X = x) = pp(x; )



Dopasowywanie modeli regres
logistycznej

Model regresji logistyezne] jest zazwycza) dopasowywany przy pomocy metody najwicksze] wiarygodnose,
wykorzystujae prawdopodobienstwo warunkowe G przy danyvm X, Logarytm funkeji wiarygodnosct dla N
obserwacjl mozemy zapisad nastepujaco:

e = L log pg, (235 0), (4.19)

pi(zi; 0) = Pr(G = k| X = x;;0).



Przypadek dwoch klas

By ulatwié sobic rozumowanic rozwazmy preypadek dwaoch klas. Wawezas mozemy przyiac, ze y: € {0, 1},
gdeie jesliy; = 1, tog; = 1, a gdy y; = 0, to g; = 2. Niech py(x,0) = plx,0) i pa(x,8) = 1 — p(z, #). Wowesas
funkcja wiarygodnodei (po naloZeniu logarytmu) ma nastepujaca postac:
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W tym wypadku G = {f10. 51}, a wektor wejsé¢ r; zawiera stala réwna 1 odpowiadajaca wyrazowi wol-
nemu (intercept).



Algorytm Newtona-Raphsona

Szukamy wartosel pochodne] losarvimu funkeji wiarveodnodel w serze:
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By rozwigzac rownanic 4.21 wykorzystujemy algoryvtm Newtona-Raphsona, ktory wymaga od nas policzenia
drugiej pochodnej logarytmu funkcji wiarygodnosci lub hejsanu macierzy:
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ﬂﬁr}g}' ZI*L p(zi; B)(1 — p(zi; B))- (4.22)



Algorytm Newtona-Raphsona

Zaczynajac od 3%, pojedyncza aktualizacja " wyglada nastepujaco:
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Uwaga: pochodne we wzorze dotyczg (90



Notacja macierzowa

Mozemy rowniez przedstawic wzory z poprzednich slajdow w notacji macierzowej. Niech y bedzie wektorem
wartodei gy, X macierza N x (p + 1) o wartodciach x;, p wektorem dopasowanych prawdopodobichstw z
i — tym wyrazem p(x;; 3°Y) 1 W macierza diagonalng N x N wag z i — tym elementem na diagonali réwnym
plxi; A29) (1 — p(x;; A7), Wowezas mozemy zapisad:

(Als] .
T - X'y (4.24)
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Krok Newtona wyglada nastepujaco:

fnﬂw _ ﬂ“m } {KTWKJ_]XT{F p::l
= (XTWX)"'X"W (X + W l(y — p))
— (XTWX) 'XTWz. (4.26)



Algorytm IRLS

Algorytm ten jest okreslany jako iteratively reweighted least squares lub IRLS, poniewaz kazda iteracja
rozwigzuje problem wazonych najmniejszych kwadratow:

A" — arg Hjlr;‘l[l{:ﬁ —XA) " W(z — X3). (4.28)

Wydaje sig, ze 3 = 0 jest dobra wartoscia poczatkows procedury iteracyjnej, chociaz zbicznosé nigdy nie jest
zagwarantowana. Zazwycza] algorytm jest zbiezny, poniewaz logarytm funkeji wiarygodnosci jest wklesty.

W preyvpadku, gdy roswasamy wiele klas (K 2 3) algorytm Newtona rdwnies mosnma wyrazic jako TRLS,
ale z weklorem K 1 odpowiedzi i niediagonalng macierza wag per obserwacja. Allernalywnic mosemy
rownicz skorzystaé z metody coordinate-decent, ktdra rownies efektywnie maksymalizuje logarytm funkcji

wiarygood nose.



Aproksymacje kwadratowe | wnioskowanie

Estymatory najwicksze) wiaryvgodnosel 3 s5 wspOotezynnikami w modelun dopasowanym metoda wazonych
najmniejszych kwadratow, gdzie odpowiedzi wyrazane sa nastepujacym wzorem:

(y: — 1;)

pi(1—pi) (4.29)
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Ponadto, wagi wyrazane sq wzorem w; — pi(1 — ;). Zardwno z;, jak i w; zalera od estymatora fﬁ-



Aproksymacje kwadratowe | wnioskowanie

Zanwazmy rownicz, ze:

1. Wazona rezydualna suma kwadratow jest rowna statystyee chi-kwadrat Pearsona i ma nastepujaca postad:
N Y

Z (y: — I-'-i]g

- 71 A (4.30)

— pi(1 — Pi)

2. Jeshi model jest poprawny, to ,L’} zbicga do prawdziwego [3;

3. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego rozklad 3 zbiega do N(8, (XTWX) ).

4.Budowa modelu moze byé kosztowna w przypadku modeli regresji logistycznej, poniewaz kazde dopa-

sowanie modelu wymaga iteracji. W przypadku regresji logistyczne] mozemy uzy¢ testu Rao score i testu

Walda. Zaden z nich nie wymaga iteracyjnego dopasowania modelu.

Powyzsze wlasnodcl znajduja swoje zastosowanie na przyvklad w R. Objekty GLM (generalized linear model)

sa traktowne jak modele liniowe i wowczas wszystkie narzedzia dostepne dla modeli liniowych moga zostaé
zastosowance automatycznic.



Regresja logistyczna regularyzowana
normg L1

Kara L, wykorzyvstywana prey metodzie Lasso, moze byé rowniez wykorsystywana do selekeji i Sciagania do
zera zmicnnych w dowolnym modelu liniowym. W preyvpadku regresji logistycanej bedziemy maksymalizowad
wyrazenic 4.2, na ktore nalozona zostala kara L. Wyragzenic to ma nastepujacy postac:

N
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Podobnie jak w przypadku Lasso, zazwycza] nie karzemy interceptu i standaryzujemy predyktory.



Regresja logistyczna regularyzowana
normg L1

Wryrazenie 4.31 jest wkleste, zatem rozwiazanic mozemy znalezd przy pomocy réznych nieliniowyveh metod
programowania. Alternatywnie mozemy uzyé tych samych kwadratowych aproksymacji, ktorych uzylismy
przy algorytmie Newtona. Wowczas mozemy rozwigzac 4.31 poprzez wiclokrotna aplikacje wazonego algo-
rytmu lasso,

Co cickawe, rownania 4.24 dla zmiennych z niezerowymi wspoleczynnikami maja nastgpujaca postac:

X; (v — p) = A -sign(5;), (4.32)



Regresja logistyczna regularyzowana
normg L1
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FIGURE 4.13. L; regularized logistic regression coefficienis for the South
African heart disease data, plotted as a function of the L, norm. The variables
were all standardized to have unit variance. The profiles are computed exactly at
each of the plolled poinls.



Hiperptaszczyzny
separujgce



Hiperptaszczyzny separujace

Na kolejnym etapie zajmiemy sig klasyfikatorem wykorzystujacym plaszezyzny separujace.
Klasyfikator ten wyznacza liniowe granice decyzyjne, ktore w najlepszy mozliwy sposob dziela
dane na klasy.

Obraz 4.14 pokazuje 20 punktow nalezgeych do dwoch klas w R2. Dane te mozna rozdzielié prey pomo-
cy linii. Na obrazku widzimy dwic nicbieskic linie, ktore przedstawiajs dwie sposrod nieskonezonej liczby
hiperptaszyzn separujacych. Linia pomaranczowa zostala wyznaczona przy pomocy metody najmniejszych
kwadratéow. Widzimy, Ze rozwiazanie nzyskane przy pomocy metody najmniejszych kwadratow popelnia je-
den blad. Metoda LDA wyznacza taks samg granice jak ta zaznaczona na rysunku kolorem pomaranczowyimn.
Wrynika to z faktu, ze w praypadku, gdy rozwazamy dwie klasy rozwigzanie uzyskane dla regresji liniowej i
LDA jest takic samo.



Hiperptaszczyzny
separujgce

FIGURE 4.14. A toy example with two classes separable by a hyperplane. The
orange line is the least squares solution, which misclassifies one of the training
points. Also shoum are two blue separating hyperplanes found by the perceptron
learning algorithm with different random starts.



Perceptron Rosenblatta

Algorytm uczenia perceptron Rosenblatta stara sig¢ znalez¢ hiperplaszezyzne separujaca poprzez minimali-
zacje odleglodei zle sklasyfikowanych punktow od granicy decyzyjnej. Jesli y; = 1 jest zle sklasyfikowane,
WOWCHAS :i::-F_H + g < 0, a gdy y; — 1, jest zle sklasylikowane mamy: r::?qﬂ + [(3p = 0.

Naszym celem joest minimalizacja nastepujacego wyrazenia:

D(B,B0) = — Y vi(x B+ o), (4.41)

e M

gdzie M jest zbiorem indeksow zle sklasyfikowanych punktow.



Perceptron Rosenblatta

Gradienty wzgledem 31 Gy (zakladajac, ze M jest ustalony) wyrazance s; nastopujacymi wzorami:

D(f,50) .

i, a5 — —icEMytzt, (4.42)
D(§3, Bo) *
& T —gmj Ui (4.43)

Algorytm w rzeczywistosci wykorzystuje procedure stochastic gradient decent by zminimalizowadé to od-
cinkowo liniowe kryterinm 4.41.



Perceptron Rosenblatta

Parametry modelu sa natomiast aktualizowane w nastepujacy sposdab:

(}fi) - (gn) e (y;:) - (4.44)

pdzie p to wspdtezynnik uczenia sie, za ktory w tym preypadku mozna preyjac 1 bes straty w ogolno
sci. Ponadto warto zaznaczye, ze jezeli klasy sa liniowo separowalne, mozna wykazac, ze algorytm zbiega do
rowdzielajace] hiperptaszcayeny w skonczone] licebie krokow.



Perceptron Rosenblatta

Algorytm ten generuje jednak nastgpujace problemy:

 pdy dane sg separowalne, istnieje wicle rozwigzan i to, ktdre zostanie znalezione zalezy od wartosci
startowe];

e skonczona liczba krokow (prowadzacych do zbieznosci algorytmu) moze byé bardzo duza;

e pidy dane nie sa separowalne, alporytm nie jest zbiezny.



Dziekuje za
uwage



