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Uogolnione modele addytywne

* Uogodlniony model addytywny ma forme

E(Y|X1,Xa,..., Xp) = a+ fi(X1) + fo(X2) + -+ + fp(X).

* Xq, ..., X, - predyktory, Y — zmienna odpowiedzi

. f] — nieparametryczne funkcje



Dwu-klasowa klasyfikacja

* u(X) =Pr(Y =1|X) — srednia odpowiedzi binarnej

u(X) __
log =a+ H#X e+ 0, X
ou (T20) —o

e Addytywny logistyczny model regresji zamienia kazdy sktadnik liniowy
w 0golniejszg forme funkcjonalna:

) 1(X) oy, .
log (1 - ;J(X)) = o+ f1(Xq) + + fp(X})



e g— funkcja linkujgca

g X)] = a+ fr(X1) + -+ Fp(Xp),

Przyktady funkcji linkujacych:

* gly) =1,
* g(u) = logit(u), g(u) = probit(p),
* g(K) = log(u),

e g() =XTB + ay + f(Z) - model semiparametryczny



* Addytywna dekompozycja szeregu czasowego

Yt:St'I‘Tt‘l‘Et,

S; — sktadowe sezonowe,
Ty — trend,
€ — btad pomiaru.



Dopasowywanie modelu addytywnego

* Model addytywny ma forme:

p
Y=a+) fi(X;)+e.
j=1

gdzie € ma srednig zero.
Korzystamy z kryterium sumy kwadratéw z pewng kara:

N
1

p 2 p -
PRSS(av, fi, for-- s fp) = D (;;,- —a—)_ j:;f,r;-_,-]) +) A / f; (t;)2dt;
] 7=1 j=1 '



Algorithm 9.1 The Backfitting Algorithm for Additive Models.

1. Initialize: & = %Z: Ui, fj = 0, V1, 7.
2.Cycle: 7=1,2,...,p,....1,2,....p,...,

fi < Sil{yi—a=)_ felza)}|,

vy

-

o1 .
fi « fi—<) filzy)
J J Ni:]- J J

until the functions fj change less than a prespecified threshold.



Ten sam algorytm daje inne dopasowania, jesli zastapimy operator §;
poprzez:

* Inne jednowymiarowe ,wygtadzacze” regresji, takie jak lokalne
regresje wielomianowe i metody kernel,

e Operatory regresiji liniowej dajgce dopasowania wielomianowe,

odcinkowo state, parametryczne, sklejane dopasowania, szeregowe
albo Fouriera,

* Bardziej skomplikowane operatory takie jak wygtadzajgce

powierzchnie dla interakcji drugiego lub wyzszego rzedu, badz dla
okresowych wygtadzen efektow sezonowych.



* Dla modelu regres;ji logistycznej i innych uogdélnionych modeli
liniowych wtasciwym kryterium jest kryterium logarytmu najwiekszej
wiarogodnosci z pewng kara.



Addytywna regresja logistyczna

* Modelujemy Pr(Y=1]X),
- XT = (X, vy Xp),
e Uogodlniony, logistyczny model addytywny jest postaci

Pr(Y = 1|X)
log -
“Pr(Y =0[|X)

=a+ fi(Xy) + -+ fp(Xp).

* Funkcje f1, ..., f,, estymowane przez procedure backfitting potgczong z
procedurg Newtona-Raphsona.



Algorithm 9.2 Local Scoring Algorithm for the Additive Logistic Regres-
sion Model.

1. Compute starting values: & = log[g/(1 — )|, where § = ave(y;), the

sample proportion of ones, and set f; = 0 V.

2. Define fj = &+ _; fi(xij) and p; = 1/[1 + exp(—i:)].

Iterate:

(a) Construct the working target variable

a {yi_:ﬁ:’]
Zi=1; + = —
T (1 - )

(b) Construct weights w; = pi(1 — pi)

(¢) Fit an additive model to the targets z; with weights w;. us-
ing a weighted backfitting algorithm. This gives new estimates

&, fi, Vi

3. Continue step 2. until the change in the functions falls below a pre-
specified threshold.



Przyktad: przewidywanie spamu

* 4601 wiadomosci e-mail,
* Binarna zmienna odpowiedzi: email lub spam,
e 57 predyktorow:

- 48 predyktoréw ilosciowych — procent stow w e-mailu, ktore zawieraja
podane stowo np. ,business”, ,,address”, ,internet”, ,free”, ,,george”;

- 6 predyktorow iloSciowych — procent pojawiajacych sie znakow w
e-mailu postaci: ch;, ch(, ch[, ch!, chS, lub ch#.

- srednia dtugosc¢ nieprzerwanych ciggdéw wielkich liter,
- dtugosc nieprzerwanego najdtuzszego ciggu wielkich liter,
- suma dtugosci nieprzerwanych ciggow wielkich liter.



e spam =1, email =0,
* [osowo wybrana proba testowa rozmiaru 1536,
* proba treningowa rozmiaru 3065,

* Uzyto uogolnionego modelu addytywnego z szescienng funkcja
sklejang z 4 stopniami swobody dla kazdego predyktora.

Tzn. ze dla kazdego predyktora X; parametr wygtadzenia A; zostat
wybrany tak, aby s'Iad[Sj (/lj)] — 1 = 4, gdzie S;(A) jest macierza
wygtadzania skonstruowang z obserwowanych wartosci x;;.

* Natozono na zmienne logarytm log(x+0.1).



Predicted Class

True Class | email (0) spam (1)

email (0) 58.3% 2.5%
spam (1) 3.0% 36.3%

Btad testowy wynosi 5.5%.
Dla poréwnania liniowy model regres;ji
logistycznej miat btad testowy 7.6%.



Name Num. df Coefficient Std. Error Z Score Nonlinear
P-value
Positive effects
our 5 3.9 (0.566 0.114 4.970 0.052
over 6 3.9 0.244 0.195 1.249 0.004
remove 7 4.0 0.949 (0.183 5.201 0.093
internet 8 4.0 0.524 0.176 2.974 0.028
free 16 3.9 0.507 0.127 4.010 0.065
business 17 3.8 0.779 (0.186 4.179 0.194
hpl 26 3.8 0.045 0.25(0) 0.181 0.002
ch! H2 4.0 0.674 0.128 5.283 0.164
ch$ 93 3.9 1.419 0.280) 5.062 0.354
CAPMAX 96 3.8 0.247 (0.228 1.080 0.000
CAPTOT a7 4.0 0.755 0.165 4.566 0.063
Negative effects
hp 25 | 39| —1.404 0.224 —6.262 0.140
george 27 3.7 —5.003 0.744 —6.722 0.045
1999 37 3.8 —0.672 0.191 —3.512 0.011
re 45 3.9 —0.620 (0.133 —4.649 0.597
edu 46 4.0 —1.183 0.209 —5.647 0.000
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PRIM: Bump Hunting

* Metoda cierpliwej indukcji regut (patient rule induction method)
znajduje pudetka w przestrzeni cech, szukajgc takich, dla ktorych
srednia odpowiedzi jest wysoka.

e Szuka maksimow w funkgji celu. Jesli pozagdane s3 minima, pracuje sie
Z negatywnymi wartosciami zmiennej odpowiedzi.
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* Po zajsciu sekwencji zstepujgcej, PRIM odwraca proces, rozszerzajac
sie wzdtuz dowolnej krawedzi, jesli takie rozszerzenie zwiekszy srednia
w pudetku.

e Odgorna procedura jest zachtanna na kazdym kroku, wiec czesto
dochodzi do odwracania procesu.

* Wynik jest sekwencjg pudetek z roznymi liczbami obserwac;ji.
Kroswalidacja, potgczona z oceng analityka, jest stosowana do wyboru
optymalnego rozmiaru pudetka.



* B, - indeksy obserwacji znalezionych w kroku 1,

* Procedura PRIM usuwa obserwacje umieszczone w B4 ze zbioru
treningowego. Nastepnie dwuetapowy proces — usuwanie i pozniejsze
dotgczanie zmiennych jest powtarzane na pozostatym zbiorze danych.

* Ten proces jest powtarzany kilka razy, produkujgc sekwencje pudetek
B4, B,, ..., B,. Kazde pudetko jest definiowane poprzez zestaw regut
obejmujgcych podzbidr predyktoréw takich jak:

(a1 < X1 < bl) l (bl < X3 < bz)



Algorytm PRIM

1.

Startujemy z petnym zbiorem danych treningowych i maksymalnym
pudetkiem, zawierajgcym wszystkie dane.

Zmniejszamy pudetko, usuwajac procent obserwacji (zwykle 0.05
lub 0.1) majacy najwyzsze (lub najnizsze) wartosci predyktora X;.
Powtarzamy krok 2 dopoki w pudetku nie zostanie minimalna liczba
obserwacji (np. 10).

Powiekszamy pudetko, jesli to wptynie na wzrost Sredniej.

Otrzymujemy sekwencje pudetek z rézng liczbg obserwacji.
Kroswalidacja pomoze wybrac¢ optymalne pudetko nazwane B;.

Usuwamy dane z pudetka B, ze zbioru danych i powtarzamy kroki
2-5, aby uzyskac drugie pudetko i kontynuujemy dopdki nie
otrzymamy wystarczajgcej liczby pudetek.



Przyktad: dane ze spamem

e Spam=1,email=0
Pierwsze dwa pudetka
znalezione przez PRIM:

Box support — proporcja

obserwacji, ktore
sg w pudetku

Rule 1 Global Mean | Box Mean | Box Support
Training 0.3931 0.9607 0.1413
Test 0.3958 1.0000 0.1536

i ch! > 0.029

CAPAVE > 2.331

your > (0.705

1999 < 0.040

Rule 19" cppror = 79.50

edu < 0.070

re < (.535

A ch: < 0.030
Rule 2 Remain Mean | Box Mean | Box Support
Training 0.2998 0.9560 0.1043
Test 0.2862 0.9264 0.1061

remove > (.010

v )
Rule 2 { george < (.110




MARS: Multivariate Adaptive Regression
Splines

 Metoda MARS rozszerza kawatkami liniowe funkcje bazowe postaci:

T —t. it r = 1. I — . it & < £,
T—1), = . and t—r), = .
(4 ) { ), otherwise. H [ r) { (). otherwise.
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» Kazda funkcja jest kawatkowo liniowa z weztem w wartosci t.
Nazywamy te dwie funkcje , reflected pair”.

* Celem jest utworzyc ,reflected pair” dla kazdego wejscia X; z weztami
przy kazdej zaobserwowanej wartosci x;; tego wejscia.

* Wtedy kolekcja funkcji bazowych jest postaci

C=UXj =)+, (= Xj)+} tefa a0, on;)



* Model ma forme

M
f(X) = (o + Z ﬁmhm(X):

m=1
gdzie h,,(X) jest funkcjg ze zbioru C albo produktem dwéch lub wiecej
funkciji.

Wspotczynniki ,,, sg estymowane przez minimalizowanie rezydualnej
sumy kwadratow.



« Zaczynamy z hy(X) = 1, a pozostate funkcje ze zbioru C sg funkcjami
kandydujgcymi.




* Na kazdym etapie rozwazamy jako nowg pare funkcji bazowych
wszystkie produkty funkcji h,,, w zbiorze M z jedng parg ,reflected
pairs” ze zbioru C.

* Dodajemy do modelu M sktadnik
Brrsrhe(X) - (X; —t)4 + Barsohe(X) - (t — X))y, he € M,

ktory produkuje najwiekszy spadek btedu treningowego.

[m i [m sg estymowane metodg najmniejszych kwadratow wraz ze
wszystkimi innymi M+1 wspotczynnikami w modelu. Zwycieska para
jest dodawana do modelu i proces jest kontynuowany, dopoki zbior
modelu M nie bedzie zawierat maksymalnej liczby sktadnikow.



PRZYKLAD
Zatdézmy, ze na poczatku chcemy dodac do modelu funkcje postaci

E (X]-—x72)++B; (X72 — X2)+

Wtedy ta para funkcji bazowych jest dodawana do zbioru M i nastepnym
krokiem jest rozwazenie par produktow postaci:

h, (X) * (Xj — t)+ oraz h,,(X) (t — Xj)+
gdzie jako h,;, mamy do wyboru:
ho(X) =1, h(X) = (X3 — x72) +

Albo hz(X) = (x72 _X2)+.

Trzeci z tych wyboréw produkuje funkcje postaci (X; — xc1) + * (75 — X5) +






e Uogodlniona kroswalidacja

S (i — Fa(z))?
(1 —=M(N)/N)?

GCV(\) =

M(A) — liczba parametréw w modelu: liczba sktadnikéw w modelu + liczba
parametrow wykorzystywana przy wyborze optymalnych pozycji weztow;

M(A)=r+3K, r — liczba liniowo niezaleznych funkcji bazowych w modelu, K —liczba
weztow.
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Przyktad

* N=100 obserwacji,

* predyktory Xy, ..., X,,, btedy € - niezalezne o rozktadzie
standardowym normalnym.

Scenariusz 1.
Y = (Xl — J.)_|_ + (Xl — J.)_|_ : ()(g — 8)+ +0.12 - €.

Scenariusz 2

Taki sam jak 1, ale z p=20 predyktorami.



Scenariusz 3

Struktura sieci neuronowej

b
lo

o(t)
Y

X1+ Xo + X3+ Xy + X5,
Xe — X7+ Xg — Xg + Xq0,
1/(1+e "),

o(l1) +o(l2)+0.12-¢.



u(x) — prawdziwa Srednia Y

MSEg = avezerest(y — p(2))?%,
MSE = avegetest(f(2) — pu(z))?.
42 _ MSE, — MSE
MSE,

Scenario Mean (S.E.)
1: Tensor product p = 2 0.97 (0.01)
2: Tensor product p = 20 0.96 (0.01)
3: Neural network 0.79 (0.01)
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