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Model regres;ji liniowej
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K.Melka m Model regresji liniowej zaktada, ze funkcja regresji E(Y|X)
——— jest liniowa wzgledem zmiennych objasniajacych
Xi,..., X,.

P
m f(X) =B+ ) X;B
j=1
m Zazwyczaj nieskomplikowany sposéb liczenia i interpretacji
otrzymanych parametréw.

m Dobre wtasnosci predykcyjne w przypadku matej liczby

danych treningowych, niskiej proporcji sygnatu do szumu
lub rzadkich danych.



Rodzaj zmiennych objasniajacych

Metody
regresji
liniowej

Mimo, ze model jest liniowy, to mozemy dokonywaé pewnych
przeksztatcen na zmiennych objasniajacych, ktére niekoniecznie
Woprowadzenie sa ||n|owe

K.Melka

m Zmienne iloéciowe.

m Przeksztatcenia typu: logarytm, pierwiastek kwadratowy
lub kwadrat zmiennej.

m Rozszerzanie bazy, np. Xy = X7, X3 = X; odpowiada za
przedstawienie modelu w postaci wielomianowe;.

m Zmienne jakosciowe przedstawiane za pomoca "dummy
variables".

m Interakcje miedzy zmiennymi, np. X35 = X; - Xo.




Metoda najmniejszych kwadratéw
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Celem metody najmniejszych kwadratéw jest dobranie takich

W wartosci 3, ktére minimalizuja

mniejszych N N p

et RSS(B) = (yi— flai)? = > (yi—Bo— Zﬂfijﬁj)Q-
i=1 i=1 =1

Ze statystycznego punktu widzenia jest sensownje, gdy wektory

obserwacji (x;,y;) sa niezaleznymi losowaniami z populacji lub

gdy y; jest warunkowo niezalezne wzgledem znanych wartosci

€Ty



Geometria metody najmniejszych kwadratéw
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Metoda naj-
mniejszych
kwadratéw

Rysunek: Regresja liniowa za pomoca metody najmniejszych
kwadratéw dla X € R?, zrédto: Elements of statistical learning, fig.
3.1
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Posta¢ estymatora (3

Metody
regresji
liniowej

X Melin Niech X oznacza macierz rozmiaru N x (p + 1), w ktdrej mamy
wartosci zmiennych objasniajacych.
Niech y oznacza wektor wartosci zmiennej objasnianej dtugosci
Metoda naj-

N

mniejszych

kwadratéw Wtedy
m RSS(B) = (y — XB)T(y — XB).
m 2555 = —2xXT(y - Xp).

9%2RSS _ T
O hos = oxXTX.

m X' (y —XpB) =0.
m 5= (XTX)"1xTy.




Geometria metody najmniejszych kwadratéw
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my = X3 =XXTX)"1XTy
Metoda naj- L] H - X(XTX)_IXT

mniejszych

kwadratéw m Wektory xg, X1, ...,X, rozpinaja podprzestrzen przestrzeni
RV,

m Metoda najmniejszych kwadratéw minimalizuje
RSS(B) = ly — XB|*.

m Zatem optymalne 3 sprawia, ze wektor residuéw y — ¥ jest
ortogonalny do wyzej wspomnianej podprzestrzeni.



Geometria metody najmniejszych kwadratéw
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Metoda naj-
mniejszych
kwadratéw

—

X1

Rysunek: Rysunek pokazujacy ortogonalnos¢ wektora residuéw do

przestrzeni rozpietej przez zmienne objasniajace, zrédto: Elements of
statistical learning, fig. 3.2



WHtasnosci estymatoréw
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linfowe Niech obserwacje y; beda nieskorelowane o tej samej wariancji
Refle o2. Niech x; beda wyznaczone. Wtedy macierz kowariancji
wektora 8 ma postaé:

Metoda naj- ~
iy Var(8) = (XTX) "2
1 N
A2 .52
A e ;(yz )

Bardzo czesto zaktadamy, ze mozemy zapisaé zmienne

P

objasniajagce w postaci: Y = 5y + Z X;Bj + ¢, gdzie
j=1

e ~ N(0,0?%)



WHtasnosci estymatoréw
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N(ﬁ (XTX)_1 )
Metoda naj-

mniejszych - 1)0 Na XN —p—1

kwadratéw

| B i 52 s3 niezaleznie statystycznie.

Wz = UB—\/%, gdzie v; jest j—tym elementem na diagonali
(XX)~
m Przy Hy: 3; =0, z; ma rozktad ty_p_1.



rozktadéw
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Rysunek: Ogony rozktadéw tso, t190 i N(0,1), zrédto: Elements of
statistical learning, fig. 3.3



Testowanie grupy wspoétczynnikéw
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Metoda naj- F= (RSS() — RSSl)/(pl — po)
) RSS/(N—p—1)

gdzie RSS; to RSS dla modelu z p; + 1 parametrami, a RSS
to RSS dla zagniezdzonego modelu z pg + 1 parametrami.
Przy zatozeniu normalnosci btedéw oraz przy Hy, ze mniejszy
model jest poprawny, to F' ma rozktad F},, _p N—p—1




Przedziat ufnosci dla f;
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Macierz korelacji miedzy zmiennymi objasniajacymi
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TABLE 3.1. Correlations of predictors in the prostate cancer data.

lcavol 1lweight age 1bph svi lcp gleason
lweight 0.300
Przyktad age 0.286 0.317

lbph  0.063 0.437 0.287

svi  0.593 0.181 0.129 -0.139

lcp  0.692 0.157 0.173 —-0.089 0.671
gleason  (.426 0.024 0.366 0.033 0.307 0.476

pggas  0.483 0.074 0.276 —0.030 0.481 0.663 0.757

2rédto: Elements of statistical learning, tab. 3.1



Scatterplot
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Przyktad

Rysunek: Scatterplot miedzy zmienng objasniana, a dwoma
zmiennymi objasniajacymi, zrédto: Elements of statistical learning,
fig. 1.1



Parametry modelu liniowego
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K.Melka TABLE 3.2. Linear model fit to the prostate cancer data. The Z score is the
coefficient divided by its standard error (3.12). Roughly a Z score larger than two
in absolute value is significantly nonzero at the p = 0.05 level.

Term Coefficient Std. Error Z Score

Intercept 2.46 0.09 27.60

Przyktad lcavol 0.68 0.13 5.37
lweight 0.26 0.10 2.75

age —0.14 0.10 —1.40

1bph 0.21 0.10 2.06

svi 0.31 0.12 247

lcp —0.29 0.15 —1.87

gleason —0.02 0.15 —0.15

peg4s 0.27 0.15 1.74

zrédto: Elements of statistical learning, tab. 3.2
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Przeprowadzamy F'-test, aby sprawdzi¢, czy mozemy wyrzucié z
modelu nieistotne zmienne.

Prayklad b (3281 —20.43)/(9 — 5)
T 29.43/(67—09)

Pr(Fyss > 1.67) = 0.17

= 1.67




Sredni btad predykgji
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Sredni btad predykcji na zbiorze testowym wynosi 0.521. Z
kolei, dla predykcji opartej na uzyciu $redniej wartosci zmienne;
Pl objasnianej ze zbioru treningowego, otrzymalismy 1.057.
Oznacza to, ze nasz model zredukowat bazowy wspétczynnik
btedu o okoto 50%.



Btad sredniokwadratowy

Metody
it Metoda najmniejszych kwadratéw estymuje parametry 3 z
K Melka najmniejszg mozliwa wariancja z posréd wszystkich
nieobcigzonych liniowych estymatoréw.

= MSE(B) = E(B — 5)* = Var(p) + [E() - B)°
Widac¢ jednak, ze moze istnie¢ obcigzony estymator z mniejszym
btedem $redniokwadratowym.
Jakakolwiek metoda, ktéra przesuwa wspétczynniki otrzymane z
metody najmniejszych kwadratéw blizej 0, moze w rezultacie
by¢ obcigzonym estymatorem.
Btad sredniokwadratowy jest scisle powigzany z oczekiwanym
btedem predykg;ji:

m E(Yy — f(x0))? = 0% + E(z] B — f(w0))? =

o2 + MSE(f(x0)).

Btad $rednio-
kwadratowy



Po co nam w ogdle selekcja zmiennych?
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m Skutecznos$é predykeji: pozbywajac sie niektérych
zmiennych (czyli zmieniajac jej wspétczynniki na 0)
mozemy zwiekszy¢ obcigzenie, zmniejszajac przy tym
wariancje.

Selekein m Interpretacja: mniejsza liczba zmiennych pozwala nam na

zmiennych tatwiejsza i trafniejsza interpretacje modelu.




Best-Subset Selection

Metody Dla kazdego k € {0,1,2,...

regresji

,p} znajdujemy podzbiér, dla

liniowej ktérego otrzymujemy najmniejsza warto$¢ RSSS.
K.Melka
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Rysunek: Best-Subset Selection dla danych o raku prostaty, zrédto:
Elements of statistical learning, fig. 3.5
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m W Forward-Stepwise Selection startujemy z modelu z
interceptem i z kazdym krokiem dodajemy zmienng, ktéra
najmocniej poprawia dopasowanie.

m W Backward-Stepwise Selection startujemy z petnego
et modelu i z kazdym krokiem odejmujemy zmienng, ktéra
elekcja ) L.

zmiennych ma najmniejszy wptyw na model.




Poréwnanie metod

Metod
re;r:sj}i, e Best Subset
lini A w | Forward Stepwise
tniowe 2 \1 ® Backward Stepwise
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Rysunek: Y = XT3 +¢; N = 300; p = 31; Bi,...,B10 ~ N(0,0.4),
pozostate réwne 0; £ ~ N(0,6.25) zrédto: Elements of statistical
learning, fig. 3.6



Ridge regression
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N

P P

5 : 2

n ,BR:argmlnﬂ{Z(yi—ﬁg—injﬁj) —i-/\ZBJZ}.

i=1 j=1 j=1

m )\ > 0 - parametr regularyzacyjny: im wieksza wartos¢, tym
wiekszy stopien obcigzenia wspétczynnikéw w strone 0.

N P
m B3R = argming Z (yi — Bo — injﬁj)z, pod warunkiem
i=1 j=1

Regresja 2
grzbietowa ‘I])ZI B‘] S t
(Ridge

regression)



Posta¢ macierzowa
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m RSS(N\) = (y — XB)(y — XB) + A875.
m 58 = (XTX 4+ A1)~ 1XTy
m W przypadku ortonormalnym % = ﬁLS/(l +A).

Regresja
grzbietowa

(Ridge
regression)



Ridge regression
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Coefficients

Regresja

grzbietowa

(Ridge

eisses) Rysunek: Wspoétczynniki obliczone przy pomocy regresji grzbietowej w

zalezno$ci od warto$ci \; czerwong linig zaznaczono wartosc¢
optymalng wyznaczong przez kroswalidacje, zrédto: Elements of
statistical learning, fig. 3.8
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K.Melka A
m Y = argmin Z <y7; — Bo — szjﬁj> , pod warunkiem
i=1 j=1

p
doIBil <t
j=1

DN |

] BL = argmin{

N P P
> wi—Bo— D B>+ A \5;’!}-
j=1 j=1

=1

P
m Gdy t > Z \BJLS| to B]L = st dla kazdego j.
j=1
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Coefficients

Shrinkage Factor s

Rysunek: Wspotczynniki obliczone przy pomocy LASSO w zaleznosci
od wartosci s =t/ Z§:1 Bj; czerwong linig zaznaczono wartos¢
optymalng wyznaczong przez kroswalidacje, zrédto: Elements of
statistical learning, fig. 3.10



Estymatory 8 w zaleznosci od wartosci /§’LS
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liniowej TABLE 3.4. Estimators of 35 in the case of orthonormal columns of X. M and X
are constants chosen by the corresponding techniques; sign denotes the sign of its
argument (£1), and x denotes “positive part” of x. Below the table, estimators
are shown by broken red lines. The 45° line in gray shows the unrestricted estimate
for reference.

Estimator Formula

Best subset (size M) 3] -I(\ﬁ]\ > \Q(M)\)

Ridge Bi/(L+ )

Lasso sigll(;’;])(\[i]\ A+
Best Subset Ridge Lasso

. A

< e 7

1 1Banl s i
00 —7 00 )
) P .

Poréwnanie i

mosliwosci zrédto: Elements of statistical learning, tab. 3.4

rozszerzenia
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Poréwnanie i
mozliwosci

rozszerzenia

Geometria LASSO i regresji grzbietowej

Rysunek: Zaznaczone obszary to kolejno |B1| + |f2| < ti
B2 + B3 < t2; czerwone elipsy to kontury funkcji btedu wzgledem
metody najmniejszych kwadratéw, zrédto: Elements of statistical
learning, fig. 3.11



Generalizacja regresji grzbietowej i LASSO
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},qzo

1 q=20.5 q=0.1

P P
/3’ = argminﬁ{ Z (yz — Bo — Zl’ijﬁj)Q + )\Z Ak

i=1 j=1 j=1

q=14 q=2 q=
| | |
[ | |

Rysunek: Kontury stafej wartosci } [3;|? dla danych wartosci g,
zrédto: Elements of statistical learning, fig. 3.12

Poréwnanie i
mozliwosci
rozszerzenia




Elastic net
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p
A (aBF + (11— a)lB;])
7j=1

qg=1.2 a = 0.2
I

N
NV

Elastic Net

Lol Rysunek: Poréwnanie kary elastic net i . [3;|? dla ¢ = 1.2, Zrédto:
mosiwosdl Elements of statistical learning, fig. 3.13

rozszerzenia



Poréwnanie wynikéw dla danych o raku prostaty

Metody
regresji
liniowej

TABLE 3.3. Estimated coefficients and test error results, for different subset
and shrinkage methods applied to the prostate data. The blank entries correspond
to variables omitted.

K.Melka

Term LS Best Subset Ridge Lasso
Intercept 2.465 2.477 2.452  2.468
lcavol 0.680 0.740 0.420  0.533
lweight 0.263 0.316 0.238  0.169
age —0.141 —0.046
1bph 0.210 0.162  0.002
svi 0.305 0.227  0.094
lcp —0.288 0.000
gleason —0.021 0.040
pgg4s 0.267 0.133
Test Error 0.521 0.492 0.492 0479
Std Error 0.179 0.143 0.165 0.164

Poréwnanie i
mozliwosci
rozszerzenia

zrédto: Elements of statistical learning, tab. 3.3
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Dziekuje za uwage.
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