
Metody
regresji
liniowej

K.Melka

Wprowadzenie

Metoda naj-
mniejszych
kwadratów

Przykªad

Bª¡d ±rednio-
kwadratowy

Selekcja
zmiennych

Regresja
grzbietowa
(Ridge
regression)

LASSO

Porównanie i
mo»liwo±ci
rozszerzenia

Metody regresji liniowej

Melka Kamil

Uniwersytet Wrocªawski

14.03.2022



Metody
regresji
liniowej

K.Melka

Wprowadzenie

Metoda naj-
mniejszych
kwadratów

Przykªad

Bª¡d ±rednio-
kwadratowy

Selekcja
zmiennych

Regresja
grzbietowa
(Ridge
regression)

LASSO

Porównanie i
mo»liwo±ci
rozszerzenia

Plan prezentacji

1 Wprowadzenie

2 Metoda najmniejszych kwadratów

3 Przykªad

4 Bª¡d ±redniokwadratowy

5 Selekcja zmiennych

6 Regresja grzbietowa (Ridge regression)

7 LASSO

8 Porównanie i mo»liwo±ci rozszerzenia



Metody
regresji
liniowej

K.Melka

Wprowadzenie

Metoda naj-
mniejszych
kwadratów

Przykªad

Bª¡d ±rednio-
kwadratowy

Selekcja
zmiennych

Regresja
grzbietowa
(Ridge
regression)

LASSO

Porównanie i
mo»liwo±ci
rozszerzenia

Model regresji liniowej

Model regresji liniowej zakªada, »e funkcja regresji E(Y |X)
jest liniowa wzgl¦dem zmiennych obja±niaj¡cych
X1, . . . , Xp.

f(X) = β0 +

p∑
j=1

Xjβj .

Zazwyczaj nieskomplikowany sposób liczenia i interpretacji
otrzymanych parametrów.

Dobre wªasno±ci predykcyjne w przypadku maªej liczby
danych treningowych, niskiej proporcji sygnaªu do szumu
lub rzadkich danych.



Metody
regresji
liniowej

K.Melka

Wprowadzenie

Metoda naj-
mniejszych
kwadratów

Przykªad

Bª¡d ±rednio-
kwadratowy

Selekcja
zmiennych

Regresja
grzbietowa
(Ridge
regression)

LASSO

Porównanie i
mo»liwo±ci
rozszerzenia

Rodzaj zmiennych obja±niaj¡cych

Mimo, »e model jest liniowy, to mo»emy dokonywa¢ pewnych
przeksztaªce« na zmiennych obja±niaj¡cych, które niekoniecznie
s¡ liniowe.

Zmienne ilo±ciowe.

Przeksztaªcenia typu: logarytm, pierwiastek kwadratowy
lub kwadrat zmiennej.

Rozszerzanie bazy, np. X2 = X2
1 , X3 = X3

1 odpowiada za
przedstawienie modelu w postaci wielomianowej.

Zmienne jako±ciowe przedstawiane za pomoc¡ "dummy
variables".

Interakcje mi¦dzy zmiennymi, np. X3 = X1 ·X2.
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Metoda najmniejszych kwadratów

Celem metody najmniejszych kwadratów jest dobranie takich
warto±ci βj , które minimalizuj¡

RSS(β) =

N∑
i=1

(
yi − f(xi)

)2
=

N∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

xijβj
)2
.

Ze statystycznego punktu widzenia jest sensowne, gdy wektory
obserwacji (xi, yi) s¡ niezale»nymi losowaniami z populacji lub
gdy yi jest warunkowo niezale»ne wzgl¦dem znanych warto±ci
xi.
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Geometria metody najmniejszych kwadratów

Rysunek: Regresja liniowa za pomoc¡ metody najmniejszych

kwadratów dla X ∈ R2, ¹ródªo: Elements of statistical learning, �g.

3.1
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Posta¢ estymatora β̂

Niech X oznacza macierz rozmiaru N × (p+ 1), w której mamy
warto±ci zmiennych obja±niaj¡cych.
Niech y oznacza wektor warto±ci zmiennej obja±nianej dªugo±ci
N .
Wtedy:

RSS(β) = (y− Xβ)T (y− Xβ).
∂RSS
∂β = −2XT (y− Xβ).

∂2RSS
∂β∂βT = 2XTX.

XT (y− Xβ) = 0.

β̂ = (XTX)−1XT y.
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Geometria metody najmniejszych kwadratów

ŷ = Xβ̂ = X(XTX)−1XT y

H = X(XTX)−1XT

Wektory x0, x1, . . . , xp rozpinaj¡ podprzestrze« przestrzeni
RN .
Metoda najmniejszych kwadratów minimalizuje
RSS(β) = ||y− Xβ||2.
Zatem optymalne β̂ sprawia, »e wektor residuów y− ŷ jest
ortogonalny do wy»ej wspomnianej podprzestrzeni.
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Geometria metody najmniejszych kwadratów

Rysunek: Rysunek pokazuj¡cy ortogonalno±¢ wektora residuów do

przestrzeni rozpi¦tej przez zmienne obja±niaj¡ce, ¹ródªo: Elements of

statistical learning, �g. 3.2
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Wªasno±ci estymatorów

Niech obserwacje yi b¦d¡ nieskorelowane o tej samej wariancji
σ2. Niech xi b¦d¡ wyznaczone. Wtedy macierz kowariancji
wektora β̂ ma posta¢:

Var(β̂) = (XTX)−1σ2

σ̂2 =
1

N − p− 1

N∑
i=1

(yi − ŷi)2

Bardzo cz¦sto zakªadamy, »e mo»emy zapisa¢ zmienne

obja±niaj¡ce w postaci: Y = β0 +

p∑
j=1

Xjβj + ε, gdzie

ε ∼ N(0, σ2)
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Wªasno±ci estymatorów

β̂ ∼ N(β, (XTX)−1σ2)

(N − p− 1)σ̂2 ∼ σ2χ2
N−p−1

β̂ i σ̂2 s¡ niezale»nie statystycznie.

zj =
β̂j

σ̂
√
vj
, gdzie vj jest j−tym elementem na diagonali

(XTX)−1

Przy H0 : βj = 0, zj ma rozkªad tN−p−1.
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Ogon rozkªadów

Rysunek: Ogony rozkªadów t30, t100 i N(0, 1), ¹ródªo: Elements of

statistical learning, �g. 3.3
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Testowanie grupy wspóªczynników

F =
(RSS0 −RSS1)/(p1 − p0)

RSS1/(N − p1 − 1)
,

gdzie RSS1 to RSS dla modelu z p1 + 1 parametrami, a RSS0
to RSS dla zagnie»d»onego modelu z p0 + 1 parametrami.
Przy zaªo»eniu normalno±ci bª¦dów oraz przy H0, »e mniejszy
model jest poprawny, to F ma rozkªad Fp1−p0,N−p1−1
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Przedziaª ufno±ci dla βj

(β̂j − z(1−α)
√
vj σ̂, β̂j + z(1−α)

√
vj σ̂)
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Macierz korelacji mi¦dzy zmiennymi obja±niaj¡cymi

¹ródªo: Elements of statistical learning, tab. 3.1
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Scatterplot

Rysunek: Scatterplot mi¦dzy zmienn¡ obja±nian¡, a dwoma

zmiennymi obja±niaj¡cymi, ¹ródªo: Elements of statistical learning,

�g. 1.1
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Parametry modelu liniowego

¹ródªo: Elements of statistical learning, tab. 3.2
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F -test

Przeprowadzamy F -test, aby sprawdzi¢, czy mo»emy wyrzuci¢ z
modelu nieistotne zmienne.

F =
(32.81− 29.43)/(9− 5)

29.43/(67− 9)
= 1.67

Pr(F4,58 > 1.67) = 0.17
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�redni bª¡d predykcji

�redni bª¡d predykcji na zbiorze testowym wynosi 0.521. Z
kolei, dla predykcji opartej na u»yciu ±redniej warto±ci zmiennej
obja±nianej ze zbioru treningowego, otrzymali±my 1.057.
Oznacza to, »e nasz model zredukowaª bazowy wspóªczynnik
bª¦du o okoªo 50%.
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Bª¡d ±redniokwadratowy

Metoda najmniejszych kwadratów estymuje parametry β z
najmniejsz¡ mo»liw¡ wariancj¡ z po±ród wszystkich
nieobci¡»onych liniowych estymatorów.

MSE(β̂) = E(β̂ − β)2 = V ar(β̂) + [E(β̂)− β]2

Wida¢ jednak, »e mo»e istnie¢ obci¡»ony estymator z mniejszym
bª¦dem ±redniokwadratowym.
Jakakolwiek metoda, która przesuwa wspóªczynniki otrzymane z
metody najmniejszych kwadratów bli»ej 0, mo»e w rezultacie
by¢ obci¡»onym estymatorem.
Bª¡d ±redniokwadratowy jest ±ci±le powi¡zany z oczekiwanym
bª¦dem predykcji:

E(Y0 − f̂(x0))2 = σ2 + E(xT0 β̂ − f(x0))2 =
σ2 +MSE(f̂(x0)).
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Po co nam w ogóle selekcja zmiennych?

Skuteczno±¢ predykcji: pozbywaj¡c si¦ niektórych
zmiennych (czyli zmieniaj¡c jej wspóªczynniki na 0)
mo»emy zwi¦kszy¢ obci¡»enie, zmniejszaj¡c przy tym
wariancj¦.

Interpretacja: mniejsza liczba zmiennych pozwala nam na
ªatwiejsz¡ i trafniejsz¡ interpretacj¦ modelu.
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Best-Subset Selection

Dla ka»dego k ∈ {0, 1, 2, . . . , p} znajdujemy podzbiór, dla
którego otrzymujemy najmniejsz¡ warto±¢ RSS.

Rysunek: Best-Subset Selection dla danych o raku prostaty, ¹ródªo:

Elements of statistical learning, �g. 3.5
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Forward- i Backward-Stepwise Selection

W Forward-Stepwise Selection startujemy z modelu z
interceptem i z ka»dym krokiem dodajemy zmienn¡, która
najmocniej poprawia dopasowanie.

W Backward-Stepwise Selection startujemy z peªnego
modelu i z ka»dym krokiem odejmujemy zmienn¡, która
ma najmniejszy wpªyw na model.
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Porównanie metod

Rysunek: Y = XTβ + ε; N = 300; p = 31; β1, . . . , β10 ∼ N(0, 0.4),
pozostaªe równe 0; ε ∼ N(0, 6.25) ¹ródªo: Elements of statistical

learning, �g. 3.6
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Ridge regression

β̂R = argminβ

{ N∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

xijβj
)2

+ λ

p∑
j=1

β2j

}
.

λ ≥ 0 - parametr regularyzacyjny: im wi¦ksza warto±¢, tym
wi¦kszy stopie« obci¡»enia wspóªczynników w stron¦ 0.

β̂R = argminβ

N∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

xijβj
)2
, pod warunkiem∑p

j=1 β
2
j ≤ t.
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Posta¢ macierzowa

RSS(λ) = (y− Xβ)T (y− Xβ) + λβTβ.

β̂R = (XTX+ λI)−1XT y

W przypadku ortonormalnym β̂R = β̂LS/(1 + λ).
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Ridge regression

Rysunek: Wspóªczynniki obliczone przy pomocy regresji grzbietowej w

zale»no±ci od warto±ci λ; czerwon¡ lini¡ zaznaczono warto±¢

optymaln¡ wyznaczon¡ przez kroswalidacj¦, ¹ródªo: Elements of

statistical learning, �g. 3.8
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LASSO

β̂L = argmin
N∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

xijβj

)2

, pod warunkiem

p∑
j=1

|βj | ≤ t

β̂L = argmin

{
1

2

N∑
i=1

(yi − β0 −
p∑
j=1

xijβj)
2 + λ

p∑
j=1

|βj |
}
.

Gdy t >
p∑
j=1

|β̂LSj |, to β̂Lj = β̂LSj dla ka»dego j.
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LASSO

Rysunek: Wspóªczynniki obliczone przy pomocy LASSO w zale»no±ci

od warto±ci s = t/
∑p

j=1 β̂j ; czerwon¡ lini¡ zaznaczono warto±¢

optymaln¡ wyznaczon¡ przez kroswalidacj¦, ¹ródªo: Elements of

statistical learning, �g. 3.10
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Estymatory β w zale»no±ci od warto±ci β̂LS

¹ródªo: Elements of statistical learning, tab. 3.4
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Geometria LASSO i regresji grzbietowej

Rysunek: Zaznaczone obszary to kolejno |β1|+ |β2| ≤ t i
β2
1 + β2

2 ≤ t2; czerwone elipsy to kontury funkcji bª¦du wzgl¦dem

metody najmniejszych kwadratów, ¹ródªo: Elements of statistical

learning, �g. 3.11
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Generalizacja regresji grzbietowej i LASSO

β̂ = argminβ

{ N∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

xijβj
)2

+ λ

p∑
j=1

|βj |q
}
, q ≥ 0

Rysunek: Kontury staªej warto±ci
∑

j |βj |q dla danych warto±ci q,
¹ródªo: Elements of statistical learning, �g. 3.12
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Elastic net

λ

p∑
j=1

(
αβ2j + (1− α)|βj |

)

Rysunek: Porównanie kary elastic net i
∑

j |βj |q dla q = 1.2, ¹ródªo:
Elements of statistical learning, �g. 3.13
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Porównanie wyników dla danych o raku prostaty

¹ródªo: Elements of statistical learning, tab. 3.3
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦.
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