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Oznaczenia

Ogólne dziaªanie metod ucz¡cych jest powi¡zane ze
zdolno±ci¡ predykcji na niezale»nych danych testowych.
Jest to istotne z praktycznego punktu widzenia.

Y - zmienna obja±niana.

X - wektor zmiennych obja±niaj¡cych.

f̂(X) - model utworzony na podstawie zbioru treningowego
τ .
Funkcja straty mierz¡ca bª¦dy pomi¦dzy Y i f̂(X).

L(Y, f̂(X)) =

{
(Y − f̂(X))2 bª¡d kwadratowy,

|Y − f̂(X)| bª¡d bezwzgl¦dny.
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Bª¦dy

Errτ = E[L(Y, f̂(X))|τ ] - bª¡d testowy.

Err = E[L(Y, f̂(X))] = E[Errτ ] - oczekiwany bª¡d
testowy/predykcji.

err =
1

N

N∑
i=1

L(yi, f̂(xi)) - bª¡d treningowy.
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Minimum Description Length

To podej±cie jest podobne do BIC, natomiast jest ono
lepsze w przypadku optymalnego kodowania.

My±limy o danej z jako o wiadomo±ci, któr¡ chcemy
zakodowa¢ i wysªa¢ do "odbiorcy".

O modelu my±limy w taki sposób, aby zakodowane dane
daªy najkrótszy mo»liwy sposób na przekazanie wiadomo±ci.
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Przykªad

Kod mo»e u»ywa¢ sko«czonego alfabetu dªugo±ci A, np.
kod binarny {0, 1} ma dªugo±¢ A = 2.

Przykªadowo chcemy zakodowa¢ dane z1, z2, z3, z4. W
tym celu mo»emy u»y¢ kodowania 0, 10, 110, 111 (»adne z
kodowa« nie jest przedrostkiem innego, przez co b¦dziemy
mieli jednoznaczno±¢ w odczytywaniu wiadomo±ci).

Wiadomo±¢ z1 z2 z3 z4
Kod 0 10 110 111
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Przykªad

Jak dobra¢ kodowanie do danych z1, z2, z3 i z4?

Dla najcz¦±ciej wyst¦puj¡cej wiadomo±ci chcieliby±my mie¢
jak najkrótszy kod.

Zaªó»my, »e wiadomo±ci s¡ wysyªane z pewnym
prawdopodobie«stwem P (zi), i = 1, 2, 3, 4.

Wtedy zgodnie z twierdzeniem Shannona powinni±my u»y¢
kodu dªugo±ci li = − log2 P (zi) i ±rednia dªugo±¢
wiadomo±ci speªnia E(dªugo±¢) ≥ −

∑
P (zi) log2(P (zi)).

Przesªanie wiadomo±ci o zmiennej losowej, której
prawdopodobie«stwo wyst¡pienia wynosi P (z), potrzebuje
okoªo − log2 P (z) bitów informacji.
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Zastosowanie

Model M z parametrami θ i danymi Z = (X, y).

Rozwa»my P (y|θ,M,X), które okre±la
prawdopodobie«stwo wektora wyj±cia przy danym modelu
M .

Wtedy dªugo±¢ wiadomo±ci to:
dªugo±¢ = − logP (y|θ,M,X)− logP (θ|M).

Chcemy minimalizowa¢ t¦ warto±¢, co jest równowa»ne
maksymalizowaniu prawdopodobie«stwu a posteriori.



Kroswalidacja,

bootstrap i

inne

K.Melka

Wprowadzenie

MDL

Wymiar

Wapnika-

Czerwonienkisa

Kroswalidacja

Bootstrap

Wordle

Rysunek: Przykªadowe rozwi¡zanie gry Wordle,
https://www.youtube.com/watch?v=v68zYyaEmEA

https://www.youtube.com/watch?v=v68zYyaEmEA
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Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa

Trudno±ci¡ w estymowaniu bª¦dów jest to, aby dobrze
okre±li¢ liczb¦ parametrów u»ywanych w modelu.

Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa jest ogóln¡ miar¡
zªo»ono±ci, która mo»e pomóc w tym problemie.

Rozwa»my klas¦ funkcji {f(x, α)} indeksowan¡ przez
wektor parametrów α, x ∈ Rp.
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Pocz¡tkowe podej±cie

Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ charakterystyczn¡. Je±li
α = (α0, α1) i f = 1(α0 + αT

1 x > 0).

Wydaje si¦ zasadne okre±li¢ poziom zªo»ono±ci modelu jako
p+ 1, bo tyle parametrów potrzebujemy do okre±lenia
modelu.

Rozwa»my to podej±cie dla p = 1. Wtedy pojawia si¦
pytanie, czy funkcja f(x, α) = 1(sin(α · x)) ma wi¦ksz¡
zªo»ono±¢ od 1(α0 + α1x)?
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Przykªad

Rysunek: Z rysunku mo»na zobaczy¢ jak du»o punktów mo»e
rozdzieli¢ funkcja 1(sin(αx) > 0), ¹ródªo: Elements of statistical

learning, �g. 7.5
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De�nicja

Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa jest sposobem mierzenia
zªo»ono±ci klasy funkcji, ustalaj¡c jak bardzo te funkcje s¡
faliste.

De�nicja

Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa klasy {f(x, α)} jest równy

najwi¦kszej liczbie punktów, które mog¡ by¢ rodzielone przez

pewn¡ funkcj¦ z klasy {f(x, α)}.
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Przykªad

Rysunek: Z rysunku mo»na zobaczy¢, »e dla trzech punktów zawsze
mo»na znale¹¢ prost¡ rozdzielaj¡c¡ klasy, natomiast dla czterech
punktów nie jest to mo»liwe, ¹ródªo: Elements of statistical learning,

�g. 7.6
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Rozszerzenie klas funkcji do funkcji rzeczywistych

Niech {g(x, α)} b¦dzie klas¡ funkcji rzeczywistych.

Wtedy wymiar Wapnika-Czerwonienkisa takiej klasy jest
równy wymiarowi klasy funkcji {1(g(x, α)− β > 0)}, gdzie
β przyjmuje warto±ci nale»¡ce do przeciwdziedziny g.

Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa mo»na wykorzysta¢ do
szacowania Errτ .
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Szacowania Errτ

Je±li modelujemy N punktów treningowych, u»ywaj¡c klasy
funkcji {f(x, α)} o wymiarze Wapnika-Czerwonienkisa równym
h, to z prawdopodobie«stwem wi¦kszym od 1− η mamy:

Errτ ≤ err+
ε

2

(
1 +

√
1 +

4 · err
ε

)
(klasy�kator binarny)

Errτ ≤ err

(1− c
√
ε)+

(regresja),

gdzie ε = a1
h[log(a2N/h)+1]−log(η/4)

N i 0 < a1 ≤ 4, 0 < a2 ≤ 2.
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Alternatywne oszacowanie Errτ dla regresji

Errτ ≤ err

(
1−

√
ρ− ρ log ρ+

logN

2N

)−1

+

,

gdzie ρ = h
N .
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SRM - structural risk minimization

W tym podej±ciu u»ywamy sekwencji zagnie»d»onych
modeli z rosn¡cym wymiarem Wapnika-Czerwonienkisa
h1 < h2 < · · · , a nast¦pnie wybieramy model z
najmniejsz¡ warto±ci¡ górnego oszacowania Errτ .

To podej±cie mo»e by¢ u»ywane z sukcesem w problemie
support vector classi�er.
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K-Fold Cross-Validation

Dzielimy zbiór danych na K cz¦±ci o zbli»onej liczno±ci
(najcz¦±ciej K = 5 lub K = 10).

Dla k-tego zbioru obliczamy bª¡d predykcji na podstawie
modelu utworzonego z pozostaªych K − 1 podzbiorów.

Robimy to dla k = 1, 2, . . . ,K i nast¦pnie ª¡czymy w
konkretny sposób te K estymatorów.
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K-Fold Cross-Validation

Niech κ : {1, . . . , N} → {1, . . . ,K} b¦dzie funkcj¡
przypisuj¡c¡ ka»dej obserwacji przynale»no±¢ do danego
podzbioru (zazwyczaj robi si¦ to w sposób losowy).

Niech f̂−k(x) oznacza funkcj¦ modeluj¡c¡ utworzon¡ na
podstawie danych, które nie maj¡ k-tego podzbioru.

Wtedy estymacja bª¦du predykcji za pomoc¡ kroswalidacji

przedstawia si¦ jako: CV (f̂) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, f̂
−κ(i)(xi)).

W przypadku K = N mamy do czynienia z
leave-one-out cross-validation. Wtedy κ(i) = i.
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Obci¡»enie i wariancja

Dla K = N zbiory treningowe s¡ bardzo zbli»one do siebie,
przez co estymator bª¦du predykcji jest niemal
nieobci¡»ony, ale mo»e mie¢ du»¡ wariancj¦.

Dla K = 5 estymator ma mniejsz¡ wariancj¦, ale przy
niedostatecznie du»ej próbie mo»e wyst¡pi¢ obci¡»enie.
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Krzywa ucz¡ca

Rysunek: Hipotetyczna krzywa ucz¡ca dla pewnego klasy�katora,
¹ródªo: Elements of statistical learning, �g. 7.8
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Obci¡»enie bª¦du predykcji

Rysunek: Bª¡d predykcji (pomara«czowy) oraz krzywa
10-fold cross-validation estymowana na podstawie pojedynczego
zbioru treningowego, ¹ródªo: Elements of statistical learning, �g. 7.9
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Generalized cross-validation

To podej±cie daje nam wygodny sposób na aproksymacj¦
metody leave-one-out cross-validation dla regresji liniowej z
kwadratow¡ funkcj¡ straty.

Powy»sz¡ regresj¦ mo»na zapisa¢ w taki sposób: ŷ = Sy.

Wtedy leave-one-out cross-validation daje:

1

N

N∑
i=1

[
yi − f̂−i(xi)

]2
=

1

N

n∑
i=1

[
yi − f̂(xi)

1− Sii

]2
, gdzie Sii

to i-ty element na diagonali S.

Wtedy mo»na zrobi¢ przybli»enie za pomoc¡ GCV:

GCV(f̂) =
1

N

N∑
i=1

[
yi − f̂(xi)

1− trace(S)/N

]2
.
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Sposób u»ycia kroswalidacji

Rozwa»my problem klasy�kacji z du»¡ liczb¡ predyktorów.
Typowa strategia mo»e by¢ nast¦puj¡ca:

1 Zmniejsz liczb¦ predyktorów: znajd¹ podzbiór
"dobrych"predyktorów, które s¡ silnie skorelowane z
warto±ciami klas.

2 U»ywaj¡c tego zbioru predyktorów zbuduj wielowymiarowy
klasy�kator.

3 U»ywaj¡c kroswalidacji, wyestymuj nieznan¡ warto±¢
parametrów oraz warto±¢ bª¦du predykcji ostatecznego
modelu.
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Bª¦dne dziaªanie kroswalidacji

Rozwa»my scenariusz, gdzie mamy próbk¦ rozmiaru
N = 50, która jest podzielona na dwie równoliczne klasy.
Zaªó»my, »e mamy p = 5000, gdzie predyktory s¡ iid
∼ N(0, 1). S¡ one niezale»ne z wektorem oznacze« klas.

Wtedy prawdziwy bª¡d dla klasy�kacji wynosi 50%.

Wykonujemy algorytm z poprzedniego slajdu, u»ywaj¡c w
drugim kroku 1-NN classi�er.

Po 50 symulacjach otrzymali±my warto±¢ bª¦du na
poziomie 3%.
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Poprawny sposób u»ycia kroswalidacji

1 Podzielmy w sposób losowy prób¦ na K podzbiorów.

2 Dla ka»dego podzbioru k = 1, 2, . . . ,K

Znajdujemy podzbiór "dobrych"predyktorów, które s¡ silnie
skorelowane z warto±ciami klas, u»ywaj¡c wszystkich prób
spoza k-tego podzbioru.
U»ywaj¡c tego zbioru predyktorów budujemy
wielowymiarowy klasy�kator, tak»e u»ywaj¡c wszystkich
prób spoza k-tego podzbioru.
U»ywamy powy»szego klasy�katora do predykcji warto±ci
klas dla próby z k-tego podzbioru.
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Porównanie zªego i dobrego podej±cia

Rysunek: Histogramy pokazuj¡ korelacje mi¦dzy wektorem warto±ci
klas a 100 predyktorami wybranymi przez dany algorytm (na
podstawie 10 losowo wybranych próbek), ¹ródªo: Elements of

statistical learning, �g. 7.10
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Bootstrap

Bootstrap jest ogólnym narz¦dziem do oceniania
statystycznej dokªadno±ci.

Opiszmy zbiór treningowy jako Z = (z1, z2, . . . , zN ), gdzie
zi = (xi, yi).

Podstawow¡ ide¡ jest wylosowanie nowego zestawu danych
z powy»szego zbioru treningowego. Robimy to losuj¡c ze
zwracaniem.

Robimy tak¡ procedur¦ B razy, nast¦pnie wyznaczamy na
tej podstawie model i ostatecznie obserwujemy zachowania
modeli na podstawie tych B replikacji.
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Schemat procesu bootstrapowego

Rysunek: Schemat procesu bootstrapowego, ¹ródªo: Elements of

statistical learning, �g. 7.12



Kroswalidacja,

bootstrap i

inne

K.Melka

Wprowadzenie

MDL

Wymiar

Wapnika-

Czerwonienkisa

Kroswalidacja

Bootstrap

Estymacja

Za pomoc¡ bootstrapu mo»emy np. estymowa¢ wariancj¦
statystyki S obliczonej na podstawie zbioru treningowego
Z.

V̂ar[S(Z)] =
1

B − 1

B∑
b=1

(S(Z∗b)− S
∗
)2, gdzie

S
∗
=

∑
b S(Z

∗b)/B.

W podobny sposób mo»na próbowa¢ estymowa¢ bª¡d
predykcji.

Êrrboot =
1

B

1

N

B∑
b=1

N∑
i=1

L(yi, f̂
∗b(xi)).
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1-NN classi�er

Prawdziwy bª¡d predykcji wynosi 0.5.

Êrrboot = 0, gdy i-ta obserwacja pojawia si¦ w próbie b. W
przeciwnym przypadku oczekiwany bª¡d b¦dzie wynosi¢ 0.5.

P (obserwacja i ∈ bootstrapowej próbki b) =
1− (1− 1

N )N ≈ 1− e−1 = 0.632.

St¡d oczekiwana warto±¢ Êrrboot wynosi okoªo
0.5 · 0.368 = 0.184.
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Leave-one-out bootstrap

Êrr
(1)

=
1

N

N∑
i=1

1

|C−i|
∑

b∈C−i

L(yi, f̂
∗b(xi)), gdzie C−i jest

zbiorem indeksów bootstrapowych próbek b, które nie
zawieraj¡ i-tej obserwacji.

Êrr
(0.632)

= 0.368 · err+ 0.632 · Êrr
(1)

.

Dla 1-NN classi�er mamy err = 0, Êrr
(1)

= 0.5. Wtedy

Êrr
0.632

= 0.632 · 0.5 = 0.316.
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦.
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