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Oznaczenia
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m Ogdlne dziatanie metod uczacych jest powigzane ze
zdolnoscia predykcji na niezaleznych danych testowych.
Wprowadzenie Jest to istotne z praktycznego punktu widzenia.

K.Melka

m Y - zmienna objasniana.
m X - wektor zmiennych objasniajacych.

m f(X) - model utworzony na podstawie zbioru treningowego

m Funkcja straty mierzaca btedy pomiedzy Y i f(X)

A {( f(X))? btad kwadratowy,

-
L(Y, f(X)) = Y — f(X)|  btad bezwzgledny.
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Woprowadzenie

m Err, = E[L(Y, f(X))|T] - btad testowy.
m Err = E[L(Y, f(X))] = E[Err,] - oczekiwany btad

testowy / predykcji.
| X
m err = N ZL(yi,f(mi)) - btad treningowy.
i=1



Minimum Description Length
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m To podejscie jest podobne do BIC, natomiast jest ono
lepsze w przypadku optymalnego kodowania.

m Myslimy o danej z jako o wiadomosci, ktéra chcemy
zakodowac¢ i wysta¢ do "odbiorcy".

m O modelu myslimy w taki sposéb, aby zakodowane dane
daty najkrétszy mozliwy sposéb na przekazanie wiadomosci.



Przyktad
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m Kod moze uzywaé skonczonego alfabetu dtugosci A, np.
kod binarny {0,1} ma dtugos¢ A = 2.

m Przyktadowo chcemy zakodowa¢ dane z1, 23, 23, 24. W
tym celu mozemy uzy¢ kodowania 0, 10, 110, 111 (zadne z
kodowan nie jest przedrostkiem innego, przez co bedziemy
mieli jednoznaczno$¢ w odczytywaniu wiadomosci).

Wiadomosé H 21 ‘ 29 ‘ 23 ‘ z4
Kod | 0]10]110 111




Przyktad
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e m Jak dobra¢ kodowanie do danych z1, 29, 23 i 247

m Dla najczesciej wystepujacej wiadomosci chcielibysmy mieé
jak najkrétszy kod.

m Zatézmy, ze wiadomosci sa wysytane z pewnym
prawdopodobienstwem P(z;), i = 1,2, 3,4.

m Wtedy zgodnie z twierdzeniem Shannona powinnismy uzy¢
kodu dtugosci I; = —logy P(z;) i $rednia dtugosé
wiadomosci spetnia E(dtugosc) > — > P(z;) logy(P(z;)).

m Przestanie wiadomosci o zmiennej losowej, ktore;
prawdopodobienstwo wystapienia wynosi P(z), potrzebuje
okoto —logy P(z) bitéw informacji.



/Zastosowanie

Kroswalidacja,
bootstrap i
inne

K.Melka

m Model M z parametrami 6 i danymi Z = (X,y).

m Rozwazmy P(y|6, M, X), ktére okresla
prawdopodobiefstwo wektora wyjscia przy danym modelu
M.

m Wtedy dtugos¢ wiadomosci to:
dtugos¢ = —log P(y|0, M, X) — log P(6|M).

m Chcemy minimalizowa¢ te wartos¢, co jest réwnowazne
maksymalizowaniu prawdopodobiefistwu a posteriori.
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Rysunek: Przyktadowe rozwigzanie gry Wordle,
https://www.youtube.com/watch?v=v68zYyaEmEA



https://www.youtube.com/watch?v=v68zYyaEmEA

Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa
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m Trudnoscig w estymowaniu bteddw jest to, aby dobrze

S okresli¢ liczbe parametréw uzywanych w modelu.

Wapnika- . . . . . . .
Czerwonienkis m Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa jest ogdlna miara

ztozonosci, ktéra moze poméc w tym problemie.

m Rozwazmy klase funkeji {f(z, )} indeksowana przez
wektor parametréw «, = € RP.



Poczatkowe podejscie
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m Zatézmy, ze f jest funkcja charakterystyczna. Jesli
a=(ag,a1) i f=1(ag+alx>0).

e m Wydaje sie zasadne okresli¢ poziom ztozonosci modelu jako

Czerwonienkis p+ 1, bo tyle parametréw potrzebujemy do okreslenia

modelu.

m Rozwazmy to podejscie dla p = 1. Wtedy pojawia sie
pytanie, czy funkcja f(z,a) = 1(sin(a - x)) ma wieksza
ztozonosé od 1(ag + a1z)?
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Wymiar
Wapnika-
Czerwonienkis:

£

Rysunek: Z rysunku mozna zobaczy¢ jak duzo punktéw moze
rozdzieli¢ funkcja 1(sin(ax) > 0), zrédto: Elements of statistical
learning, fig. 7.5



Definicja
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Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa jest sposobem mierzenia

ztozonosci klasy funkgji, ustalajac jak bardzo te funkcje sa
Wymiar fallste

Wapnika-
Czerwonienkis:

Definicja

Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa klasy { f(x, )} jest réwny
najwiekszej liczbie punktéw, ktdre moga byc rodzielone przez
pewna funkcje z klasy { f(z,a)}.
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Wymiar
Wapnika-
Czerwonienkis:

Rysunek: Z rysunku mozna zobaczy¢, ze dla trzech punktéw zawsze
mozna znalez¢ prosta rozdzielajaca klasy, natomiast dla czterech
punktéw nie jest to mozliwe, zrédto: Elements of statistical learning,
fig. 7.6




Rozszerzenie klas funkcji do funkgji rzeczywistych
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m Niech {g(z, )} bedzie klasa funkgji rzeczywistych.

Wymiar m Wtedy wymiar Wapnika-Czerwonienkisa takiej klasy jest

Wapnika- . . . .

Gt réwny wymiarowi klasy funkeji {1(g(z, ) — 8 > 0)}, gdzie
[ przyjmuje wartosci nalezace do przeciwdziedziny g.

m Wymiar Wapnika-Czerwonienkisa mozna wykorzystaé do

szacowania Err;.



Szacowania Err;
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Jesli modelujemy N punktéw treningowych, uzywajac klasy
funkgji {f(x, )} o wymiarze Wapnika-Czerwonienkisa réwnym

h, to z prawdopodobieristwem wiekszym od 1 — n mamy:

Wymiar
Wapnika-

zerwonienkis: JE— 4 - err
< “ ErrTSerr—i—;(l—i— 1+ e

) (klasyfikator binarny)

Err, < o (regresja),
(I —cvE)+

gdzie e = a1 h[log(azN/hz\J,r”_log(n/@ i0<a; <4,0<ay<2.




Alternatywne oszacowanie Err, dla regresji
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Wymi.ar 1 N -1
s Ert, < err(l - \/ p—plogp+ o ) ,
+

gdzie p = %



SRM - structural risk minimization
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m W tym podejéciu uzywamy sekwencji zagniezdzonych
Wymiar modeli z rosngcym wymiarem Wapnika-Czerwonienkisa
e h1 < hg < ---, a nastepnie wybieramy model z
najmniejsza wartoScia gérnego oszacowania Err. .
m To podejscie moze by¢ uzywane z sukcesem w problemie
support vector classifier.
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m Dzielimy zbiér danych na K czesci o zblizonej licznosci
(najczesciej K =5 lub K = 10).

m Dla k-tego zbioru obliczamy btad predykcji na podstawie

Kroswalidacja modelu utworzonego z pozostatych K — 1 podzbioréw.

m Robimy todla k =1,2,..., K i nastepnie taczymy w
konkretny sposéb te K estymatordw.




K-Fold Cross-Validation
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K.Melka m Niech x: {1,...,N} — {1,..., K} bedzie funkcja
przypisujaca kazdej obserwacji przynaleznos¢ do danego
podzbioru (zazwyczaj robi sie to w sposéb losowy).

m Niech f~%(x) oznacza funkcje modelujaca utworzong na
podstawie danych, ktére nie maja k-tego podzbioru.

Kroswalidacja

m Wtedy estymacja btedu predykcji za pomocq kroswalidacji
przedstawia sie jako: CV(f =~ ZL i, 0 ().

m W przypadku K = N mamy do czynienia z
leave-one-out cross-validation. Wtedy k(i) = 1.




Obciazenie i wariancja
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m Dla K = N zbiory treningowe sg bardzo zblizone do siebie,
przez co estymator btedu predykeji jest niemal
nieobcigzony, ale moze mie¢ duza wariancje.

Kroswalidacja

m Dla K =5 estymator ma mniejsza wariancje, ale przy
niedostatecznie duzej prébie moze wystapi¢ obcigzenie.



uczaca
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Kroswalidacja

0 50 100 150 200
Size of Training Set

Rysunek: Hipotetyczna krzywa uczaca dla pewnego klasyfikatora,
zrodto: Elements of statistical learning, fig. 7.8



Obcigzenie btedu predykgcji
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Misclassification Error
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Kroswalidacja N EEE\E E:E

Subset Size p

Rysunek: Btad predykeji (pomaranczowy) oraz krzywa
10-fold cross-validation estymowana na podstawie pojedynczego
zbioru treningowego, zrédto: Elements of statistical learning, fig. 7.9



Generalized cross-validation
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To podejscie daje nam wygodny sposéb na aproksymacje
metody leave-one-out cross-validation dla regresji liniowe] z
kwadratowg funkcja straty.

K.Melka

m Powyzsza regresje mozna zapisa¢ w taki sposéb: y = Sy.

] Wtedy leave-one-out cross-validation daje:

Kroswalit:lacja= 2 1 = y’L - f(xl) 2 H
N g yi — )| = N Z - | gdzie Sj;
i=1 v

to z ty element na diagonali S.

m Wtedy mozna zrobi¢ przyblizenie za pomocg GCV:
N

o1 yz—f(f'?z) ’
GCV(f) = NZ; [1—trace($)/N} '

=




Sposéb uzycia kroswalidacji
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Rozwazmy problem klasyfikacji z duza liczba predyktoréw.
Typowa strategia moze by¢ nastepujaca:

Zmniejsz liczbe predyktoréw: znajdz podzbidr
"dobrych" predyktoréw, ktére s3 silnie skorelowane z
wartoséciami klas.

Kroswalidacja

Uzywajac tego zbioru predyktoréw zbuduj wielowymiarowy
klasyfikator.

Uzywajac kroswalidacji, wyestymuj nieznana warto$¢

parametréw oraz warto$¢ btedu predykceji ostatecznego
modelu.



Btedne dziatanie kroswalidacji
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m Rozwazmy scenariusz, gdzie mamy prébke rozmiaru

N = 50, ktéra jest podzielona na dwie réwnoliczne klasy.
Zatézmy, ze mamy p = 5000, gdzie predyktory s3 iid
~ N(0,1). Sa one niezalezne z wektorem oznaczen klas.

m Wtedy prawdziwy btad dla klasyfikacji wynosi 50%.

Kroswalidacja

m Wykonujemy algorytm z poprzedniego slajdu, uzywajac w
drugim kroku 1-NN classifier.

m Po 50 symulacjach otrzymali$émy wartos¢ btedu na
poziomie 3%.




Poprawny sposéb uzycia kroswalidacji

Kroswalidacja,
bootstrap i
inne

K.Melka
Podzielmy w sposéb losowy prébe na K podzbioréw.
Dla kazdego podzbioru k =1,2,... | K

m Znajdujemy podzbiér "dobrych"predyktoréw, ktére s silnie
skorelowane z warto$ciami klas, uzywajac wszystkich préb
spoza k-tego podzbioru.

m Uzywajac tego zbioru predyktoréw budujemy
wielowymiarowy klasyfikator, takze uzywajac wszystkich
préb spoza k-tego podzbioru.

m Uzywamy powyzszego klasyfikatora do predykcji wartosci
klas dla proby z k-tego podzbioru.

Kroswalidacja



Poréwnanie ztego i dobrego podejscia
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Kroswalidacja
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Rysunek: Histogramy pokazuja korelacje miedzy wektorem wartosci
klas a 100 predyktorami wybranymi przez dany algorytm (na
podstawie 10 losowo wybranych prébek), zrédto: Elements of
statistical learning, fig. 7.10



Bootstrap
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< Melis Bootstrap jest ogélnym narzedziem do oceniania

statystycznej doktadnosci.

m Opiszmy zbiér treningowy jako Z = (21, 22, ..., 2N), gdzie
zi = (i, Yi)-
m Podstawows ideg jest wylosowanie nowego zestawu danych

z powyzszego zbioru treningowego. Robimy to losujac ze
zwracaniem.

Bootstrap

m Robimy taka procedure B razy, nastepnie wyznaczamy na
tej podstawie model i ostatecznie obserwujemy zachowania
modeli na podstawie tych B replikacji.



Schemat procesu bootstrapowego
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Bootstrap
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sample

Rysunek: Schemat procesu bootstrapowego, zrédto: Elements of
statistical learning, fig. 7.12




Estymacja
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K Melka m Za pomocg bootstrapu mozemy np. estymowaé wariancje
statystyki S obliczonej na podstawie zbioru treningowego
Z

B
L] \Er[S(Z)] ! Z(S(Z*b) —57)2, gdzie

5 =¥, 8(Z")/B.
m W podobny sposéb mozna prébowac estymowac¢ btad
predykcji.

Bootstrap

B N
ZZL yz> 331

b=1 =1

Z\H

] Errboot



1-NN classifier
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Prawdziwy btad predykeji wynosi 0.5.

EFrboot = 0, gdy i-ta obserwacja pojawia sie w prébie b. W
przeciwnym przypadku oczekiwany btad bedzie wynosi¢ 0.5.
m P(obserwacja i € bootstrapowej prébki b) =
1-(1-+4)V~1-e1=0632

Stad oczekiwana wartos¢ Ea'boot wynosi okoto
0.5-0.368 = 0.184.

Bootstrap



Leave-one-out bootstrap
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B = =N Z ]C’ 7 bezc_ Lys, f*(x;)), gdzie C~7 jest
zbiorem mdeksow bootstrapowych prébek b, ktére nie
zawierajg i-tej obserwacji.
—~ (0.632) - —(1)
Bootstrap m Err = 0.368 - err 4+ 0.632 - Err

_ —~(1
m Dla 1-NN classifier mamy err = 0, Err( ) 0.5. Wtedy

—~0.632
Err =0.632-0.5 = 0.316.



Dziekuje za uwage.
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