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/Zastosowanie

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

K.Melka

Woprowadzenie
Warunkowa niezaleznos¢ znajduje zastosowanie w
- statystyce dostatecznej (Fisher, 1920),
- statystyce swobodnej (Fisher, 1934),
- w modelach grafowych (Koller i Friedman, 2009).



Opis zagadnienia warunkowej niezaleznosci

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

K.Melka

Rozwazmy trzy wektory losowe X, Y i Z, ktére przyjmuja
wartoéci w R, R | R%, odpowiednio. Zatézmy, ze taczny rozktad
jest bezwzglednie ciagty wzgledem miary Lebesgue'a z gestoscia
p. Méwimy, ze X jest warunkowo niezalezny z Y przy danym Z
i zapisujemy to jako

Woprowadzenie

X 1Y|Z,

jesli dla kazdych z, y, z z p(z) > 0, mamy
p(x,yl2) = p(z|z)p(yl2)-



Opis zagadnienia warunkowej niezaleznosci
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Niech L_%(,Z opisuje przestrzen wszystkich funkg;ji
f:RxR?— R, takich ze Ef(X, Z)% < co. L% , definiujemy
analogicznie. Daudin (1980) udowodnit, ze X i Y sa warunkowo
niezalezne przy danym Z wtedy i tylko wtedy, gdy

Woprowadzenie

Ef(X7Z)g(YvZ):O (1)

dla wszystkich funkeji f € L?’(,Z igée L%Z, takich ze
E[f(X,Z)|Z] =01 E[g(Y, Z)|Z] = 0, odpowiednio.



Testowanie hipotez statystycznych
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K.Melka

Woprowadzenie

Zapiszmy Ep(-) jako wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej,
ktérej rozktad jest okreslony przez P, podobnie Pp(-) = Eply,.
Niech H bedzie potencjalnym zbiorem hipotez zerowych
sktadajacych sie z kolekgji rozktadéw dla (X,Y, Z). Dla
i=1,2,... niech (x;,1;,2) € R4 beda i.i.d. kopiami
(X,Y,2).



Testowanie hipotez statystycznych
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Wtedy X e R Y ¢ R § 2(") ¢ RI™ beda macierzami
z i-tymi wierszami x;, y; i z;, odpowiednio. Niech ¥,, bedzie
potencjalnym zrandomizowanym testem, ktérego mozna uzy¢
na danych (X, ¥ z(M),

Woprowadzenie

0, : ROFHD ™ 10 1] — {0,1}

jest mierzalng funkcja, ktérej ostatni argument jest
zarezerwowany dla zmiennej losowej U ~ U[0, 1] niezaleznej do
danych, ktéra odpowiada za zrandomizowanie testu.



Pozadane wtasnosci testu

Testowanie
warunkowej

peemenl  Majac ciag testow (U),)2° ; jesteSmy zainteresowani w
K Melka spetnieniu nastepujacych whasnosci. Majac okreslony poziom
istotnosci o € (0,1) i hipotezy zerowe H, méwimy, ze test U,

ma

Woprowadzenie

odpowiedni poziom dla proby rozmiaru n jesli sup Pp(¥, =1) < «,
PeH

gdzie lewa strona nieréwnosci jest rozmiarem testu. Ciag
(Wn)pey ma

Jednostajnie asymptotyczny poziom jesli limsup sup Pp(¥,, =1) < a,
n—oo PcH

punktowo asymptotyczny poziom jesli sup limsupPp (¥, =1) < a.
PEN n—oo



Pozadane wtasnosci testu
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niezaleznosci

Majac ciag testéw (U,,)>2; oraz zbiér hipotez alternatywnych
A, jest pozadane, aby moc byta jednostajnie duza na zbiorze A.
Chcemy mieé spetnione inf pe 4 Pp(¥,, = 1) — 1. W przypadku
testowania hipotez moze sie zdarzy¢, ze zaden test nie osigga
mocy przeciwko dowolnej alternatywie, tj.

suppc 4 Pp(¥,, = 1) < a. To znaczy, ze dla kazdych n, testow
U, i rozktadéw z alternatywy P € A, mamy

K.Melka

Woprowadzenie

PP(\Pn = 1) < sup PQ(\I’n = 1)'
QEH

Wotedy problem testowania hipotez zdefiniowany przez pare
(H,A) jest okreslany jako nietestowalny.



Nietestowalnos¢ warunkowej niezaleznosci
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Zdefiniujmy &) jako zbiér wszystkich rozktadéw (X, Y, Z), ktére
sa bezwzglednie ciagte wzgledem miary Lebesgue'a. Wtedy
przez Ho C &y okreslamy podzbiér rozktadéw, dla ktérych

X 1 Y|Z. Dalej, dla kazdego M € (0, cc], niech s C &
bedzie podzbiorem wszystkich rozktadéw, ktérych nosnik jest
Scisle zawarty w £ kuli o promieniu M (& oo = &y). Réwniez
definiujemy Ay = & \ Ho oraz zbiory Ho pr = o N Ho i
Ao.m = E.m N Ag. Rozwazmy konfiguracje z Sekcji 1.2 z
hipotezami zerowymi H = Ho .

Woprowadzenie



Nietestowalnos¢ warunkowej niezaleznosci

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

Twierdzenie

Majac dowolne n € N, a € (0,1), M € (0, 00| i potencjalny
zrandomizowany test V,,, ktéry ma odpowiedni poziom « dla
hipotez zerowych Ho v, to wtedy Pp(¥,, =1) < a dla

wszystkich P € Ao . Stad W, nie ma mocy przeciwko
dowolnej alternatywie.




Nietestowalnos¢ warunkowej niezaleznosci

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

Woprowadzenie V\/n|osek

Dla kazdego M € (0, 00] i dla dowolnego ciagu (V,,)52; testéw
mamy

sup limsupPp(¥, =1) <limsup sup Pg(¥, =1).

Pe_AO’M n—o0 n—o0 QGHO,M
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Majac dany rozktad P dla (X,Y, Z), mozemy zapisa¢ model w
Uogélniona postaCI

\IETES

Hovariandi X =fp(Z)+ep, Y =ygp(Z)+&p,
gdzie fp(z) = Ep(X|Z = 2) i gp(=) = Ep(Y|Z = 2).
Podobnie, dla i =1,2,..., definiujemy ep; i {p; przez

x; — fp(zi) 1 yi — gp(z;i), odpowiednio. Réwniez okreslmy
up(2) = Ep(¢p|Z = 2) i vp(2) = Ep(£p|Z = 2).




Statystyka testowa

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

S Melis Niech £ i (" beda estymatorami warunkowych wartosci

oczekiwanych fp i gp, np. regresujac X™ i ¥ na z(W Dla
Uogélniona i =1,...,n obliczamy iloczyn miedzy residuami z regresji:

\IETES

Kowariancji
A~

Ri = (xi — f(2:))(yi — 9(2i)-
Nastepnie definiujemy 7" jako znormalizowana sume R;:

\/ﬁ' %2?21 Ri

TM) — .
(5 iy RBY — (53 X071 By)H)Y?




Asymptotyczny rozktad T
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Twierdzenie

Zdefiniujmy ponizsze wielkosci:

Uogélniona
\IETES
Kowariancji o

A= 23 (ple)—f)s By= =Y (e(ai)-

i=1

(20))*vp(2i),

s

3

1Zwa ()% By = = 3 (gp(z0) —§(z0)) up(z):



Asymptotyczny rozktad T

Testowanie
warunkowej o 0
niezaleznosci TWIerdzeme

K.Melka Wtedy mamy nastepujace rezultaty:

(i) Jesli dia P € Ho, A;A, = op(n~Y), B = op(1), B, = op(1)
oraz 0 < Ep(e%£3) < oo, to wtedy

Uogélniona
\IETES

Kowariancji
' sup |Pp(T™ < t) — &(t)| — 0.
R teR

(i) Niech H C Ho bedzie klasa rozkfadow, takich ze AyA, =
ou(n™Y), By = on(l), B, = oy(l). Jesli dodatkowo
infpey E(e%6%) > ¢1 i suppey Ep{lepép|>T} < c2 dla pew-
nych c1,co > 0 in > 0, to wtedy

sup sup |Pp(T™ < t) — &(t)| — 0.
PEH teR



Moc testu
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" Statystyka testowa T'(") jest znormalizowana wersja warunkowej
Eni'J kowariancji Ep(epép) = Epcovp(X,Y|Z), gdzie
covp(X,Y|Z)=Ep(XY|Z) —Ep(X|2)Ep(Y|Z). Z
réwnania (1), wiemy ze przy hipotezie zerowej jest to réwne 0.
Przy alternatywie niekoniecznie tak musi by¢, mozemy miec
tylko nadzieje, ze test bedzie miat moc przeciwko alternatywom,
dla ktérych warunkowa kowariancja jest niezerowa.
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Definicja

Kopufta to dystrybuanta m-wymiarowego rozkfadu
Crasthone prawdopodobieristwa na [0,1]™ o jednostajnych rozkfadach
koputy brzegowych.

oparte na
regresji

rentbd Z tego powodu ograniczymy sig do zbioru rozktadéw Py 1) C P,
ktérych nosnik to [0,1]2+4. Wtedy X,Y € [0, 1] oraz
Z €[0,1]%



Warunkowa dystrybuanta i warunkowa funkcja

kwantylowa

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

K.Melka
Majac dany z € [0, 1]¢ okreslamy przez

Fy|z(t]2) = P(X <1Z = 2)

fondet warunkowa dystrybuante X |Z = z dla t € [0, 1]. Przez

koputy
oparte na
regresji

kwantylowej QX|Z(T‘Z) = lnf{t S [0, 1]|FX|Z(t’Z> Z T}

okreslamy warunkowa funkcje kwantylowa warunkowe;
dystrybuanty X|Z = z dla 7 € [0, 1].



Estymator warunkowe] funkcji kwantylowej
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W regresji kwantylowej modelujemy funkcje z — Q(7|z) dla
ustalonych 7 € [0, 1]. Estymacja funkcji regresji kwantylowe;
jest realizowana przez rozwigzanie problemu minimalizac;i
empirycznego ryzyka

Czastkowe

koputy
oparte na

e Q(r|) € ar)gen;in Z; L (X; — f(Z),

gdzie funkcja straty to L (u) = u(7 — L{y<0}) i F jest pewna
klasa funkgji.



Aproksymacja warunkowej dystrybuanty

Testowanie
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Bazujac na warunkowej funkcji kwantylowej ) mozemy
zdefiniowaé aproksymacje F(™) warunkowej dystrybuanty F.
Niech Tiin | Tmax beda konkretnymi wartoéciami kwantyli,
spetniajacymi 0 < Tmin < Tmax < 1 oraz niech

Cothone Gmin 2 1= Q(Tmin]z) > 01 Gmax,> = Q(Tmax|?) < 1 oznaczaja
koputy odpowiadajace warunkowe kwantyle.

ke Niech T = [Timin, Tmax| 0znacza zbiér potencjalnych kwantyli.
MG Podziat w 7T jest ciagiem (7,)7",, takim ze

Tmin = 71 <+ < T = Tmax dla m > 2. Réwnomierny podziat
jest takim podziatem (73)}",, dla ktérego 7,11 — 7}, jest staty
dla k=1,...,m — 1. Réwniez niech 7o =0 i 7,41 = 1 beda
wyznaczone.

K.Melka
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Majac dany podziat (73);"; oznaczamy gy . := Q(7%|z) dla
k=1,...,midefiniujemy go > := 0 i gm+1,. := 1. Dla kazdego
z € [0,1]¢ definiujemy funkcje F(™(-|2) : [0,1] — [0, 1] przez

Crasthone liniowa interpolacje punktéw (quz,Tk)Zl:ﬁ)l :

oputy

e m

kwantylowej F(m) (t|z) == } : <7k+(7.k+1_7-k)t_qk:z> ]]'(Qk et z](t)'
qk+1,z — Ak, ’ ’

k=0




Estymator warunkowej dystrybuanty bazujacy na

regresji kwantylowe;

Testowanie
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Definicja

Niech (71,)", bedzie podziatem w T . Zdefiniujmy q}(fz) =0

QV(‘::-)"-LZ :=1 i niech (j,(gnz) = QM (ry)|2) dlak =1,...,m beda
predykcjami modelu regresji kwantylowej wyznaczonego z i.i.d. préby

E::i:lymwe (Xi, Z;)™, . Definiujemy estymator F(m’”)(-|z) :[0,1] — [0, 1] przez
oparte na
regresji m A(n)

kwantylowej

Al t—aq,
F( ,n)(t|2:) = Z <Tk + (Tk+1 — Tk)A(n)—’A(n)> ]l(‘jt(cn)vqt(ci)1 ](t)
k=0 Q1,2 — i,z o o

dla kazdego = € [0,1]%.



Model regresji kwantylowej
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W celu uzyskania estymatora kwantyli, bedziemy uzywac
modelu regresji kwantylowej, dla ktérego uzyskano wyniki
dotyczace zgodnosci. Nasz model bedzie miat posta¢

Czastkowe

Koty Q(t]2) = h(z)T5;, (2)

oparte na
regresji
kwantylowej

gdzie h : [0,1] — RP jest znana i ciagta transformacja Z, np.
wielomian lub funkcja sklejana, ktére moga stuzy¢ do
modelowanie nieliniowych efektéw.




Czastkowa koputa

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

Zdefiniujmy pare nowych zmiennych losowych przez
transformacje Rosenblatta

K.Melka

Ul = FX|Z(X‘Z) [ U2 = FY|Z(Y’Z)

Czastkowe . .
Ceprlly Stwierdzenie
oparte na

e Spetnione jest to, ze Uy ~U[0,1] iUy L Z dlal=1,2.

kwantylowej

Ta transformacja moze by¢ rozumiana jako normalizacja, gdzie
brzegowe zaleznosci miedzy X na Z oraz miedzy Y na Z
zostaty odfiltrowane. taczny rozktad dla Uy i Us jest okreslany
jako czastkowa koputa dla X i Y przy danym Z.



Czastkowa koputa
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Stwierdzenie
Jesli X L Y|Z, to wtedy Uy L Us.

Czastkowe
koputy . . . L. . . ..
oparte na Wtedy pytanie o warunkowa niezaleznos¢ moze by¢ zamienione
regresji

kwantylowej na pytanie o niezaleznos¢. Nalezy jednak pamietaé, ze Uy L U,
nie musi implikowa¢ tego, ze X 1 Y|Z.



Ogdlna procedura testowania

Testowanie
warunkowej —

K.Melka Niech (X;,Y:, Zi)i—1 bedzie i.i.d. préba z P € Py, gdzie Py C Pjo,1). Przez
Ho :=PoNH i Ao := Po N A oznaczamy rozktady w Py, ktére spetniaja
warunkowa niezaleznos¢ i warunkowa zaleznosé, odpowiednio. Réwniez
niech 1,, oznacza potencjalny niezrandomizowany test na niezaleznos¢ w
ciaggtym dwuwymiarowym rozktadzie. Wtedy ogdlna procedura

Czastkowe przeprowadzania testu wyglada nastepujaco.

koputy ) o A

oparte na (i) Wyznacz estymatory F)(;T)Z i F}(,’T)Z oparte na (X;,Y:, Z;)i;.
regresji

aarileand (i) Oblicz wyestymowane nieparametryczne residua

O\ o= B (Xi|2:) 1 057 = B (V| Z:)
dlai=1,... ,n.
(iii) Niech W, := 1, (U, U5)y) i odrzucamy hipoteze X L Y|Z
jesli W, = 1.



Uogdlniona miara korelacji

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

Ponizej zostanie zdefiniowana uogélniona miara korelac;ji
przedstawiona w pracy Petersena i Hansena (2021), ktéra
postuzy jako baza do testu niezaleznosci pomiedzy
nieparametrycznymi residuami Uy i Us.

K.Melka

Coustione Definicja
koputy oo o 0 5 - ..
oparte na Uogdlniona korelacja pomiedzy Uy i Us jest zdefiniowana w
regresji

ARl jezyku wielowymiarowej funkcji ¢ = (¢1,...,¢q) : [0,1] = R?
: Jjako
p=Ep(p(U1)p(U2)7),
gdzie p jest macierza rozmiaru q X q z elementami
ot = Ep(op(Un)ei(U)) dia ki =1,...,q.



Uogdlniona miara korelacji

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

K Melka Zaktadamy, ze funkcja ¢ =
zatozenia.

(¢1,...,pq) spetnia ponizsze

Zatozenia

ot (i) Nosnik Ty, dla kazdej funkcji i, jest zwartym podzbiorem
zgstkowe
koputy odcinka (0,1).

oparte na
regresji
kwantylowej

(ii) Kazda funkcja @y, : [0,1] — R spetnia warunek Lipschitza.

(iii) fo op(u)du = 0 i fo or(u)?du = 1 dla kazdego k =
1,...,q.

(iv) Funkcje p1,...,pq sa liniowo niezalezne.




Interpretacja py;

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

Czastkowe
koputy
oparte na
regresji
kwantylowej

Rysunek: Préba z koputy (Uy, Uz) z widoczng zaleznoscia, gdzie
probkowa korelacja jest bliska 0. Zaleznos¢ jest wykrywana przez
branie korelacji miedzy obserwacjami w danych regionach ogdlne;j
przestrzeni. Zrédto: Fig. 1, L. Petersen and N.R.Hansen, Testing
Conditional Independence via Quantile Regression Based Partial
Copulas, 2021



Test bazujacy na uogdlnionej korelacji

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

X Melkn Dla p okreslajagcego uogélniona korelacje pomiedzy Uy i Us,
mozemy zdefiniowaé p,, : [0, 1]?® — R7%9 jako empiryczna
wersje p:

n
1
Czastkowe pn((ui7 vi)?:l) == E (p(uz)gp(vz)T
koputy n S
oparte na =1
regresji
kwantylowej

Stad mozna uzyskaé postac statystyki testowe]

~ 2 2 1 - ]
P = pn (U1, Uzi)iey) = n Z (U)o (U2)"
=1




Asymptotyczny rozktad statystyki testowej

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci
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Okreslmy norme || - ||7.0c dana przez

If(t2)||T 0o = sup  sup  |f(t,2)].
2€[0,1]4 t€Q x| z(T12)

Czastkowe

koput:

oparte ns W podobny sposéb okreslmy norme || - || ., dang przez

regresji 5

kwantylowej

1f(t, ) o= sup  sup  [f(t 2)|.
ZE[O,l]thQy|Z(T|Z)



Asymptotyczny rozktad statystyki testowej

Testowanie
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niezaleznosci

K.Melka

Zatozenia

Dla kazdego rozktadu P € Py istnieja deterministyczne funkcje
szybkosci gp i hp zbiegajace do zera przy n — oo i funkcje
Coasthome £,¢:00,1] x [0,1]% — R, takie ze

koputy

B () ||Fx1z — F 700 € Op(gp(n)) i || Fviz — Bl o €

regresji

kwantylowej OP(hP(n))

(i) g = F¢llrece € Oplap(n) ille — Blle s €
Op(hp(n)).



Asymptotyczny rozktad statystyki testowej

Testowanie.

ictieinos
el Zatézmy, ze powyzsze zafozenia sg spetnione z funkcjami

szybkosci gp i hp, takimi ze \/ngp(n)hp(n) — 0 przy n — oo

dla kazdego P € Py. Wtedy statystyka testowa p,, spetnia

. d
Czastkowe ﬁpn = N(O, 2 ® 2)
koputy P

oparte na

regresji

kwantylowe] dla kazdego ustalonego P € Hy. Asymptotyczna macierz
: je kowariancji jest dana przez

1
z3k,l=/0 ok (u)pr(u)du

dlak,l=1,...,q I nie zalezy ona od P.



Postac finalnej statystyki testowej
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K.Melka

Znajac asymptotyczny rozktad p, mozna okresli¢ finalng
statystyke testowg o postaci

Czastkowe

koputy R —1/2 » —1/2(12
oparte na Tn T HE / pnz / ”F’
regresji

kwantylowej

gdzie || - || oznacza norme Frobeniusa.



Asymptotyczny rozktad finalnej statystyki testowej

Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

K.Melka

Whiosek

Niech zatozenia z powyzszego twierdzenia beda spetnione |
niech T,, bedzie jak powyzej. Wtedy spetnione jest

Czastkowe

koputy

oparte na d 2
regresji nTTL — X 2
kwantylowej P q

dla kazdego okreslonego P € H,.



Przycieta korelacja Spearmana

Testowanie Rozwazmy ponizsza funkcje

warunkowej
niezaleznosci

el pr(u) = @i(u) = m(ﬂ - ;>

dla u € [0, 1], ktérej wynikiem jest py; opisujace warunkowa
wartoé¢ oczekiwang korelacji Spearmana miedzy X i Y przy

danym Z. Na podobienstwo powyzszego wzoru mozna utworzy¢
e klase funkgji ¢ : [0,1] — RY poprzez

oparte na
regresji

kwantylowej ka (u) = Ck (u - mk)o-k (u)7

takie ze kazda funkcja ¢ : [0,1] — R jest okreslona przez
funkcje oy : [0,1] — R spetniajacg warunek Lipschitza, z
nosnikiem 7y dla o, ktéry jest zwartym odcinkiem w (0, 1),
fol o (u)du = 1 oraz

- / wor(u)du i o = < / (u— mk)2ak(u)2du> s



Testowanie
warunkowej
niezaleznosci

K.Melka

Czastkowe
koputy
oparte na
regresji

kwantylowej

Przycieta korelacja Spearmana

znormalizowany indykator

Punktem startowym do wybrania przycietej funkcji o jest

w— (A=) N (w)
dla u € [0,1], gdzie 0 < p < A < 1 s3 parametrami przyciecia.
Jednakze, powyzsza funkcja nie spetnia warunku Lipschitza.
Zatem rozwazymy proste liniowe przyblizenie o : [0,1] - R

dane przez
1

olu) = K f(u) i flu) =32
6~ (u—p)
I\ — )

dlawe [+ 6,14,
dla u € [u, A\,

dla uw € [, p+9),
dlawe (A -4,

gdzie K = (A —p—6)~! Tutaj 0 < 6 < (A — p)/2 jest
wyznaczonym parametrem, ktéry okresla doktadnosé

przyblizenia.
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W poprzednich podrozdziatach zaktadalismy, ze wszystkie

zmienne losowe przyjmuja wartosci na odcinku [0,1]. W
przypadku, np. X € R mozemy natozy¢ scisle rosnace, ciagte
przeksztatcenie ¢t : R — [0, 1], aby otrzymaé nowa zmienna
poasone losowa X’ = t(X) o wartosciach [0, 1]. Petersen i Hansen

koputy

ke _ (2021) polecaja transformacje danych poprzez empiryczna
Sl dystrybuante, dla ktérych nowe zmienne s3 nazywane w
literaturze obserwacjami z pseudokoputy. Przeksztatcenie tworzy
zaleznosci podobne do tych utworzonych przez centrowanie czy

skalowanie.
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pa(mn) o f(m,n)
Fyiz 1By,
sugerowane jest wybranie i = 0.01 i Trpax = 0.99, a
nastepnie utworzenie réwnomiernego podziatu (73,)7"; w
e T = [Twmin, Tmax| Z liczba punktéw podziatu m = [/n].
P e Nastepnie sugerowane jest uzycie modelu w postaci (2) dla obu
RSl modeli regresji kwantylowej Q x|z (7x|") i Qy|z(7%|-) dla
kazdego k = 1,...,m, gdzie bazy h; i ho moga by¢ okreslone
np. poprzez addytywna krzywa B-sklejana dla kazdej
komponenty Z.

Do estymacji warunkowych dystrybuant
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Do testowania warunkowej niezaleznosci zalecane jest uzycie ¥,
bazujacego na nieparametrycznych residuach (Ul7i,027i)?:1.
Nastepnie wybieramy g > 1 i okreslamy
Coustione Tmin = Ao < -+ < Ay = Tmax Jako réwnomierny podziat w 7.
ey Pézniej definiujemy przycieta funkcje oy, z parametrami
rkevir:?;jlowej przyciecia Ag i Agy1 oraz parametrem aproksymacji

d =0.01- (Agy1 — A\g) dla kazdego k£ =0,...,¢— 1. Na sam
koniec okreslamy (oy)7_,, obliczamy statystyke testowg py, i

obliczamy ¥,, dla ustalonego poziomu istotnosci o € (0,1).
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Pozostaja dwa nietrywialne wybory. Pierwszym z nich jest

wyb6r baz hy i ho dla modeléw regresji kwantylowej

Qx\z(1k]2) = h1(2)" Br, | Qy2(Tk]2) = ha(2)" Br,. Drugi

Consthove wybér, to okreslenie liczby wymiaru ¢ > 1 dla uogélnionej

iy korelacji. Petersen i Hansen (2021) sugeruja, aby prébowa¢ z

R - matymi wartosciami, np. ¢ € {1,...,5} i odrzuca¢ hipoteze o
warunkowej niezaleznosci, gdy jeden z testéw odrzuca hipoteze.

Nalezy jednak by¢ ostroznym, poniewaz wtedy mamy do

czynienia z wielokrotnym testowaniem.
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