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Zastosowanie

Warunkowa niezale»no±¢ znajduje zastosowanie w

- statystyce dostatecznej (Fisher, 1920),

- statystyce swobodnej (Fisher, 1934),

- w modelach grafowych (Koller i Friedman, 2009).
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Opis zagadnienia warunkowej niezale»no±ci

Rozwa»my trzy wektory losowe X, Y i Z, które przyjmuj¡

warto±ci w R, R i Rd, odpowiednio. Zaªó»my, »e ª¡czny rozkªad

jest bezwzgl¦dnie ci¡gªy wzgl¦dem miary Lebesgue'a z g¦sto±ci¡

p. Mówimy, »e X jest warunkowo niezale»ny z Y przy danym Z
i zapisujemy to jako

X ⊥ Y |Z,

je±li dla ka»dych x, y, z z p(z) > 0, mamy

p(x, y|z) = p(x|z)p(y|z).
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Opis zagadnienia warunkowej niezale»no±ci

Niech L2
X,Z opisuje przestrze« wszystkich funkcji

f : R× Rd → R, takich »e Ef(X,Z)2 < ∞. L2
Y,Z de�niujemy

analogicznie. Daudin (1980) udowodniª, »e X i Y s¡ warunkowo

niezale»ne przy danym Z wtedy i tylko wtedy, gdy

Ef(X,Z)g(Y,Z) = 0 (1)

dla wszystkich funkcji f ∈ L2
X,Z i g ∈ L2

Y,Z , takich »e

E[f(X,Z)|Z] = 0 i E[g(Y,Z)|Z] = 0, odpowiednio.
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Testowanie hipotez statystycznych

Zapiszmy EP (·) jako warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej losowej,

której rozkªad jest okre±lony przez P , podobnie PP (·) = EP1{·}.
Niech H b¦dzie potencjalnym zbiorem hipotez zerowych

skªadaj¡cych si¦ z kolekcji rozkªadów dla (X,Y, Z). Dla
i = 1, 2, . . . niech (xi, yi, zi) ∈ R1+1+d b¦d¡ i.i.d. kopiami

(X,Y, Z).
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Testowanie hipotez statystycznych

Wtedy X(n) ∈ R1·n, Y(n) ∈ R1·n i Z(n) ∈ Rd·n b¦d¡ macierzami

z i-tymi wierszami xi, yi i zi, odpowiednio. Niech Ψn b¦dzie

potencjalnym zrandomizowanym testem, którego mo»na u»y¢

na danych (X(n),Y(n),Z(n)).

Ψn : R(1+1+d)·n × [0, 1] → {0, 1}

jest mierzaln¡ funkcj¡, której ostatni argument jest

zarezerwowany dla zmiennej losowej U ∼ U [0, 1] niezale»nej do
danych, która odpowiada za zrandomizowanie testu.
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Po»¡dane wªasno±ci testu

Maj¡c ci¡g testów (Ψn)
∞
n=1 jeste±my zainteresowani w

speªnieniu nast¦puj¡cych wªasno±ci. Maj¡c okre±lony poziom
istotno±ci α ∈ (0, 1) i hipotezy zerowe H, mówimy, »e test Ψn

ma

odpowiedni poziom dla próby rozmiaru n je±li sup
P∈H

PP (Ψn = 1) ≤ α,

gdzie lewa strona nierówno±ci jest rozmiarem testu. Ci¡g

(Ψn)
∞
n=1 ma

jednostajnie asymptotyczny poziom je±li lim sup
n→∞

sup
P∈H

PP (Ψn = 1) ≤ α,

punktowo asymptotyczny poziom je±li sup
P∈H

lim sup
n→∞

PP (Ψn = 1) ≤ α.
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Po»¡dane wªasno±ci testu

Maj¡c ci¡g testów (Ψn)
∞
n=1 oraz zbiór hipotez alternatywnych

A, jest po»¡dane, aby moc byªa jednostajnie du»a na zbiorze A.

Chcemy mie¢ speªnione infP∈A PP (Ψn = 1) → 1. W przypadku

testowania hipotez mo»e si¦ zdarzy¢, »e »aden test nie osi¡ga

mocy przeciwko dowolnej alternatywie, tj.

supP∈A PP (Ψn = 1) ≤ α. To znaczy, »e dla ka»dych n, testów
Ψn i rozkªadów z alternatywy P ∈ A, mamy

PP (Ψn = 1) ≤ sup
Q∈H

PQ(Ψn = 1).

Wtedy problem testowania hipotez zde�niowany przez par¦

(H,A) jest okre±lany jako nietestowalny.



Testowanie
warunkowej
niezale»no±ci

K.Melka

Wprowadzenie

Uogólniona
Miara
Kowariancji

Cz¡stkowe
kopuªy
oparte na
regresji
kwantylowej

Symulacje

Nietestowalno±¢ warunkowej niezale»no±ci

Zde�niujmy E0 jako zbiór wszystkich rozkªadów (X,Y, Z), które
s¡ bezwzgl¦dnie ci¡gªe wzgl¦dem miary Lebesgue'a. Wtedy

przez H0 ⊂ E0 okre±lamy podzbiór rozkªadów, dla których

X ⊥ Y |Z. Dalej, dla ka»dego M ∈ (0,∞], niech E0,M ⊆ E0
b¦dzie podzbiorem wszystkich rozkªadów, których no±nik jest

±ci±le zawarty w ℓ∞ kuli o promieniu M (E0,∞ = E0). Równie»
de�niujemy A0 = E0 \ H0 oraz zbiory H0,M = E0,M ∩H0 i

A0,M = E0,M ∩ A0. Rozwa»my kon�guracj¦ z Sekcji 1.2 z

hipotezami zerowymi H = H0,M .
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Nietestowalno±¢ warunkowej niezale»no±ci

Twierdzenie

Maj¡c dowolne n ∈ N, α ∈ (0, 1), M ∈ (0,∞] i potencjalny
zrandomizowany test Ψn, który ma odpowiedni poziom α dla

hipotez zerowych H0,M , to wtedy PP (Ψn = 1) ≤ α dla

wszystkich P ∈ A0,M . St¡d Ψn nie ma mocy przeciwko

dowolnej alternatywie.
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Nietestowalno±¢ warunkowej niezale»no±ci

Wniosek

Dla ka»dego M ∈ (0,∞] i dla dowolnego ci¡gu (Ψn)
∞
n=1 testów

mamy

sup
P∈A0,M

lim sup
n→∞

PP (Ψn = 1) ≤ lim sup
n→∞

sup
Q∈H0,M

PQ(Ψn = 1).
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Model

Maj¡c dany rozkªad P dla (X,Y, Z), mo»emy zapisa¢ model w

postaci

X = fP (Z) + εP , Y = gP (Z) + ξP ,

gdzie fP (z) = EP (X|Z = z) i gP (z) = EP (Y |Z = z).
Podobnie, dla i = 1, 2, . . ., de�niujemy εP,i i ξP,i przez
xi − fP (zi) i yi − gP (zi), odpowiednio. Równie» okre±lmy

uP (z) = EP (ε
2
P |Z = z) i vP (z) = EP (ξ

2
P |Z = z).
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Statystyka testowa

Niech f̂ (n) i ĝ(n) b¦d¡ estymatorami warunkowych warto±ci

oczekiwanych fP i gP , np. regresuj¡c X
(n) i Y(n) na Z(n). Dla

i = 1, . . . , n obliczamy iloczyn mi¦dzy residuami z regresji:

Ri = (xi − f̂(zi))(yi − ĝ(zi)).

Nast¦pnie de�niujemy T (n) jako znormalizowan¡ sum¦ Ri:

T (n) =

√
n · 1

n

∑n
i=1Ri

( 1n
∑n

i=1R
2
i − ( 1n

∑n
j=1Rj)2)1/2

.
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Asymptotyczny rozkªad T (n)

Twierdzenie

Zde�niujmy poni»sze wielko±ci:

Af :=
1

n

n∑
i=1

(fP (zi)−f̂(zi))
2, Bf :=

1

n

n∑
i=1

(fP (zi)−f̂(zi))
2vP (zi),

Ag :=
1

n

n∑
i=1

(gP (zi)− ĝ(zi))
2, Bg :=

1

n

n∑
i=1

(gP (zi)− ĝ(zi))
2uP (zi).
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Asymptotyczny rozkªad T (n)

Twierdzenie

Wtedy mamy nast¦puj¡ce rezultaty:

(i) Je±li dla P ∈ H0, AfAg = oP (n
−1), Bf = oP (1), Bg = oP (1)

oraz 0 < EP (ε
2
P ξ

2
P ) < ∞, to wtedy

sup
t∈R

|PP (T
(n) ≤ t)− Φ(t)| → 0.

(ii) Niech H ⊂ H0 b¦dzie klas¡ rozkªadów, takich »e AfAg =
oH(n−1), Bf = oH(1), Bg = oH(1). Je±li dodatkowo
infP∈H E(ε2P ξ2P ) ≥ c1 i supP∈H EP {|εP ξP |2+η} ≤ c2 dla pew-
nych c1, c2 > 0 i η > 0, to wtedy

sup
P∈H

sup
t∈R

|PP (T
(n) ≤ t)− Φ(t)| → 0.
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Moc testu

Statystyka testowa T (n) jest znormalizowan¡ wersj¡ warunkowej

kowariancji EP (εP ξP ) = EP covP (X,Y |Z), gdzie
covP (X,Y |Z) = EP (XY |Z)− EP (X|Z)EP (Y |Z). Z
równania (1), wiemy »e przy hipotezie zerowej jest to równe 0.
Przy alternatywie niekoniecznie tak musi by¢, mo»emy mie¢

tylko nadziej¦, »e test b¦dzie miaª moc przeciwko alternatywom,

dla których warunkowa kowariancja jest niezerowa.
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Kopuªa

De�nicja

Kopuªa to dystrybuanta m-wymiarowego rozkªadu

prawdopodobie«stwa na [0, 1]m o jednostajnych rozkªadach

brzegowych.

Z tego powodu ograniczymy si¦ do zbioru rozkªadów P[0,1] ⊂ P,

których no±nik to [0, 1]2+d. Wtedy X,Y ∈ [0, 1] oraz
Z ∈ [0, 1]d.
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Warunkowa dystrybuanta i warunkowa funkcja

kwantylowa

Maj¡c dany z ∈ [0, 1]d okre±lamy przez

FX|Z(t|z) := P (X ≤ t|Z = z)

warunkow¡ dystrybuant¦ X|Z = z dla t ∈ [0, 1]. Przez

QX|Z(τ |z) := inf{t ∈ [0, 1]|FX|Z(t|z) ≥ τ}

okre±lamy warunkow¡ funkcj¦ kwantylow¡ warunkowej

dystrybuanty X|Z = z dla τ ∈ [0, 1].
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Estymator warunkowej funkcji kwantylowej

W regresji kwantylowej modelujemy funkcj¦ z → Q(τ |z) dla
ustalonych τ ∈ [0, 1]. Estymacja funkcji regresji kwantylowej

jest realizowana przez rozwi¡zanie problemu minimalizacji

empirycznego ryzyka

Q̂(τ |·) ∈ argmin
f∈F

n∑
i=1

Lτ (Xi − f(Zi)),

gdzie funkcja straty to Lτ (u) = u(τ − 1{u<0}) i F jest pewn¡

klas¡ funkcji.
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Aproksymacja warunkowej dystrybuanty

Bazuj¡c na warunkowej funkcji kwantylowej Q mo»emy

zde�niowa¢ aproksymacj¦ F̃ (m) warunkowej dystrybuanty F .

Niech τmin i τmax b¦d¡ konkretnymi warto±ciami kwantyli,

speªniaj¡cymi 0 < τmin < τmax < 1 oraz niech

qmin,z := Q(τmin|z) > 0 i qmax,z := Q(τmax|z) < 1 oznaczaj¡

odpowiadaj¡ce warunkowe kwantyle.

Niech T = [τmin, τmax] oznacza zbiór potencjalnych kwantyli.

Podziaª w T jest ci¡giem (τk)
m
k=1, takim »e

τmin = τ1 < · · · < τm = τmax dla m ≥ 2. Równomierny podziaª

jest takim podziaªem (τk)
m
k=1, dla którego τk+1 − τk jest staªy

dla k = 1, . . . ,m− 1. Równie» niech τ0 = 0 i τm+1 = 1 b¦d¡

wyznaczone.
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Aproksymacja warunkowej dystrybuanty

Maj¡c dany podziaª (τk)
m
k=1 oznaczamy qk,z := Q(τk|z) dla

k = 1, . . . ,m i de�niujemy q0,z := 0 i qm+1,z := 1. Dla ka»dego

z ∈ [0, 1]d de�niujemy funkcj¦ F̃ (m)(·|z) : [0, 1] → [0, 1] przez
liniow¡ interpolacj¦ punktów (qk,z, τk)

m+1
k=0 :

F̃ (m)(t|z) :=
m∑
k=0

(
τk+(τk+1−τk)

t− qk,z
qk+1,z − qk,z

)
1(qk,z ,qk+1,z ](t).



Testowanie
warunkowej
niezale»no±ci

K.Melka

Wprowadzenie

Uogólniona
Miara
Kowariancji

Cz¡stkowe
kopuªy
oparte na
regresji
kwantylowej

Symulacje

Estymator warunkowej dystrybuanty bazuj¡cy na

regresji kwantylowej

De�nicja

Niech (τk)
m
k=1 b¦dzie podziaªem w T . Zde�niujmy q̂

(n)
0,z := 0 i

q̂
(n)
m+1,z := 1 i niech q̂

(n)
k,z := Q̂(n)(τk|z) dla k = 1, . . . ,m b¦d¡

predykcjami modelu regresji kwantylowej wyznaczonego z i.i.d. próby
(Xi, Zi)

n
i=1. De�niujemy estymator F̂ (m,n)(·|z) : [0, 1] → [0, 1] przez

F̂ (m,n)(t|z) :=
m∑

k=0

(
τk + (τk+1 − τk)

t− q̂
(n)
k,z

q̂
(n)
k+1,z − q̂

(n)
k,z

)
1
(q̂

(n)
k,z ,q̂

(n)
k+1,z ]

(t)

dla ka»dego z ∈ [0, 1]d.
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Model regresji kwantylowej

W celu uzyskania estymatora kwantyli, b¦dziemy u»ywa¢

modelu regresji kwantylowej, dla którego uzyskano wyniki

dotycz¡ce zgodno±ci. Nasz model b¦dzie miaª posta¢

Q(τ |z) = h(z)Tβτ , (2)

gdzie h : [0, 1]d → Rp jest znan¡ i ci¡gª¡ transformacj¡ Z, np.

wielomian lub funkcja sklejana, które mog¡ sªu»y¢ do

modelowanie nieliniowych efektów.
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Cz¡stkowa kopuªa

Zde�niujmy par¦ nowych zmiennych losowych przez

transformacj¦ Rosenblatta

U1 := FX|Z(X|Z) i U2 := FY |Z(Y |Z).

Stwierdzenie

Speªnione jest to, »e Ul ∼ U [0, 1] i Ul ⊥ Z dla l = 1, 2.

Ta transformacja mo»e by¢ rozumiana jako normalizacja, gdzie

brzegowe zale»no±ci mi¦dzy X na Z oraz mi¦dzy Y na Z
zostaªy od�ltrowane. �¡czny rozkªad dla U1 i U2 jest okre±lany

jako cz¡stkowa kopuªa dla X i Y przy danym Z.
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Cz¡stkowa kopuªa

Stwierdzenie

Je±li X ⊥ Y |Z, to wtedy U1 ⊥ U2.

Wtedy pytanie o warunkow¡ niezale»no±¢ mo»e by¢ zamienione

na pytanie o niezale»no±¢. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e U1 ⊥ U2

nie musi implikowa¢ tego, »e X ⊥ Y |Z.
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Ogólna procedura testowania

De�nicja

Niech (Xi, Yi, Zi)
n
i=1 b¦dzie i.i.d. prób¡ z P ∈ P0, gdzie P0 ⊂ P[0,1]. Przez

H0 := P0 ∩H i A0 := P0 ∩ A oznaczamy rozkªady w P0, które speªniaj¡
warunkow¡ niezale»no±¢ i warunkow¡ zale»no±¢, odpowiednio. Równie»
niech ψn oznacza potencjalny niezrandomizowany test na niezale»no±¢ w
ci¡gªym dwuwymiarowym rozkªadzie. Wtedy ogólna procedura
przeprowadzania testu wygl¡da nast¦puj¡co.

(i) Wyznacz estymatory F̂
(n)

X|Z i F̂
(n)

Y |Z oparte na (Xi, Yi, Zi)
n
i=1.

(ii) Oblicz wyestymowane nieparametryczne residua

Û
(n)
1,i := F̂

(n)

X|Z(Xi|Zi) i Û
(n)
2,i := F̂

(n)

Y |Z(Yi|Zi)

dla i = 1, . . . , n.

(iii) Niech Ψ̂n := ψn

(
(Û

(n)
1,i , Û

(n)
2,i )

n
i=1

)
i odrzucamy hipotez¦ X ⊥ Y |Z

je±li Ψ̂n = 1.
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Uogólniona miara korelacji

Poni»ej zostanie zde�niowana uogólniona miara korelacji

przedstawiona w pracy Petersena i Hansena (2021), która

posªu»y jako baza do testu niezale»no±ci pomi¦dzy

nieparametrycznymi residuami U1 i U2.

De�nicja

Uogólniona korelacja pomi¦dzy U1 i U2 jest zde�niowana w

j¦zyku wielowymiarowej funkcji φ = (φ1, . . . , φq) : [0, 1] → Rq

jako

ρ = EP (φ(U1)φ(U2)
T ),

gdzie ρ jest macierz¡ rozmiaru q × q z elementami

ρkl = EP (φk(U1)φl(U2)) dla k, l = 1, . . . , q.
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Uogólniona miara korelacji

Zakªadamy, »e funkcja φ = (φ1, . . . , φq) speªnia poni»sze

zaªo»enia.

Zaªo»enia

(i) No±nik Tk dla ka»dej funkcji φk jest zwartym podzbiorem

odcinka (0, 1).

(ii) Ka»da funkcja φk : [0, 1] → R speªnia warunek Lipschitza.

(iii)
∫ 1
0 φk(u)du = 0 i

∫ 1
0 φk(u)

2du = 1 dla ka»dego k =
1, . . . , q.

(iv) Funkcje φ1, . . . , φq s¡ liniowo niezale»ne.
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Interpretacja ρkl

Rysunek: Próba z kopuªy (U1, U2) z widoczn¡ zale»no±ci¡, gdzie
próbkowa korelacja jest bliska 0. Zale»no±¢ jest wykrywana przez
branie korelacji mi¦dzy obserwacjami w danych regionach ogólnej
przestrzeni. �ródªo: Fig. 1, L. Petersen and N.R.Hansen, Testing
Conditional Independence via Quantile Regression Based Partial
Copulas, 2021
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Test bazuj¡cy na uogólnionej korelacji

Dla ρ okre±laj¡cego uogólnion¡ korelacj¦ pomi¦dzy U1 i U2,

mo»emy zde�niowa¢ ρn : [0, 1]2n → Rq×q jako empiryczn¡

wersj¦ ρ:

ρn((ui, vi)
n
i=1) :=

1

n

n∑
i=1

φ(ui)φ(vi)
T .

St¡d mo»na uzyska¢ posta¢ statystyki testowej

ρ̂n := ρn
(
(Û1,i, Û2,i)

n
i=1

)
=

1

n

n∑
i=1

φ(Û1,i)φ(Û2,i)
T .
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Asymptotyczny rozkªad statystyki testowej

Okre±lmy norm¦ || · ||T ,∞ dan¡ przez

||f(t, z)||T ,∞ = sup
z∈[0,1]d

sup
t∈QX|Z(T |z)

|f(t, z)|.

W podobny sposób okre±lmy norm¦ || · ||′T ,∞ dan¡ przez

||f(t, z)||′T ,∞ = sup
z∈[0,1]d

sup
t∈QY |Z(T |z)

|f(t, z)|.
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Asymptotyczny rozkªad statystyki testowej

Zaªo»enia

Dla ka»dego rozkªadu P ∈ P0 istniej¡ deterministyczne funkcje

szybko±ci gP i hP zbiegaj¡ce do zera przy n → ∞ i funkcje

ξ, ξ′ : [0, 1]× [0, 1]d → R, takie »e

(i) ||FX|Z − F̂
(n)
X|Z ||T ,∞ ∈ OP (gP (n)) i ||FY |Z − F̂

(n)
Y |Z ||

′
T ,∞ ∈

OP (hP (n)).

(ii) ||ξ − F̂
(n)
X|Z ||T c,∞ ∈ OP (gP (n)) i ||ξ′ − F̂

(n)
Y |Z ||

′
T c,∞ ∈

OP (hP (n)).
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Asymptotyczny rozkªad statystyki testowej

Twierdzenie

Zaªó»my, »e powy»sze zaªo»enia s¡ speªnione z funkcjami

szybko±ci gP i hP , takimi »e
√
ngP (n)hP (n) → 0 przy n → ∞

dla ka»dego P ∈ P0. Wtedy statystyka testowa ρ̂n speªnia

√
nρ̂n

d−→
P

N(0,Σ⊗ Σ)

dla ka»dego ustalonego P ∈ H0. Asymptotyczna macierz

kowariancji jest dana przez

Σk,l =

∫ 1

0
φk(u)φl(u)du

dla k, l = 1, . . . , q i nie zale»y ona od P .
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Posta¢ �nalnej statystyki testowej

Znaj¡c asymptotyczny rozkªad ρ̂n mo»na okre±li¢ �naln¡

statystyk¦ testow¡ o postaci

Tn := ||Σ−1/2ρ̂nΣ
−1/2||2F ,

gdzie || · ||F oznacza norm¦ Frobeniusa.
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Asymptotyczny rozkªad �nalnej statystyki testowej

Wniosek

Niech zaªo»enia z powy»szego twierdzenia b¦d¡ speªnione i

niech Tn b¦dzie jak powy»ej. Wtedy speªnione jest

nTn
d−→
P

χ2
q2

dla ka»dego okre±lonego P ∈ H0.
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Przyci¦ta korelacja Spearmana

Rozwa»my poni»sz¡ funkcj¦

φk(u) = φl(u) =
√
12

(
u− 1

2

)
dla u ∈ [0, 1], której wynikiem jest ρkl opisuj¡ce warunkow¡

warto±¢ oczekiwan¡ korelacji Spearmana mi¦dzy X i Y przy

danym Z. Na podobie«stwo powy»szego wzoru mo»na utworzy¢

klas¦ funkcji φ : [0, 1] → Rq poprzez

φk(u) = ck(u−mk)σk(u),

takie »e ka»da funkcja φk : [0, 1] → R jest okre±lona przez

funkcj¦ σk : [0, 1] → R speªniaj¡c¡ warunek Lipschitza, z

no±nikiem Tk dla σk, który jest zwartym odcinkiem w (0, 1),∫ 1
0 σk(u)du = 1 oraz

mk =

∫
uσk(u)du i ck =

(∫
(u−mk)

2σk(u)
2du

)−1/2

.
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Przyci¦ta korelacja Spearmana

Punktem startowym do wybrania przyci¦tej funkcji σ jest

znormalizowany indykator

u → (λ− µ)−1
1[µ,λ](u)

dla u ∈ [0, 1], gdzie 0 < µ < λ < 1 s¡ parametrami przyci¦cia.

Jednak»e, powy»sza funkcja nie speªnia warunku Lipschitza.

Zatem rozwa»ymy proste liniowe przybli»enie σ : [0, 1] → R
dane przez

σ(u) = Kf(u) i f(u) =


1 dla u ∈ [µ+ δ, λ− δ],

0 dla u ∈ [µ, λ]c,

δ−1(u− µ) dla u ∈ [µ, µ+ δ),

δ−1(λ− u) dla u ∈ (λ− δ, λ],

gdzie K = (λ− µ− δ)−1. Tutaj 0 < δ < (λ− µ)/2 jest

wyznaczonym parametrem, który okre±la dokªadno±¢

przybli»enia.
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Praktyczne rozwa»ania

W poprzednich podrozdziaªach zakªadali±my, »e wszystkie

zmienne losowe przyjmuj¡ warto±ci na odcinku [0, 1]. W
przypadku, np. X ∈ R mo»emy naªo»y¢ ±ci±le rosn¡ce, ci¡gªe

przeksztaªcenie t : R → [0, 1], aby otrzyma¢ now¡ zmienn¡

losow¡ X ′ = t(X) o warto±ciach [0, 1]. Petersen i Hansen

(2021) polecaj¡ transformacj¦ danych poprzez empiryczn¡

dystrybuant¦, dla których nowe zmienne s¡ nazywane w

literaturze obserwacjami z pseudokopuªy. Przeksztaªcenie tworzy

zale»no±ci podobne do tych utworzonych przez centrowanie czy

skalowanie.
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Praktyczne rozwa»ania

Do estymacji warunkowych dystrybuant F̂
(m,n)
X|Z i F̂

(m,n)
Y |Z

sugerowane jest wybranie τmin = 0.01 i τmax = 0.99, a
nast¦pnie utworzenie równomiernego podziaªu (τk)

m
k=1 w

T = [τmin, τmax] z liczb¡ punktów podziaªu m = ⌈
√
n⌉.

Nast¦pnie sugerowane jest u»ycie modelu w postaci (2) dla obu

modeli regresji kwantylowej QX|Z(τk|·) i QY |Z(τk|·) dla
ka»dego k = 1, . . . ,m, gdzie bazy h1 i h2 mog¡ by¢ okre±lone

np. poprzez addytywn¡ krzyw¡ B-sklejan¡ dla ka»dej

komponenty Z.
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Praktyczne rozwa»ania

Do testowania warunkowej niezale»no±ci zalecane jest u»ycie Ψ̂n

bazuj¡cego na nieparametrycznych residuach (Û1,i, Û2,i)
n
i=1.

Nast¦pnie wybieramy q ≥ 1 i okre±lamy

τmin = λ0 < · · · < λq = τmax jako równomierny podziaª w T .

Pó¹niej de�niujemy przyci¦t¡ funkcj¦ σk z parametrami

przyci¦cia λk i λk+1 oraz parametrem aproksymacji

δ = 0.01 · (λk+1 − λk) dla ka»dego k = 0, . . . , q − 1. Na sam

koniec okre±lamy (σk)
q
k=1, obliczamy statystyk¦ testow¡ ρ̂n i

obliczamy Ψ̂n dla ustalonego poziomu istotno±ci α ∈ (0, 1).
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Praktyczne rozwa»ania

Pozostaj¡ dwa nietrywialne wybory. Pierwszym z nich jest

wybór baz h1 i h2 dla modelów regresji kwantylowej

QX|Z(τk|z) = h1(z)
Tβτk i QY |Z(τk|z) = h2(z)

Tβτk . Drugi
wybór, to okre±lenie liczby wymiaru q ≥ 1 dla uogólnionej

korelacji. Petersen i Hansen (2021) sugeruj¡, aby próbowa¢ z

maªymi warto±ciami, np. q ∈ {1, . . . , 5} i odrzuca¢ hipotez¦ o

warunkowej niezale»no±ci, gdy jeden z testów odrzuca hipotez¦.

Nale»y jednak by¢ ostro»nym, poniewa» wtedy mamy do

czynienia z wielokrotnym testowaniem.
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦.
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