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Problemy, w ktérych p>>N

W tym rozdziale zajmiemy sie
problemami predykcji, w
ktorych liczba cech p jest duzo
wieksza niz liczba obserwacji N
(p >> N). Takie problemy czesto
pojawiajg sie szczegdlnie w
genomice i innych obszarach
biologii obliczeniowej.

J




Gtéwnymi problemami, ktére pojawiajq sie w
zagadnieniach tego typu sq wysoka wariancja i
overfitting. W zwiqgzku z tym, w sytuacjach, w
ktorych p >> N najczesciej wybiera sie proste

podeijscia regularyzowane.



Przyktad cz.1

Na poczatku rozwazmy obrazek 18.1. Rysunek ten podsumowuje male badanie
symulacyjne, ktore pokaxzuje, ze w przypadku problemow, w ktorych p >> N,
zasada "mniejsze dopasowanie jest lepsze” (z ang. "less fitting is better”) ma
zastosowanie.

W trakcie badania dla kazde) z N = 100 probek wygencrowano p cech X ze
standardowego rozkladu Gaussowskiego. Pomiedzy kazda parg zmiennych wy-
stepuje korelacja na poziomie 20%. Wyniki Y zostaly wygnerowane zgodnic z
modelem liniowym:

p
Y =) X;B; +o0e (18.1)

ji=1

”

gdzie € zostal wygencrowany ze standardowego rozkladu Gaussowskicgo.

Y 4



Przyktad cz.2

Dla kazdego zbioru danych, zbior wspolczynnikow [3; rowniez zostal wygene-
rowany z rozkladu standardowego Gaussowskiego. Rozwazymy trzy przypadki
p = 20,100, 1000. Odchylenie standardowe, w kazdym przypadku zostato do-
brane tak, aby stosunck sygnalu do szumu "“"‘(f?"*""” byl rowny 2. Liczba
istotnych wspoleczynnikow regresji to odpowiednio 9, 33, 331 (usredniajac dla

100 symulacji).




1000 features

Test Error

Effective Degrees of Freedom

FIGURE 18.1. Test-error results for simulation experiments. Shown are bozx-
plots of the relative test errors over 100 simulations, for three different values
of p, the number of features. The relative error is the test error divided by the
Bayes error, o”. From left to right, results are shown for ridge regression with
three different values of the reqularization parameter A: 0.001, 100 and 1000. The
(average) effective degrees of freedom in the fit is indicated below each plot.




Podsumowanie wynikéw

Analizujac otrzymane wyniki mozemy zauwazy¢, ze w sytuacji, gdy p = 20,
najmnicjszy wzgledny blad testowy obserwujemy dla regresji grzbictowej z A =
0.001 (20 df), gdy p = 100 najlepszy wynik dostajemy dla regresji grzbietowe;
z A = 100 (35 df), natomiast, gdy p = 1000 dla regresji grzbietowej z A = 1000
(43 df) .




Skqd taki wynik?

Regresja grzbietowa z A = (0.001 dobrze radzi sobie z korelacja pomedzy cecha-
mi, gdy p < N, ale nie w przypadku, gdy p >> N. W pdzniejszych praypadkach
nie mamy dostatecznie duzej ilosci informacji w relatywnie malej liczbie probek,
by efektywnie wyestymowaé wielowymiarowa macierz kowariancji. W tym przy-
padku, wieksza regularyzacja prowadzi do lepsze] wydajnoscl przewidywania.
Nic wiee dziwnego, ze analiza danych wielowymiarowych wymaga albo mody-
likacjl procedur zaprojektowanych dla scenariusza N > p, albo wprowadzenia
calkowicie nowych procedur.



Diagonal Linear
Discriminant Analysis



Diagonal Linear Discriminant Analysis

Metoda, ktora teraz przedstawie jest zblizona do metod dyskutowanych w roz-
dziale 4.3.1 ksiazki The Elements of Statistical Learning. W tym wypadku jed-
nak wprowadzono pewna modylikacje, ktora pozwala osiagnac selekecje zmien-
nych.

Najprostsza forma regularyzacji zaklada, ze cechy sa niezalezne w ramach kaz-
dej klasy, cuyli wewnatrzklasowa macierz kowariancji jest diagonalna.

W przypadku, gdy p >> N:
e cechy w obrebie klasy rzadko sa niezalezne;

e nic mamy dostatecznie duzo danych by wyestymowac zaleznoscl pomicdzy
mimni.

7’
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Diagonal Linear Discriminant Analysis

Zalozenie niezaleznosci zmiennych w duzym stopniu redukuje liczbe parame-
trow w modelu i skutkuje otrzymaniem efektywnego i latwo interpretowalnego

klasytikatora.

Dlatego bierzemy pod uwage regule LDA diagonalne] kowariancji do klasyli-
kowania klas. Score dyskryminacyjny dla klasy k mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

P J.:* . ;1—,:7_ 2
d(z%) = —Z (2] 2 ki) + 2 log .. (18.2)
=1 v

W sytuacji, gdy rozwazalibysmy dane dotyczace gendw, elementy powyzszego
wzoru interpretowalibysmy nastepujaco:

Tt = (T, ey T, T wektor wartodci ekspresji genéw dla obserwacii testoweij:

s;  odchylenie standardowe j-tego genu w obrebie klasy;

Thi = Z:‘cﬂ'k z;j/Nj — Srednia N wartosci dla genu j w klasie k;

). — zbior indeksow klasy k.



Diagonal Linear Discriminant Analysis

¥ nazywane jest centroidem klasy k.

Wyrazenie & = (Tk1y.ery Thyp)
Zanwazymy rowniez, ze plerwsza (ujemna) czes¢ wzoru 18.2 jest po prostu znor-
malizowansg kwadratows odlegloscia 2% do k-tego centroidu, natomiast druga
CAeSC WZOT ﬂ-ga-st, poprawka na podstawie klasowego prawdopodobienstwa prior
Tk, gldzie Yon_ m, = 1.

najac juz powyzsze [akty mozemy przedstawié nastepujaca regute klasyiika-
)1

C(z*) = £ if §y(x*) = maxy, 0p(z*). (18.3)
Widzimy, ze klasyfikator diagonal LGD odpowiada klasyfikatorowi najblizszego

centroidu po odpowiedniej standaryzacji. Klasylikator diagonal LDA jest row-
niez specjalnym przypadkiem naiwnego klasyfikatora DBayesa.
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Klasylikator diagonal LDA czesto sprawdza sie w sytuacji, gdy rozwazamy prze-
strzenie wiclowymiarowe. Jednakze, jedna z jego wad jest to, ze klasyfikator ten
wykorzystuje wszystkie cechy i w zwigzku z tym nie jest wygodny do interpre-
tacji.



Linear Classifiers
with Quadratic
Regularization



Regularized Discriminant Analysis, gdy p<N

W roku 1989 Friedman zaproponowat pewien kompromis pomiedzy metoda
LDA i QDA - RDA. Metoda ta pozwala na wprowadzenie pewnej regularyzacji
macierzy kowariancji. Regularyzowane macierze kowariancjli maja wowczas na-
stepujaca postac:

-

S(a) =aZ; + (1 - )3, (4.13)

gdzie ¥ jest polaczona macierza kowariancji tak jak w LDA, a € [0, 1] jest
stata. W prkatyce o moze zosta¢ wybrana np. przy pomocy walidacji krzyzowe;j.



Reqgularized Discriminant Analysis, gdy
p=>>N

Metoda RDA zoslala opisana w sekeji 4.3.1 w ksiazce The Elemenls of Stalisli-
cal Learning.

Liniowa analiza dyskryminacyjna wymaga odwrdcenia macierzy kowariancji p x
p. Gdy p >> N taka macierz moze by¢ ogromna, ma rzad co najwyze) N < p i
stad tez jest osobliwa. Metoda RDA pokonuje problemy z osobliwoscia poprzez
regularyzacje estymatora ». Ponizej przedstawimy wersje RDA, ktora scigga X
w strone diagonali:

$(v) =42 + (1 — 7)diag(E), with v € [0, 1]. (18.9)



Reqgularized Discriminant Analysis, gdy
p=>>N

Forma $ciggania w przypadku (18.9) przypomina regresje grzbietowa, ktora Scig-
ga macierz kowariancji cech w strone diagonalnej macierzy. Wartos¢ v wybierana
jest przy pomocy walidac)i krzyzowej, natomiast metody, ktore shuzg do odwro-
cenia tej macierzy zostaly omowione w rozdziale 18.3.5 w ksiazce The Elements
of Statistical Learning.



Logistic Regression with Quadratic
Regularization

Gdy rozwazamy problem p == N, regresje logistyczng mozemy zmodyfikowac
w podobny sposob. Rozwazmy K klas 1 wieloklasowy model regresji logistyezne]:

xp( Bro + 7t B
Pr(G = k| X = z) = ;‘m kot 2 k) (18.10)
> i1 €XP(Beo + 7 B¢)

W przedstawionym powyze] modelu rozwazamy K wektorow wspotezynnikow

31, B2, -, Bi -



Logistic Regression with Quadratic
Regularization

W przypadku regresji logistyczne], gdy p >> N, regularyzacji dopasowania do-
konujemy poprzez nalozenie odpowiedniej kary i maksymalizacje otrzymanego
wyrazenia:

K
A :

max E log Pr(g;|xz;) ;E 18|15 | - (18.11)
k=1

{ Bok. 3 }HE

Regularyzacja automatycznie rozwiazuje nadmiarowows¢ w parametryzacji i

.Ir": - " r - - r = " "
wymusza »_,_, B = 0dla j =1,...,p. Warto réwniez zwréci¢ uwage, Ze inter-
cepty (o nie sa regularyzowane (dlatego nalezy je ustawié¢ na zero).

Rozwazany problem optymalizacyjny jest wypukly i moze zosta¢ rozwigzany
przy pomocy algorytmu Newtona lub innych technik numerycznych. Szczegoly
przedstawione zostaly w artykule Zhu 1 Hastiego z roku 2004.



The Support Vector Classifier

Metoda The support vector classifier zostala opisana dla przypadku dwoch klas

w rozdziale 12.2 ksigzki The Elements of Statistical Learning.

Gdy rozwazamy problem, w ktorym p >> N, metoda ta jest szezegdlnie prey-
datna, poniewaz klasy moga zosta¢ dokladnie rozdzielone przy pomocy hiper-
pltaszczyzny, chyba ze w roénych klasach znajduja sie identyczne wektory cech.

Co ciekawe, w przypadku problemow, w ktorych p >> N, nieregularyzowany
support vector classifier ezesto dziala tak samo dobrze jak jego regularyzowana
wersja. Jest to zwlazane z tym, ze w przypadku tego klasyhikatora nadmierne
dopasowanic do danych czesto nie stanowi problemu.

N

A \




The Support Vector
Classifier

W roku 2007, Tibshirani i Hastie zaproponowali model margin tree classifier, w
ktorym klasylikatory support-vector sg wykorzystywane w drzewie binarnym.
Klasy sa zorganizowane hierarchicznie, co moze byé przydane na przyklad przy
klasyfikowaniu pacjentow » roznym typem raka.



Dziekuje za uwage



