
1 Ograniczenia podstawowe

1.1 Entropia zbiorów

Wiele zagadnie« uczenia maszynowego wygl¡da nast¦puj¡co: mamy dany
zbiór treningowy par (xi, yi) gdzie xi to zmienne niezale»ne za± yi = f(xi)+ei
to odpowiedzi które chcemy przewidzie¢ (tzn. chcemy przewidzie¢ f(xi) za± ei
to bª¡d). Nasze zadanie to znalezienie funkcji g tak by dla x z z interesuj¡cego
nas zbioru S funkcja g(x) byªo dobrym przybli»eniem do f(x). Np. je±li na
zbiorze warto±ci zadana jest metryka to mo»na »¡da¢ by dla pewnego ε i
ka»dego x ∈ S

d(f(x), g(x)) < ε

(w zastosowanich wystarcza nierówno±¢ nieostra, teoria jest nieco prostsza
gdy u»ywamy nierówno±¢ ostr¡).

Na funkcjach mo»na wprowadzi¢ metryk¦ wzorem

d(f, g) = sup
x∈S

d(f(x), g(x))

i przy takiej notacji warunek wy»ej sprowadza si¦ do

d(f, g) < ε.

Metryk¦ na funkcjach wprowadzon¡ wy»ej zwykle nazywa si¦ metryk¡ jedno-
stajn¡. Mo»na te» rozwa»a¢ inne metryki na funkcjach np. je±li na zbiorze
S jest zadana miara to dla p ≥ 1 mo»na rozpatrywa¢ metryki typu Lp:

d(f, g) =

(∫
x∈S

d(f(x), g(x))pdµ(x)

)1/p

Dla ustalenia uwagi dalej b¦dziemy zakªada¢ »e S jest podzbiorem Rm dla
pewnego m za± zbiór warto±ci jest podzbiorem R.

Zagadnienie znalezienia g jak wy»ej to w zasadzie klasyczne zagadnienie
aproksymacji czy interpolacji funkcji. Jednak klasyczne metody aproksyma-
cji dziaªaj¡ niezbyt dobrze dla du»ych m, dlatego do uczenia maszynowego
zwykle stosuje si¦ inne metody.

A priori dla pojednyczej funkcji f nie wida¢ ogranicze« dla mo»liw¡ jako±¢
aproksymacji. Lecz naturalne jest »¡danie by nasza metoda dziaªaªa nie dla
pojedynczego f , ale dla ka»dego f z pewnego podzbioru K. Tu ju» wida¢
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ograniczenia: zbiór funkcji które mo»emy reprezentowa¢ w komputerze jest
sko«czony, wi¦c istnieje sko«czony zbiór {g1, . . . , gN} taki »e dla ka»dego
f ∈ K istnieje j takie »e

d(f, gj) < ε

Warunek powy»ej pojawia si¦ w teorii przestrzeni metrycznych, je±li jest
speªniony to mówimy »e zbiór K posiada sko«czon¡ ε-sie¢. A wi¦c istnie-
nie sko«czonej ε-sieci jest warunkiem koniecznym do aproksymacji. Nale»y
tu podkre±li¢ »e jest to fundamentalne ograniczenie, niezale»ne zupeªnie od
metody któr¡ u»ywamy do szukania g. W miar¦ naturalne jest te» »¡danie
by by¢ mo»e kosztem wi¦kszego wysiªku daªo si¦ znale¹¢ przybli»enie dla
dowolnego ε > 0. W takim przypadku zbiór K musi posiada¢ sko«czon¡
ε-sie¢ dla dowolnego ε > 0. Taki zbiór nazywamy zbiorem prezwartym. Je±li
dodatkowo K jest zbiorem domkni¦tym, za± nasza przestrze« metryczna jest
zupeªna toK musi by¢ zbiorem zwartym. Ponadto, je±liK jest prezwarty za±
zawieraj¡ca go przestrze« jest zupeªna to domkni¦cie K jest zwarte. Teraz
wida¢ »e jest to istotne ograniczenie: zbiór funkcji ci¡gªych na odcinku [0, 1]
jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡, ale nie jest zbiorem zwartym (metryka
jednostajna któr¡ podali±my wy»ej to wªa±nie metryka na przestrzeni funkcji
ci¡gªych).

Ograniczenie si¦ do zbiorów ograniczonych nie pomaga: domkni¦ta kula
jednostkowa w przestrzeni funkcji ci¡gªych nie jest zwarta. Dodajmy »e jest
to do±¢ ogólne ograniczenie: domkni¦ta kula jednostkowa w przestrzeni wek-
torowej nad liczbami rzeczywistymi z metryk¡ niezmiennicz¡ na przesuni¦cia
jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest przestrze« jest sko«czenie wymia-
rowa. Interesuj¡ce przestrzenie funkcji s¡ niesko«czenie wymiarowe.

A wi¦c by mo»liwa byªa aproksymacja jednostajna zbiórK musi by¢ istot-
nie mniejszy ni» kula jednostkowa. Naturalnym zaªo»eniem jest »e funkcje z
K s¡ regularne. Je±li zaªo»ymy »e S jest wystarczaj¡co regularnym zbiorem
(np. wypukªym) za± K skªada si¦ z funkcji które s¡ wspólnie ograniczone i
ich pochodne do pewnego rz¦du te» s¡ wspólnie ograniczone to wtedy K jest
zbiorem zwartym.

Je±li K jest zbiorem zwartym znika najbardziej podstawowe ograniczenie.
Ale nasze ograniczenie mo»a te» sformuªowa¢ w sposób ilo±ciowy. Je±li mamy
do dyspozycji n bitów pami¦ci to mo»emy w tej pami¦ci reprezentowa¢ mak-
symalnie 2n funkcji. A wi¦c je±li ka»dy element K daje si¦ reprezentowa¢ z
bª¦dem mniejszym ni» ε to K ma ε sie¢ o mocy nie przekraczaj¡cej 2n. Pro-
wadzi nas to do poj¦cia entropii zbioru. Najpierw de�nujemy Nε(K) jako
minimaln¡ moc ε-sieci dla K. Nast¦pnie de�nujemy ε-entropi¦ Hε(K) jako

Hε(K) = log(Nε(K)).
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Logarytm w de�nicji oznacza »e Hε(K) jest proporcjonalne do ilo±ci pami¦ci
potrzebnej do reprezentacji elementów K. Naturalne jest pytanie jak du»e
jest Hε(K). Krótka odpowied¹ jest taka: Hε(K) jest du»e, nieco mniejsze
ni» najbardziej pesymistyczne oszacowanie, ale prawie tak du»e. Konkretniej,
niech S = [0, 1]m za± K niech b¦dzie zbiorem funkcji ci¡gªych f na S takich
»e dla dowolnego wielowska¹nika α z |α| ≤ k zachodzi

sup
x∈S
|∂αf(x)| ≤ 1

(innymi sªowy dla f ∈ K wszystkie pochodne cz¡stkowe do rz¦du k s¡ ogra-
niczone przez 1). Wtedy dla ε < (2(2k + 1))−k

Hε(K) ≥ log(2)(2(2k + 1))−mε−m/k

Szkic dowodu: Ustalmy δ > 0. Istnieje funkcja φ ∈ Ck taka »e φ(0) = 1,
|∂jxφ|(x) ≤ ((2k + 1)δ−1)j dla j = 0, . . . , k i φ(x) = 0 dla x /∈ (−δ/2, δ/2).
Niech a ∈ Zm i

ψa(x) = εΠm
i=1φ(xi − δa(i)).

Dla |α| ≤ k mamy

|∂αψa(x)| = εΠm
i=1|∂α(i)φ(xi − a(i))|

≤ εΠm
i=1((2k + 1)δ−1)α(i) = ε((2k + 1)δ−1)|α|

≤ ε((2k + 1)δ−1)k.

A wi¦c |∂αψa(x)| ≤ 1 o ile

ε((2k + 1)δ−1)k ≤ 1.

Lecz to zachodzi gdy
ε1/k(2k + 1) ≤ δ.

Niech Λ = {a ∈ Zm : 0 ≤ a(i) ≤ δ−1}, niech c : Λ→ {−1, 1} i

uc(x) =
∑
a∈Λ

caφa(x)

�atwo zauwa»y¢ »e φa maj¡ no±niki rozª¡czne, wi¦c

|∂αuc(x)| ≤ max
a∈Λ
|ca||∂αφa(x)| ≤ 1

czyli uc ∈ K. Je±li c, d ∈ Λ, c 6= d to

sup
x∈S
|uc(x)− ud(x)| ≥ sup

x∈Λ
ε|ca − da| = 2ε
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Moc Λ to lm gdzie l to najwi¦ksza liczba caªkowita mniejsza lub równa δ−1.
A wi¦c K zawiera 2l

m
elementów takich »e ka»de dwa s¡ odlegªe co najmniej

o 2ε. Wynika st¡d »e ε sie¢ dlaK ma co najmniej 2l
m
elementów, czyli Hε(K)

to co najmniej log(2)lm. Lecz dla ε < (2(2k + 1))−k bior¡c

δ = ε1/k(2k + 1)

mamy δ < 1/2, czyli l > (2δ)−1 czyli

Hε(K) ≥ log(2)(2ε1/k(2k + 1))−m = log(2)(2(2k + 1))−mε−m/k

Zauwa»my »e dla ε < (2(2k + 1))−k mamy l ≥ 2 czyli

Hε(K) ≥ log(2)2m

a wi¦c potrzebujemy co najmniej 2m bitów do reprezentacji elementów K.
Oznacza to »e dla wi¦kszych m reprezentacja elementów K z du»¡ dokªad-
no±ci¡ jest praktycznie niemo»liwa bo 2m jest zbyt du»e.

Jest te» podobne oszacowanie z góry

Hε(K) ≥ b(m, k)ε−m/k

gdzie czynnik b(m, k) zale»y wykªadniczo od m.
Nasze oszacowanie z doªu jest stosunkowo sªabe dla du»ych ε, jednak»e

mo»na oczekiwa¢ »e entropia ci¡gle jest du»a.
Co st¡d wynika dla uczenia maszynowego: ogólne funkcje wielu zmien-

nych s¡ beznadziejnie trudne dla oblicze« komputerowch. To »e ró»ne metody
uczenia maszynowego dziaªaj¡ oznacza »e funkcje z którymi mamy do czy-
nienia s¡ wyjatkowo ªatwe, w szczególno±ci zwykle istotna cz¦±¢ problemu
mo»e by¢ zredukowana do stosunkowo niskiego wymiaru.

Dodajmy »e podobne wyniki zachodz¡ dla innych norm, wi¦c nasze osza-
cowanie to nie artyfakt z powodu specjalnego wyboru K.
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