1 Ograniczenia podstawowe

1.1 Entropia zbioréw

Wiele zagadnienn uczenia maszynowego wyglada nastepujaco: mamy dany
zbior treningowy par (x;,y;) gdzie z; to zmienne niezalezne zas y; = f(x;)+e;
to odpowiedzi ktore chcemy przewidzie¢ (tzn. checemy przewidzie¢ f(x;) zas e;
to btad). Nasze zadanie to znalezienie funkcji g tak by dla x z z interesujacego
nas zbioru S funkcja g(x) bylo dobrym przyblizeniem do f(z). Np. jesli na
zbiorze wartosci zadana jest metryka to mozna zada¢ by dla pewnego ¢ i
kazdego x € S
d(f(z),9(x)) <e

(w zastosowanich wystarcza nieréwnosé nieostra, teoria jest nieco prostsza
gdy uzywamy nier6wnos$¢ ostra).
Na funkcjach mozna wprowadzi¢ metryke wzorem

d(f,g) =supd(f(z),g(x))

z€eS

i przy takiej notacji warunek wyzej sprowadza sie do

d(f,g) <e.

Metryke na funkcjach wprowadzona wyzej zwykle nazywa sie metryka jedno-
stajna. Mozna tez rozwaza¢ inne metryki na funkcjach np. jesli na zbiorze
S jest zadana miara to dla p > 1 mozna rozpatrywac¢ metryki typu LP:

i.9) = ([ _dts).g@ran) "

Dla ustalenia uwagi dalej bedziemy zaktadac¢ ze S jest podzbiorem R™ dla
pewnego m za$ zbioér wartosci jest podzbiorem R.

Zagadnienie znalezienia g jak wyzej to w zasadzie klasyczne zagadnienie
aproksymacji czy interpolacji funkcji. Jednak klasyczne metody aproksyma-
cji dzialaja niezbyt dobrze dla duzych m, dlatego do uczenia maszynowego
zwykle stosuje sie inne metody.

A priori dla pojednyczej funkcji f nie wida¢ ograniczen dla mozliwg jakosé
aproksymacji. Lecz naturalne jest zadanie by nasza metoda dzialata nie dla
pojedynczego f, ale dla kazdego f z pewnego podzbioru K. Tu juz wida¢



ograniczenia: zbiér funkcji ktére mozemy reprezentowaé¢ w komputerze jest
skoriczony, wiec istnieje skoriczony zbior {gi,...,gn} taki ze dla kazdego
f € K istnieje j takie ze

d(f, gj) <€

Warunek powyzej pojawia sie w teorii przestrzeni metrycznych, jesli jest
spetniony to méwimy ze zbidér K posiada skonczong e-sie¢. A wiec istnie-
nie skonczonej e-sieci jest warunkiem koniecznym do aproksymacji. Nalezy
tu podkresli¢ ze jest to fundamentalne ograniczenie, niezalezne zupelnie od
metody ktora uzywamy do szukania g. W miare naturalne jest tez zadanie
by by¢ moze kosztem wickszego wysitku dalo sie znalezé przyblizenie dla
dowolnego ¢ > 0. W takim przypadku zbiér K musi posiadaé¢ skonczong
e-sie¢ dla dowolnego € > 0. Taki zbioér nazywamy zbiorem prezwartym. Jesli
dodatkowo K jest zbiorem domknietym, za$ nasza przestrzen metryczna jest
zupetna to K musi by¢ zbiorem zwartym. Ponadto, jesli K jest prezwarty zas
zawierajaca go przestrzen jest zupeilna to domkniecie K jest zwarte. Teraz
widac ze jest to istotne ograniczenie: zbior funkeji ciagtych na odcinku [0, 1]
jest przestrzenia metryczna zupelna, ale nie jest zbiorem zwartym (metryka
jednostajna ktora podalismy wyzej to wlasnie metryka na przestrzeni funkcji
ciaglych).

Ograniczenie si¢ do zbioréw ograniczonych nie pomaga: domknieta kula
jednostkowa w przestrzeni funkcji ciggtych nie jest zwarta. Dodajmy ze jest
to dos¢ ogodlne ograniczenie: domknieta kula jednostkowa w przestrzeni wek-
torowej nad liczbami rzeczywistymi z metryka niezmienniczg na przesuniecia
jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest przestrzen jest skonczenie wymia-
rowa. Interesujace przestrzenie funkcji sa nieskoriczenie wymiarowe.

A wiec by mozliwa byta aproksymacja jednostajna zbiér K musi by¢ istot-
nie mniejszy niz kula jednostkowa. Naturalnym zalozeniem jest ze funkcje z
K sa regularne. Jesli zalozymy ze S jest wystarczajaco regularnym zbiorem
(np. wypuklym) za§ K sktada sie z funkcji ktore sa wspodlnie ograniczone i
ich pochodne do pewnego rzedu tez sg wspoélnie ograniczone to wtedy K jest
zbiorem zwartym.

Jesli K jest zbiorem zwartym znika najbardziej podstawowe ograniczenie.
Ale nasze ograniczenie moza tez sformutowaé¢ w sposob ilosciowy. Jesli mamy
do dyspozycji n bitow pamieci to mozemy w tej pamieci reprezentowa¢ mak-
symalnie 2" funkcji. A wiec jesli kazdy element K daje sie reprezentowaé z
bledem mniejszym niz € to K ma € sie¢ o mocy nie przekraczajacej 2". Pro-
wadzi nas to do pojecia entropii zbioru. Najpierw definujemy N.(K) jako
minimalng moc e-sieci dla K. Nastepnie definujemy e-entropie H.(K) jako

H.(K) = log(N:(K)).



Logarytm w definicji oznacza ze H.(K) jest proporcjonalne do ilosci pamieci
potrzebnej do reprezentacji elementéow K. Naturalne jest pytanie jak duze
jest H.(K). Krotka odpowiedz jest taka: H.(K) jest duze, nieco mniejsze
niz najbardziej pesymistyczne oszacowanie, ale prawie tak duze. Konkretniej,
niech S = [0, 1]™ za$ K niech bedzie zbiorem funkcji ciagtych f na S takich
ze dla dowolnego wielowskaznika a z |a| < k zachodzi

sup [0° f(z)] <1
z€eS

(innymi stowy dla f € K wszystkie pochodne czastkowe do rzedu k sg ogra-
niczone przez 1). Wtedy dla e < (2(2k +1))7*

H.(K) > 1og(2)(2(2k + 1)) "e~™/*

Szkic dowodu: Ustalmy & > 0. Istnieje funkcja ¢ € C* taka ze ¢(0) = 1,
|09g)(z) < ((2k+1)071) dla j =0,....ki¢(zx) =0dlaz ¢ (—6/2,§/2).
Niech a € Z™ i

Ya(x) = elliZy p(x; — daf(i)).

Dla |a| < k mamy
|0°a()| = eI |0V (2; — a(i)))]
< ell™ ((2k 4+ 1)671)2® = g((2k 4 1)~ 1)l
<e((2k +1)5Hk
A wiec |0°0,(2)] < 1 o ile
e((2k +1)67 1)k < 1.

Lecz to zachodzi gdy
eVR2k +1) <0

Niech A={a €Z™:0<a(i) <§ '} niech c: A = {—1,1} i

(@) =) catal()

a€A

Latwo zauwazy¢ ze ¢, majg nosniki roztaczne, wiec
|0%ue(w)] < max |c[|0%¢a(w)] < 1
ac
czyli u. € K. Jesli c,d € A, ¢ # d to

sup ‘UC<.’L') - ud(m)‘ > SHpS‘Ca - da’ =2
zeS zeA



Moc A to I™ gdzie | to najwicksza liczba catkowita mniejsza lub réwna §—1.
A wiec K zawiera 2! elementow takich ze kazde dwa sg odlegte co najmnie;
o 2¢. Wynika stad ze ¢ sie¢ dla K ma co najmniej 2/ elementow, czyli H.(K)
to co najmniej log(2)I™. Lecz dla e < (2(2k + 1))~ biorac

6= 2k +1)
mamy 6 < 1/2, czyli [ > (20)7! czyli
H.(K) > log(2)(2e*(2k +1))™™ = log(2)(2(2k + 1)) ™e~™/k
Zauwazmy ze dla e < (2(2k +1))7* mamy [ > 2 czyli
HL(K) > log(2)2"

a wiec potrzebujemy co najmniej 2™ bitow do reprezentacji elementow K.
Oznacza to ze dla wiekszych m reprezentacja elementéow K z duza doklad-
noscia jest praktycznie niemozliwa bo 2™ jest zbyt duze.

Jest tez podobne oszacowanie z gory

H(K) > b(m, k)™

gdzie czynnik b(m, k) zalezy wyktadniczo od m.

Nasze oszacowanie z dotu jest stosunkowo stabe dla duzych ¢, jednakze
mozna oczekiwaé ze entropia ciggle jest duza.

Co stad wynika dla uczenia maszynowego: ogolne funkcje wielu zmien-
nych sa beznadziejnie trudne dla obliczei komputerowch. To ze ro6zne metody
uczenia maszynowego dzialaja oznacza ze funkcje z ktorymi mamy do czy-
nienia sg wyjatkowo tatwe, w szczego6lnosci zwykle istotna cze$é¢ problemu
moze by¢ zredukowana do stosunkowo niskiego wymiaru.

Dodajmy ze podobne wyniki zachodza dla innych norm, wiec nasze osza-
cowanie to nie artyfakt z powodu specjalnego wyboru K.



