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Plan prezentacji

@ wprowadzenie
@ zwigzek metody bootstrap z funkcja najwiekszej wiarogodnosci
@ bootstrap parametryczny

@ zwigzek podejscia Bayesowskiego z funkcja najwiekszej
wiarogodnosci
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Rozwazany przypadek

Rozwazamy nastepujace dane:

Z - {21,22, ’ZN}

Uzyjemy B-splines:

7
p(z) = B;h(x)
j=1
j=1,2..,7
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Estymator [

@ Niech H bedzie macierzg wymiaru N x 7
° H;; = hj(xi)

@ estymator 3 jest postaci

3= (HTH)'H"y
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fi(r) = Z thj(w)

7
Jj=1
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Estymator wariancji i se

Estymator wariancji:

Var(f) = (HTH) 52

N
5 = 3 (i — ie)*/N

(2

Jezeli zapiszemy h(x) jako fAL(:E)T = (hy(x), hy(z), ..., he(x)), to
selji(x)] dla ji(x) = h(x)T 3 jest postaci

selji(x)] = [h(x)" (HTH) 'h(2)]'/?6
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Przedziat ufnosci

fi(z) £1.96 - se[()]
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Zastosowanie metody bootstrap

@ losujemy z powtérzeniami B zbioréw rozmiaru N ze zbioru
treningowego

@ losujemy punkty z; = (z;,y;)

@ w wyniku dopasowania na bazie Z* otrzymujemy j1*(z)
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Zastosowanie metody bootstrap
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Bootstrapowe przedziaty ufnosci obliczamy w oparciu o kwantyle z
wygenerowanych danych.
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Bootsrtap vs metoda najmniejszych kwadratow
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Poréwnanie metody bootstrap i metody
najmniejszych kwadratow

.
Bootstrap

@ nieparametryczny
@ parametryczny

€
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Bootstrap parametryczny

Losujemy €} z rozktadu €; ~ N(0,5?2) i otrzymujemy

Nowe zbiory sg postaci

(1’17 yi)v Tty (xN7y>]kV>'
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Poréwnanie metody bootsrtap i metody
najmniejszych kwadratow

Gdy liczba préb bootstrapowych dazy do nieskonczonosci,
bootstrapowe przedziaty ufnoéci zgadzaja sie z przedziatami
otrzymanymi przy uzyciu metody najmniejszych kwadratéw.

Posta¢ funkcji wstymowanej przy uzyciu bootstrapu
parametrycznego

() = h(x)" (BH) Ry

i*(z) ~ N(fi(x), h(z)" (HTH) " h(2)6?)
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Zgodnos$¢ bootstrapu z funkcjg najwiekszej
wiarogodnosci

Rozktad z:
z; ~ go(2)
Dla z pochodzacego z rozktadu normalnego:
0= (u,0%
1 1 2 2
go(2) = <= H=wle
2mo
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Funkcja najwiekszej wiarogodnosci

Estymator najwiekszej wiarogodnosci jest oparty na funkcji
najwiekszej wiarogotnosci

=

L(6,2) = | | 96(2)-

=1

Metoda najwiekszej wiarogodnoéci wybiera taka wartoé¢ 6, ktéra
maksymalizuje logarytm wiarogodnosci

N N
1(0,2) = Zl(e, z) = Zloggg<zi>.
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Rozktad estymatora najwiekszej wiarogodnosci

Macierz informacji

Rozktad prébkowy estymatora najwiekszej wiarogodnosci

0 — N(85,i(6p)")
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Przyblizenie probkowego rozkfadu estymatora 6

Mozemy przyblizy¢ probkowy rozktad estymatora 6 rozktadem
normalnym

~ ~

N(6,i(0)"1) lub N(6,1(6)1)

Estymatory btedéw standardowych:

Vi(0) lub \/1(6)]

Przedziaty ufnosci:

~ ~

0, — 2072, /i(0):1 lub 6, — 212, /[1(d):}

J 77 J JJ
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PU na bazie funkcji wiarogodnosci

Przyblizenie rozktadem chi-kwadrat:

2[1(0) = 1(0p)] ~ x;

Przedziat ufnodci:

2[1(8) — 1(6,)] < x>
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Funkcja wiarogodnosci a metoda najmniejszych
kwadratow

Rozwazamy parametr 6 = (3, 02) oraz logarytm wiarogodnosci

N, 1 & )
l(@)z—;loga%r 2—; T3)2.

Estymatory najwiekszej wiarogodnosci:

A= (HTH) 'HTy,
1 ~

1(8) = (H"H)/5°

Macierz informacji:
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Funkcja wiarogodnosci a bootstrap

@ bootstrap pozwala na osigganie wynikéw zgodnych z
podejéciem opartym na funkcji najwiekszej wiarogodnosci

@ przewaga metody bootstrap jest to, ze mozemy jej uzy¢ gdy
nie dysponujemy wzorami analitycznymi
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Podejscie Bayesowskie

@ okreslamy model zadany jako

P(z[6)
@ rozktad a priori
P(9)
@ rozktfad a posteriori
P(Z|0) - P(0)

POZ) = TFzi6)-P0)a
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Predykcja

@ podejscie Bayesowskie

P(2new|Z) — / P(="%(6) . P(6|Z)d0
@ metoda najwiekszej wiarogodnosci

[P(Znew‘é)
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Zastosowanie podejScia Bayesowskiego

Mamy taki model jak wczedniej:

Y =uX)+e e~ N(0,0%),

N1

Zaktadamy, ze znamy o oraz, ze wartosci Ty, ..., T Sa ustalone.
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Rozktad 3

Rozktad a priori:

B~ N(0,7X)
Rozktad a posteriori:

-1
E(B|Z) = <HTH+ U;z) HTy

0'2 -
cov(B|Z) = (HTH - —E) o?
T
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Rozktad a posteriori ji(x)

cov[p(x), p(x)|Z) = h(x)T (HTH + %E) h(xz")o?

Wybieramy a priori X = 1.
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Préby z rozktadu a posteriori

7
W) =" Bihy(x)
j=1
r=1 = 1000
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x x
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Podejscie Bayesowskie a funkcja wiarogodnosci

@ Dla 7 — oo otrzymujemy nieinformacyjny rozktad a priori.
e P(0|Z) x P(Z|0)P(0)

@ Typowo w podejsciu Bayesowskim zaktada sie dla rozktadu a
priori o, ze
g(lo) x1/o.
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Zwigzek pomiedzy bootstrapem a wnioskowaniem
Bayesowskim

Rozwazamy z ~ N(6,1).
Okreslamy rozktad a priori 6 ~ N (0, 7).

Otrzymujemy rozktad a posteriori postaci

z 1
~ N
bz <1+1/T’1+1/T>

Dla parametrycznego bootstrapu mamy rozktad N(z,1).
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Zwigzek pomiedzy bootstrapem a wnioskowaniem
Bayesowskim

© Wybér nieinformacyjnego rozktadu a priori dla ¢
@ Mozemy zapisa¢ [(6,Z) jako 1(6,0)
Q 1(6,0) =1(0,60) + const
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Zwigzek pomiedzy bootstrapem a wnioskowaniem
Bayesowskim

mamy L kategorii
w; - prawdopodobienstwo, ze obserwacja jest z j-tej kategorii

w = (wq, Wy, ..., Wr,)

° ﬁjj - obserwowana proporcja obserwacji w j-tej kategorii

ﬁj = (ﬁ)l? @27 7wL)

S(w) - estymator

rozktad a priori dla w:

w ~ Dig(a)
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Zwigzek pomiedzy bootstrapem a wnioskowaniem
Bayesowskim

Witedy:

Funkcja prawdopodobienstwa jest proporcjonalna do Hle wf_l

Rozktad a posteriori dla w

w ~ Di, (a + N).

Przy a — 0 mamy
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Zwigzek pomiedzy bootstrapem a wnioskowaniem
Bayesowskim

N&* ~ Mult(N, @),

gdzie Mult(N, w) oznacza rozktad wielomianowy o funkgji
prawdopodobienstwa postaci

N N
(N@*{,...,N@"L)Hwi\] -

Bootstrapowy rozktad S(w*) przybliza rozktad a posteriori S(w).
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Dziekuje za uwage
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