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Model liniowy

E(Y|X) = f(X) = fo+ b1 X1 + ... + BpXp

> prosty w interpretacji
> nie powoduje overfittingu przy matej liczbie N i/lub duzym p

> nie zawsze adekwatny

Przyktad kwadratowego modelu regresji:

E(Y|X) = Bo + i X1 + BaX?



Rozszerzenia bazy

X - wektor zmiennych objasniajacych o dtugosci p
hm(X) :RP > R
m=1,..M

M
E(YIX) = £(X) = ). Bmhm(X) = Bih(X) + .. + Buhm(X)

m=1

hm(X) - funkcje bazowe rozpinajace przestrzen funkcji f



Przyktady funkcji bazowych
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Piecewise polynomials and splines

- przyjmujemy, ze wektor X jest jednowymiarowy

- piecewise polynomial function - wielomian odcinkowy - dzielimy
dziedzine X na roztaczne przedziaty, na kazdym z przedziatéw definiujemy
osobna funkcje wielomianowa

- spline - funkcja sklejana - rzeczywista funkcja gtadka, dla ktérej istnieje
rodzina podprzedziatéw dziedziny taka, ze funkcja ta jest wielomianem
na kazdym z tych podprzedziatéow



Przyktad funkcji gtadkiej

Warsaw apartments: area vs. construction date
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Rysunek: Model powierzchni jaka mozna nabyé w m? za milion ztotych
w zaleznosci od daty budowy budynku mieszkalnego, 30 funkcji bazowych



Rézne drogi wyboru funkcji bazowych

1. Restriction methods - stopien ztozono$ci modelu jest ograniczony
poprzez z gory okreslony limit klas funkcji jakie moga zostaé uzyte

P p M
FX) = D 6(X) =D Y, Bimhim(X))
j=1 j=1m=1
2. Selection methods - wybdr sposréd wszystkich funkgji, sprawdzenie
ktére funkcje istotnie zmieniajg dopasowanie modelu do danych,
np. metoda CART, MARS

3. Regularization methods - uzycie wszystkich dostepnych funkgji
z zastosowaniem pewnych restrykcji, np. ridge regression, LASSO



Piecewise polynomials - przyktad 1

(X) = I(X <€), ha(X)=I(& < X <&), ha(X)=I(& < X)

- powyzsze funkcje przyjmuja dodatnie wartosci na roztacznych
przedziatach
- estymator najmniejszych kwadratéw dla modelu

3
F(X) = ), Bmhm(X)

sprowadza sie do fm = Y (Srednia zmiennych objasnianych na m-tym
przedziale)



Piecewise polynomials - przykfad 1 c.d.

Piecewise Constant Piecewise Linear

Piecewise-linear Basis Function
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Rysunek: W lewym gérnym rogu: odcinkowa funkcja stata, w prawym gérnym
rogu: odcinkowa funkcja liniowa; zrédto: T.Hastie, The elements of statistical
learning



Piecewise polynomials - przykfad 1 c.d.

hi(X)=1(X <&), ho(X)=1(& £ X <&), hs(X)=1(&H < X)

ha(X) = 1(X < &)X
hs(X) = 1(&1 < X < &)X
hﬁ(X) = ]].(X < 52)

Warunek ciagtosci w weztach:

F(&) =f(&")

Stad:
B1+ &8s = B2+ E15s

Bo + &85 = B3+ &1



Truncated power function

Truncated power function dla wezta &;:

0, X <&

hi(X) = (X = €)% = {(X&-)"v X=&

Linear Cubic
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Rysunek: Truncated power function dla wezta & = 1 dla d=1 oraz d=3;
Zrédfo: https://documentation.sas.com



Piecewise polynomials - przyktad 2

Piecewise Cubic Polynomials

Discontinuous Continuous
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Rysunek: Przyktady szeSciennych wielomianéw odcinkowych dopasowanych do
tych samych danych; zrédto: T.Hastie, The elements of statistical learning



Cubic spline

Generalnie:
hj(X) = X1 j=1..,M
A (X) = (X =&)Y 1=1,..K

Funkcje bazowe dla szesciennej funkcji sktadanej z dwoma weztami:

K=2

M=4

h(X) =1

h(X) =X

h3(X) = X2

ha(X) = X3
hs(X) = (X — &)
he(X) = (X — &)3
Model

E(Y|X) = f(X) = Bihi(X) + ... + Behe(X)



Splines

- waznym zagadnieniem jest odpowiedni dobér stopnia funkgcji sklejanej,
liczby weztéw i ich potozenia

- potozenie weztéw moze by¢ dobrane metoda parametryzacji rodziny
funkcji sklejanych wedtug liczby funkcji bazowych lub stopni swobody i
wyznaczone na podstawie rozmieszczenia zmiennych

Polecenie w R:
bs(x, df=7)

generuje macierz funkcji bazowych na podstawie N obserwacji dla funkcji
sklejanej stopnia 3 z 7-3=4 weztami.



Natural cubic splines
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Rysunek: Krzywe wariancji punktowej dla réznych modeli dopasowanych do

danych pochodzacych z rozktadu jednostajnego z dodanym szumem o statej
wariancji; zrédto: T.Hastie, The elements of statistical learning.



Natural cubic spline

- warunek: funkcja poza weztami zewnetrznymi jest liniowa
- wprowadzenie takiego warunku powoduje zmniejszenie si¢ wariancji

punktowej poza weztami zewnetrznymi, natomiast dzieje sie to kosztem
obciazenia

Przyktad

gdzie:




Smoothing splines

- ztozonos$¢ dopasowania jest kontrolowana przez parametr regularyzacji A
- A\ - parametr wygtadzajacy

N

RSS(f, \) Z —f(x)? + )\Jf"(t)zdt

Skrajne przypadki

» A = 0 - f moze by¢ dowolng funkcja, ktéra przybliza rzeczywista
zalezno$é

» X\ = o0 - prosta dopasowana metoda najmniejszych kwadratéw



Smoothing splines

Zdefiniowane na poprzednim slajdzie kryterium posiada skonczenie
wymiarowe unikalne minimum bedace naturalnym szesciennym splajnem
z weztami w wartosciach x;, gdzie i = 1,...,N.

Rozwiazanie - naturalny splajn szescienny, stad funkcje f mozemy
przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

N
Fx) = D N;(x)6;
j=1

gdzie N;(X) - N-wymiarowy zbiér funkcji bazowych reprezentujacy dana
rodzine splajnéw naturalnych.



Smoothing splines

Kryterium:
RSS(0,)\) = (y — NO)T (y — NO) + \0TQpo

gdzie {N},J = /VJ'(X,'),
{Qu}i = SN ()N (t)dt

Rozwiazanie (uogdlniona regresja grzbietowa):
0= (NTN+ Q)" INTy
Stad:

F(X) = Z N; (X)d;

Jj=1



Przyktad dopasowania funkcji gtadkiej

— Male
— Female
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Rysunek: Dane: wzgledna zmiana w mineralizacji kosci kregostupa w ciagu
kolejnych dwéch badan w odstepie roku w zaleznosci od wieku badana u
mtodziezy; Zrédfo: T.Hastie, The elements of statistical learning.



Dziekuje za uwage!



