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Wygtadzanie splajnu przy uzyciu "kary na szorstkos¢"

> rozszerzenia bazy moga stanowi¢ dobre przyblizenie danych
funkcjonalnych

» popularng i efektywna metoda jest metoda najmniejszych kwadratéw

» podejécie oparte na karze na ,szorstko$¢” jest jedng z metod
aproksymacji danych funkcjonalnych

> metoda ta daje lepsze wyniki zwtaszcza przy estymacji pochodnych

» metoda oparta na optymalizacji kryterium dopasowania



Okreélanie szorstkosci

[D?x(t)]? - krzywizna funkcji
Naturalna miara szorstkosci:
PEN;(x) = f[Djl’(S]:j ds

Generalnie:

PEN,, (z) — f [D™a(s))2 ds
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Rysunek: Krzywa przyspieszenia wzrostu, zrédto: Ramsay, Functional Data
Analysis, Fig. 4.3.



Kryterium wyboru parametru wygtadzajacego

x(t) - wektor wartosci otrzymanych przy uzyciu funkcji x na wektorze

argumentéw t

Kompromis pomiedzy gtadkosciag a dopasowaniem do danych:
PENSSE, (z|y) = [y — 2(t)]W][y — z(t)]? + A x PENy(z)

de Boor (2002)

Krzywa x, ktéra daje najmniejsza wartos¢ powyzszego kryterium jest
splajnem szeSciennym z weztami w punktach t;, dla j=1,...,n.



Wektor wspdétczynnikéw c

1. Przypadek bez parametru wygtadzajacego.
Postac funkgji:

"
() = crie(t) = c'd(t) = ¢'(t)e,
|['.
Estymacja wspotczynnikéw:
é=(PWe) '&W'y

Predykcja zmiennej objasniane;j:

V= ®(WE) "Wy = Sy,



Wektor wspdétczynnikéw c

2. Przypadek z parametrem wygtadzajacym.

PEN,(T) = /[D"'J"[s}:gfis

f[DmL"qﬁ(.‘sJ]st'

fc'Dmd.-{.s'}Dm{p’[\.ﬂcds

CI[[Dm(ﬁ{.%]qubI(.%]d.%:c
c’];lr.' s

gdzie:

R = [D“'d:[.e}D“'ds'{s}ds .



Wektor wspdétczynnikéw c

2. Przypadek z parametrem wygtadzajacym, c.d.

PENSSE,,(v|c) = (y — ®c)W(y — ®c) + Ac'Re

—2®"Wy + @' Woc + \Rc =0,

Estymator wektora wspdtczynnikow c:

¢=(P'We + \R) '@ Wy



Metoda uogdlnionej walidacji krzyzowej

Kryterium:

n~! SSE
[n—1trace (I — Sy 2)]?

GCV(\) =

Réwnowazna forma:

n SSE
n — df(A) ) (n. — df{)\))

GCV(A) = (



Wygtadzanie krzywych - przyktad

Covid=19 excess mortality
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Rysunek: Wygtadzone krzywe $miertelnosci na Covid-19 we Wtoszech, zrédto:
M. Cremona, Probabilistic K-mean with local alignment for clustering and
discovery in functional data



Klasyfikacja metodg K-means

» Ustalenie liczby klas.
» Inicjalizacja centroidéw: tasujemy zbiér danych, a nastepnie
wybieramy losowo K punktéw.
> lteracje: do momentu, az nie bedzie zadnych zmian w centroidach,
tzn. przydziat punktéw do klastréw nie bedzie sie zmieniat
> obliczenie sumy kwadratéw odlegtoSci miedzy punktami a wszystkimi
centroidami
> przypisanie kazdego punktu danych do najblizszego klastra
(centroidu)
> obliczenie centroidéw klastréw, jest to Srednia warto$¢ wszystkich
punktéw nalezacych do kazdego klastra



K-means algorytm

Funkcja celu:
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K
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K-means algorytm

Expectation step:

p X _
UL::'T.& - Z:iil D =t - |

. e
o Wy = 1 ifk= a.rgmznj ll=* — psll
0 otherwise.
Maximization step:
oaJ m ) i B
Oup 270 wik(z' —pr) =0
Yo, wa'
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Klasyfikacja metodg fuzzy C-means

» ustalenie c - liczby klastréw, wybér parametru rozmycia m (zwykle
m 1.25 < m < 2) i inicjalizacja macierzy partycji u©

» wyliczenie centroidéw C¥) przy ustalonym U®*)

» aktualizacja macierzy partycji UK), yk+1)
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Klasyfikacja metodg probKMA

> Rozwazamy zbiér N krzywych (d-wymiarowych) x; : R — R, i =

> Celem jest zidentyfikowanie K (d-wymiarowych) centréw klas
Vi - (O,Ck) - Rd.

» Dla kazdej krzywej znajdujemy przesuniecie, tak aby minimalizowa¢
odlegto$¢ kazdej z nich od centrum klasy (v), gdzie funkcja
przesuniecia jest klasy W = {h:t > t + 5,5 € R}.

» Kazdej rozwazanej krzywej przypisujemy prawdopodobiefAstwo
nalezenia do danej klasy. Funkcja prawdopodobienstwa zdefiniowana
jest w nastepujacy sposoéb:

Pr : {x1, .., xn} — [0,1]

gdzie px(xi) = px,i-



Probabilistic K-means Algorithm

Spotykamy sie z nastepujacym problemem optymalizacji: chcemy znalezé
K centréw klas (vi, ..., vk), macierz prawdopodobieistw P oraz macierz
przesunie¢ S, tak aby zminimalizowa¢ uogdlnione kryterium najmniejszych
kwadratéw zdefiniowane w kontekscie analizy danych funkcjonalnych.
Kryterium zdefiniowane jest nastepujaco:

N K
Gm(P7 57 Vi,.ety VK) = Z Z Pk/ XI,Sk7/7 Vk)7 (1)

gdzie m > 1 jest pewnym ustalonym parametrem kontrolujagcym stopien
rozmycia, natomiast X; g, , = x o hy ; przesunieta krzywa; d(-,-) jest
odlegtoscia krzywej od centrum klasy.



Probabilistic K-means Algorithm

Inicjalizacja:

Zadanie liczby klas K oraz dtugosci centroidéw, wylosowanie
poczatkowych prawdopodobienstw nalezenia do danej klasy oraz
przesunieC.

Iteracje:

. . -7 A (it
> wyliczenie centroidéw V,E’ )
(it)

i

» wybdr przesuniecia 5, oraz przypisanie krzywych do klas

> obliczenie prawdopodobienstwa ﬁl((it;)

klasy

nalezenia krzywych do danej

Kryterium stopu:

N
BCi = —log (Z \ Pi’,?Pi’ﬁ-”)
i=1



Probabilistic K-means Algorithm

Rozwazmy zbiér B = {i € {1,..., N}|d(X;3,,, ") > 0, Vk} - zbidr indekséw
krzywych, ktérych odlegtosc od kazdego centrum klasy jest wigksza od 0.
Przy ustalonych wartosciach 1, ..., Ui oraz S estymator P = [Px,i], ktory
globalnie minimalizuje kryterium (1) przyjmuje nastepujaca postac:

1
i Xl »5k, ,7 v ) m (2)
XI,S/ﬁn V/) ’

dla i € B oraz:

. {0, dla k : d?(%i .., 0k) > 0 3
Pli = €10,1], dla k: d?(%is,,, %) =0

dla i ¢ B.



Probabilistic K-means Algorithm

Przy ustalonych wartosciach prawdopodobienistw nalezenia do danej klasy
w macierzy P oraz przesunie¢ w macierzy S, unikalny estymator centrum
klasy, ktéry minimalizuje funkcje G (-, P, §) ma postaé:

I1=

(Pr.i) " Si 5
b=

S (pe



ProbKMA na danych Covid-19

ProbKMA d0 c=65 days
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Excess mortality rate ( =<1 0"5}
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Rysunek: Klasyfikacja krzywych algorytmem probKMA, zrédto: M. Cremona,
Probabilistic K-mean with local alignment for clustering and discovery in
functional data.



Wygtadzanie krzywych

Covid-19 excess mortality
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Rysunek: zrédto: M. Cremona, Probabilistic K-mean with local alignment for

clustering and discovery in functional data.



ProbKMA na danych Covid-19
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Rysunek: Przesuniecia (liczba dni) krzywych, Zrédto: M. Cremona, Probabilistic
K-mean with local alignment for clustering and discovery in functional data.



Dziekuje za uwage!



