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Przypadek wielowynikowy - metody regularyzacji i wyboru

Niech Y - macierz wynikowa z K kolumnami.

Yk = f (x) + ϵk ,

Yℓ = f (x) + ϵℓ
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Analiza korelacji kanonicznych (CCA)

CCA znajduje sekwencję Xvm - nieskorelowanych liniowych
kombinacji xj oraz odpowiadające im Yum - nieskorelowane liniowe
kombinacje yk , tak aby

Corr2(Yum ,Xvm)

było jak największe.
Do rozwiązania powyższego problemu stosuje się SVD na macierzy
Y TX/N, gdzie X ,Y - scentrowane.
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Reduced-rank regression

B̂ rr = argmin
rank(B)=m

N∑
i=1

(yi − BT xi )
TΣ−1(yi − BT xi ),Σ = Cov(ϵ).

Jeśli zastąpimy Σ przez estymator Y TY /N, dostaniemy
rozwiązanie wyznaczone przez CCA:

B̂ rr (M) = (XTX )−1XT (YUm)U
−
m ,

gdzie Um jest podmacierzą rozmiaru K ×m macierzy U.
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Incremental Forward Stagewise Regression

Incremental Forward Stagewise Regression - przyrostowa regresja
stopniowa do przodu

Algorytm FSϵ
1 Przyjmij na początku, że residua r są równe y , a
β0, . . . , βp = 0. Dodatkowo, niech predyktory będą
ustandaryzowane (średnia zero, norma równa 1).

2 Znajdź predyktor xj najbardziej skorelowany z r .
3 Przypisz βj ← βj + δj , rj ← rj − δjxj , gdzie
δj = ϵ · sign|⟨xj , r⟩|, a ϵ > 0 to ustalony krok.

4 Powtarzaj 2-3 do momentu, w którym residua będą
nieskorelowane ze wszystkimi predyktorami.

Zauważmy, że jeśli δj = ⟨xj , r⟩, to dostaniemy algorytm Forward
Stagewise.
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Infinitesimal Forward Stagewise Regression (ϵ→ 0)

Algorytm LAR - modyfikacja FS0
1 Przyjmij na początku, że r = y − ȳ , a β0, . . . , βp = 0.
Dodatkowo, niech predyktory będą ustandaryzowane (średnia
zero, norma równa 1).

2 Znajdź predyktor xj najbardziej skorelowany z r .
3 Przesuwaj βj od zera w kierunku współczynnika ⟨xj , r⟩, do
momentu, w którym jakiś predyktor xk będzie tak samo
skorelowany z obecnymi residuami jak xj .

4 Znajdź nowy kierunek rozwiązując następujący problem:

min
b
∥r − XAb∥22 z bjsj ­ 0, j ∈ A,

a sj to znak ⟨xj , r⟩.
5 Kontynuuj tak długo, aż zostaną wykorzystane wszystkie
predyktory. Po min(N − 1, p) krokach koniec.
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Przykład - rak prostaty, ϵ = 0.01
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Algorytmy ścieżkowe kawałkami liniowe

β̂(λ) - ścieżka:

β̂(λ) = argmin
β

[R(β) + λJ(β)], gdzie

R(β) =
N∑
i=1

L

yi , β0 + p∑
j=1

xijβj

 ,
L - funkcja straty, J - funkcja kary - wypukłe. Jeśli:
1 R jest kwadratową lub miejscami kwadratową funkcją β,
2 J jest miejscami liniowa w β

to rozwiązanie β̂(λ) będzie kawałkami liniowe.
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Selektor Dantziga

Kryterium Dantzig Selector (DS):

min
β
∥β∥1 przy warunku ∥XT (y − Xβ)∥∞ ¬ s,

lub równoważnie:

min
β
∥XT (y − Xβ)∥∞ przy warunku ∥β∥1 ¬ t,

∥ · ∥∞ - norma maksimum, czyli maksimum z wartości
bezwzględnych elementów wektora.
Jeśli t →∞ i N < p, rozwiązanie zbiega do rozwiązania
uzyskanego przy pomocy metody najmniejszych kwadratów, jeśli
N ­ p rozwiązanie zbiega do rozwiązania uzyskanego przy pomocy
metody najmniejszych kwadratów z minimum normy L1.
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Grupowe Lasso

L - liczba grup, na które podzielono p predyktorów,
pℓ - liczba predyktorów w grupie ℓ,
Xℓ - macierz predyktorów odpowiadająca grupie ℓ,
βℓ - wektor odpowiadający Xℓ.

β̂ = min
β∈Rp

(
∥y − β01+

L∑
ℓ=1

Xℓβℓ∥22 + λ
L∑
ℓ=1

√
pℓ∥βℓ∥2

)
.

Magdalena Trafidło Seminarium magisterskie 2



Smoothly clipped absolute deviation (SCAD)

Zmieniamy karę z λ|β|1 na Ja(β, λ), czyli szukamy β̂:

β̂ = argmin
β

{
1
2
∥y − Xβ∥22 + Ja(β, λ)

}
,

gdzie

dJa(β, λ)

dβ
= λ · sign(β)[I (|β| ¬ λ)+ (aλ− |β|)+

(a− 1)λ
I (|β| > λ)], a ­ 2.

Magdalena Trafidło Seminarium magisterskie 2



Pathwise Coordinate Optimization

Zakładamy, że predyktory są ustandaryzowane (ze średnią 0 i
normą 1). Niech β̃k(λ) oznacza obecny estymator βk z
parametrem λ. Wtedy

R(β̃(λ), βj) =
1
2

N∑
i=1

yi −∑
k ̸=j

xik β̃k(λ)− xijβj

2+λ∑
k ̸=j

|β̃k(λ)|+λβj ,

co daje

βj(λ)← S

(
N∑
i=1

xij(yi − ỹ
(j)
i ), λ

)
,

S(t, λ) = sign(t)(|t| − λ)+.
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