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Wprowadzenie

Modele liniowe moga by¢ uzywane do predykcji nastepnych wartosci na
podstawie zebranych wczesniej danych.

Byty one bardzo czesto stosowane jeszcze przed erg komputeréw, ale w
obecnych czasach réwniez nierzadko sie z nich korzysta mimo istnienia
innych metod. Niektére z powoddw s3 nastepujace:

» S3 one proste, zaréwno w strukturze, jak i do analizy,

» Mozna na nich tatwo zrozumieé, jak dane wejsciowe wptywaja na
dane wyjsciowe,

» Czasami dzieki nim uzyskujemy bardziej wiarygodne wyniki niz
uzywajac modeli nieliniowych, w szczegdlnosci gdy zebranych
danych jest mato lub gdy dane sa rzadkie (duzo zer w stosunku do
innych wartosci).



Posta¢ modelu liniowego

Dane s3 obserwacje (X1,1,...,X1,p-1, Y1),---, (Xn1,..., Xnp—-1, Yn). Na
ich podstawie mozemy stworzy¢ model liniowy. Jego posta¢ w formie
wektorowe] jest nastepujaca:
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gdzie &; ~ N(0,02), i = 1,..., n. Zapis macierzowy wyglada tak:
Y =XB+e, &~ Ny0p,0°I,x,), gdzie

1 X171 X17p_1

9
1 Xo1 ... Xopo1 Po !

Y = L X =

1 Xp1 - Xopo1



Rola zmiennych w modelu liniowym

S3 4 rodzaje zmiennych w takim modelu:
» W macierzy X sg zmienne objasniajace (zmienne wejscia). Sa one
deterministyczne (nielosowe) i znamy ich wartosci.
> Wektor B to wektor parametréw modelu. Nie znamy go i trzeba go
oszacowal na podstawie danych.
> Wektor € to wektor zmiennych losowych.
» W wektorze Y s3 zmienne objasniane (zmienne wyjécia). Wartosci
Yi,..., Yn s3 znane.
Gdy dopasujemy model (tzn. oszacujemy wspétczynniki 3;), to mozemy
sprébowaé wyznaczyé predykcje nastepnych danych. W tym celu
dobieramy nowy rzad w macierzy X (znane wartosci) i za pomoca
modelu liniowego szacujemy nowa zmienng Y (bo jej nie znamy).



Typy zmiennych objasniajacych

Kazda z kolumn macierzy X moze pochodzi¢ z réznych zrédet.
Przyktady:

>

| 2
>

Zmienne mierza wielko$¢ badanej cechy (zmienna ilosciowa), np.
X,"l € R.

Zmienne s3 transformacjami, np. X;»> = log )~<,-,2.

Zmienne s3 kategoryczne, tzn. nie przyjmujg wartosci rzeczywistych,
tylko maja stany. Wtedy nalezy zakodowaé w pewien sposéb takie
zmienne. Przyktadowo, niech zmienna opisuje wyksztatcenie i s 3
stany: podstawowe, Srednie i wyzsze. Wtedy tworzymy nowe
zmienne: X; 3 to indykator ze dana osoba ma wyksztatcenie $rednie,
a X; 4 to indykator ze dana osoba ma wyksztatcenie wyzsze.
Czasami postepuje sie inaczej: tworzymy jedng zmienng i
przypisujemy wartosci, np. tutaj odpowiednio 0, 1, 2.

Zmienne s3 interakcjami, czyli potaczeniem poprzednich zmiennych
za pomocy iloczynu, np. Xj5 = Xjo - X 3.



Zwiazek liniowy

Przypomnijmy posta¢ modelu liniowego:

Yi=PB0o+ Xi1fB1+ ...+ X p—18p—1 + €;-

Natézmy wartos$¢ oczekiwang na obie strony. Wtedy
E[Yi]| = Bo+ Xi1B1+ ...+ Xip—10p-1-

Widzimy, ze model liniowy zaktfada, iz funkcja regresji E[Y] jest liniowa
albo ze model liniowy jest rozsadnym przyblizeniem pewnej relacji.

Uwaga

W ogélnosci funkcja regresji jest E[Y|X]. Zatozylismy tutaj, ze X-sy sa
deterministyczne, a w takim przypadku E[Y|X] = E[Y].



Wizualizacja funkcji regres;ji
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(A): Dane to (X1, Y1),...,(Xn, Ya), czerwony obiekt to prosta regresji
E(Y)= 0o+ (1 X.

(B): Dane to (X1,1, X12, Y1), -, (Xn1,Xn2, Yn), kolorowy obiekt to
ptaszczyzna regresji E(Y) = (o + (1.X1 + 52Xz,



Estymacja parametréow

Najbardziej popularng metoda estymacji jest metoda najmniejszych
kwadratéw (Ordinary Least Squares). Zaktada ona, ze chcemy
zminimalizowa¢ sume kwadratéw residudw, czyli RSS (Residual Sum of

Squares):
2

RSS =
i=1

Mozna pokazaé, ze minimalizacja tego wyrazenia prowadzi do uzyskania
ponizszego wektora.

Fakt

Estymatorem dla modelu liniowego uzyskanym za pomoca metody
najmniejszych kwadratéw jest

p—1
Yi— (Bo+ Y XijB))
j=1

B=XTX)"XTY.



Wyznaczanie predykgji

~

Przypomnijmy, ze Y = X8 + €. Gdy mamy estymator 3, to mozemy
wyznaczy¢ predykcje. Moga one by¢ dla zbioru danych:

Y = X3

lub dla nowych obserwacji (X to tutaj nowy wiersz macierzy):

Niech H = X(XTX)"1X7. Wtedy
Y =X8=X(X"X)"!X"Y =HY.

Macierz H nazywa jest macierza rzutu, a wektor Y jest rzutem
ortogonalnym wektora Y na podprzestrzen rozpietg przez kolumny
macierzy X.



Kiedy wektor parametréw jest jednoznaczny, a kiedy nie?

Wektor B jest wyznaczony jednoznacznie, gdy macierz X jest petnego
rzedu (ma rzad p). Wtedy macierz XX jest odwracalna. Wektor
parametréw jest niejednoznaczny, gdy rank(X) < p. Moze sie tak stac,
gdy:
» Dwie kolumny maja wspdtczynnik korelacji réwny 1 lub —1, np.
X; = 4X5 (X to tutaj i-ta kolumna macierzy X).
» Liczba obserwacji n jest mniejsza niz liczba zmiennych
objasniajacych p.
W takich przypadkach dopasowane wartosci Y = X,B Wwcigz sg rzutem
ortogonalnym Y na podprzestrzen rozpieta przez kolumny X. Jednak
niejednoznacznos$¢ nie jest tutaj pozadana. Aby temu zaradzi¢, mozemy,
odpowiednio:
» Usunaé jedna z dwdch kolumn, dla ktérych korelacja co do modutu
wynosi 1.
» Skorzystac np. z kryteriéw informacyjnych (m.in. AIC, BIC) lub
metod regularyzacji (m.in. Ridge, Lasso).



Rozktad wektora parametréw

Fakt
Wektor ,B ma nastepujacy rozkfad:

B ~ Np(ﬁ: Uz(XTX)_l)'

Oznacza to, ze jest on nieobcigzony, a wariancje poszczegdlnych
sktadowych wektora s3 wyznaczone na odpowiednich miejscach
przekatnej macierzy o?(X7X) 1.

Wariancje btedéw losowych o2 zazwyczaj estymuje sie w ten sposéb:

1 & o
~2 2 2
”—P,-E:l( )

Wtedy jest on nieobcigzonym estymatorem . Gdy w mianowniku jest n,
to wtedy jest on obciazony.



Testowanie istotnosci jednego parametru

Niech j bedzie ustalone. Przeprowadzamy nastepujacy test:
Ho:3;=0 vs Hy:3 #0.
Statystyka testowa dla tego problemu jest nastepujaca:
i
1K) 4141

Przy hipotezie zerowej ma ona rozktad Studenta z n — p stopniami
swobody. Odrzucamy hipoteze zerowa dla duzych (co do modutu)
wartosci z;.

Gdy o jest znana, to w statystyce testowej & zastepujemy przez o. Przy
hipotezie zerowej ma ona wtedy standardowy rozktad normalny.

Z; —




Zastapienie rozktadu Studenta rozktadem normalnym

Gdy nie znamy o, a n — p jest duze, to wtedy réwniez mozna uzy¢
rozktadu N(0,1), poniewaz réznice w kwantylach sa w takich
przypadkach zaniedbywalne. Pokazuje to ponizszy rysunek:

Tail Probabilities

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

tao
t100
normal




Testowanie istotnosci wielu parametréw jednoczesdnie

Niech J bedzie podzbiorem indekséw zmiennych objasniajacych, tzn.
JC{1,...,p—1}. Przeprowadzamy teraz nastepujacy test:

Hy: v ﬂj:O vs Hi: 3 ﬁj#o
jed jed

Mamy wiec 2 modele: w pierwszym nie ma zmiennych o indeksach z J,

drugi jest petny (choé pewne zmienne moga, ale nie musza by¢ réwne 0).

Witedy do testowania uzywamy nastepujacej statystyki:

£ _ RSS0 = RSS1/(p1 — po)
RSSl/(n — pl)

gdzie indeks dolny 0 oznacza, ze dana liczba jest zwigzana z hipoteza
zerowy, a 1 — z alternatywna (RSS1 = RSS, p1 = p).

Przy zatozeniu Hy powyzsza statystyka pochodzi z rozktadu

F(p1 — po, n — p1). Hipoteze zerowa odrzucamy dla duzych wartosci F.




Przyktad: Rak prostaty

Dane pochodza z badania przeprowadzonego w 1989 roku. Znajduje sie
tam 1 zmienna objasniana i 8 zmiennych objasniajacych.
Zmienna objasniana: Logarytm ze swoistego antygenu gruczotu
krokowego — log of prostate-specific antigen (1psa)
Zmienne objasniajace:

» Logarytm z wielko$ci raka — log cancer volume (1cavol),

» Logarytm z wagi prostaty — log prostate weight (lweight),

> Wiek — age (age),

» 5 innych: 1bph, svi (zmienna kategoryczna o 2 stanach), 1lcp,

gleason (zmienna kategoryczna o 4 stanach), pgg45s.

Tutaj zmienne kategoryczne nie s3 rozbijane na indykatory, lecz kazdy
stan ma przypisang pewna liczbe.



Tabelka do przyktadu

Term Coefficient Std. Error ~Z Score

Intercept 2.16 0.09 27.60
lcavol 0.68 0.13 5.37
lweight 0.26 0.10 2.75H
age —0.14 0.10 —1.40

1bph 0.21 0.10 2.06

svi 0.31 0.12 2.47

lcp —0.29 0.15 —1.87
gleason —0.02 0.15 —0.15
peg4sb 0.27 0.15 1.74

Wartoé¢ krytyczna dla testu 3; = 0 vs 3; # 0 gdy o = 0.05: okoto 1.96.
Wartos$¢ statystyki F dla testu:

age=0i 1lcp=0i gleason=0 i pgg45=0 vs min. 1 z tych zmiennych # 0
to 1.67, p-wartos¢: 0.17.



Wykres do przyktadu (scatterplot matrix)
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Liniowo$¢ estymatora najmniejszych kwadratéw

Estymator OLS jest liniowy. W przypadku modeli liniowych oznacza to,
ze BJ =c1,;Y1+ ...+ cnjYn gdzie ¢;; nie zalezy od [3;, ale moze zalezec
od X-séw. Liniowos¢ estymatora nie ma wiec nic wspélnego z liniowoscia
modelu. Przyktad: w prostej regresji liniowej

_ 2= 1(X X)(Yi=Y) _ SLaXi-X)Yi

o )y,
" (X — X)2 i—1(X; = X)?
n Xi — X
—Y Ci I_C1Y1+ +CnYn>
e LY
Xi—X

gdzie ¢; = W__X)z Widzimy wiec, ze jest on liniowy.
j J



Twierdzenie Gaussa-Markowa

Méwi ono, ze estymator uzyskany za pomoca OLS dla 8 ma najmniejsza
wariancje w klasie liniowych nieobcigzonych estymatoréw, czyli jest tam
najlepszy. Jest on wiec BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).
Przyjrzyjmy sie temu twierdzeniu nieco blizej, a dla utatwienia rozwazmy
1-wymiarowy wektor a’ 8 zamiast p-wymiarowego wektora 3:

» Estymator aT,@ jest liniowy, poniewaz
A B=a (X'X) XY =c"Y=aYi+...+cVn
» Estymator aT,B jest nieobcigzony, gdyz
Ela’B] = E[a"(X"X)"'XTY] = aT (XTX) X E[Y] =
a'(XTX)"IxXTxg=a"18=a’p.

» Zgodnie z 2 powyzszymi punktami, estymator aT,B jest w klasie
liniowych nieobcigzonych estymatoréw. Z twierdzenia wynika, ze jesli
wezmiemy inny liniowy estymator d7Y taki, ze E[d"Y] =a'8, to

Var[a’ 8] < Var[dY].



Czy ograniczanie sie do nieobcigzonosci to dobry pomyst?

Ponownie dla utatwienia rozwazmy a’ 3. Widzieliémy, ze estymator aTﬁ
uzyskany za pomoca OLS jest nieobcigzony. Nie zawsze jednak jest to
najrozsadniejsze rozwigzanie. Czesto jako$¢ estymatora 0 parametru 6
mierzy sie za pomoca btedu $redniokwadratowego (MSE — Mean Squared
Error):

MSE(A) = Var(8) + [E(0) — 6]> (" MSE = Variance + Bias®").

Tutaj za # mozemy przyja¢ a’ 3, a za 7 mozemy przyjaé aTB.

Moga istnie¢ estymatory, ktére s3 lekko obcigzone, ale za to maja duza
mniejszg wariancje niz estymatory nieobcigzone. W konsekwencji MSE
moze by¢ mniejsze. Przyktadem estymatora obciazonego dla regresji
liniowej jest estymator uzyskany za pomoca Ridge (regresji grzbietowej).



Ciekawostka

W 2022 roku Portnoy pokazat interesujaca wtasno$é. Okazuje sie, ze w
przypadku modeli liniowych nieobcigzonos$¢ implikuje liniowos$¢, czyli brak
liniowosci implikuje obcigzonos¢. Innymi stowy, dla regresji liniowej zbior
nieliniowych nieobcigzonych estymatoréw jest pusty. Oznacza wiec to, ze
tutaj w wyrazeniu BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) stowo " linear”
(" liniowy") jest zbedne. Mozna wiec napisa¢, ze estymator OLS jest BUE
(Best Unbiased Estimator).
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