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Badanie zgodności z rozk ladem

Niech X = (X1, . . . ,Xn) ∼ P.
Testujemy

H0 : P ∈ P0 vs HA : P /∈ P0,

lub równoważnie
H0 : F ∈ F0 vs HA : F /∈ F0,

gdzie
F − dystrybuanta rozk ladu P,

P0 = {Pθ : θ ∈ Θ} − rodzina rozk ladów,

F0 = {Fθ : θ ∈ Θ},

Fn − dystrybuanta empiryczna.
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Statystyki testowe

Statystyka Kolmogorova-Smirnova:

Dn(X) = sup
u∈R
|Fn(u,X)− F̂0(u)|.

Statystyka Craméra-von Misesa:

W 2 = n

∫
R

(Fn(x)− F̂0(x))2dF0(x).

Dystrybuanta empiryczna:

Fn(u) =
1

n

n∑
i=1

1(Xi ≤ u).
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Kopu ly

Definicja

Dystrybuante C o rozk ladach brzegowych jednostajnych na (0,1)
nazywamy kopu la.
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Twierdzenie Sklara

Niech X = (X1, . . . ,Xd), gdzie H - dystrybuanta rozk ladu  lacznego X, a
F1, . . . ,Fd - dystrybuanty rozk ladów brzegowych.

Twierdzenie (Sklar)

Jeśli rozk lady brzegowe sa ciag le, to istnieje jednoznacznie wyznaczona
kopu la C taka, że

H(x1, . . . , xd) = C (F1(x1), . . . ,Fd(xd))

dla dowolnych xi , i = 1, . . . , d .
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Badanie zgodności z rozk ladem dla kopu l

Niech X = (X1, . . . ,Xn), gdzie Xi = (X1i , . . . ,Xdi ), i = 1, . . . , n.
Testujemy

H0 : C ∈ C0 vs HA : C /∈ C0,

gdzie C0 = {Cθ : θ ∈ Θ} to pewna ustalona rodzina kopu l.

Magdalena Trafid lo Badanie zgodności z rozk ladem dla kopu l UWr 2023 6 / 15



Przygotowanie do testowania

Zamiast korzystać z obserwacji X1, . . . ,Xn, skorzystamy z
pseudo-obserwacji U1, . . . ,Un, gdzie

Uij = Rij/(n + 1) = nF̂j(Xij)/(n + 1),

F̂j(t) =
1

n

n∑
i=1

1(Xij ≤ t)− dystrybuanta empiryczna.
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Testy oparte na empirycznych kopu lach

Niech
Cn =

√
n(Cn − Cθn),

gdzie

Cθn − estymacja kopu ly C przy za lożeniu H0,

Cn(u) =
1

n

n∑
i=1

1(Ui1 ≤ u1, . . . ,Uid ≤ ud)− empiryczna kopu la.

Wtedy

Sn =

∫
[0,1]d

Cn(u)2dCn(u),

Tn = sup
u∈[0,1]d

|Cn(u)|.
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Transformacja Kendalla

Rozważamy nastepujace przekszta lcenie:

X 7→ V = H(X ) = C (U1, . . . ,Ud), gdzie Ui = Fi (Xi ).

Niech K - jednowymiarowa dystrybuanta V . K można wyestymować przy
użyciu V1 = Cn(U1), . . . ,Vn = Cn(Un):

Kn(v) =
1

n

n∑
i=1

1(Vi ≤ v), v ∈ [0, 1].

Przy H0 wektor U = (U1, . . . ,Ud) ∼ Cθ, a Cθ(U) ∼ Kθ.
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Testy oparte o transformacje Kendalla

Niech H ′0 : K ∈ K0 = {Kθ : θ ∈ Θ}. Zauważmy, że H0 ⊂ H ′0, tak wiec
nieodrzucenie H ′0 nie jest równoważne z akceptacja H0.
Niech Kn =

√
n(Kn − Kθn). Wtedy:

S
(K)
n =

∫ 1

0
Kn(v)2dKθn(v),

T
(K)
n = sup

v∈[0,1]
|Kn(v)|.
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Transformacja Rosenblatta

Definicja

Transformacja Rosenblatta kopu ly C to funkcja R : (0, 1)d → (0, 1)d ,
która dla każdego u = (u1, . . . , ud) ∈ (0, 1)d przypisuje wektor
R(u) = (e1, . . . , ed), gdzie e1 = u1 oraz

ei = C (ui |u1, . . . , ui−1) dla i ∈ {2, . . . , d},

Kluczowa w lasność transformacji Rosenblatta: U ma rozk lad C
⇐⇒ R(U) to d-wymiarowa niezależna kopu la C⊥ :

C⊥(u) = u1 × · · · × ud .

To znaczy, że testowanie H0 : U ∼ C ∈ C0 jest rownoważne z testowaniem
H∗0 : Rθ(U) ∼ C⊥.
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Statystyka Andersona-Darlinga

Przy H0 zmienne E1 = Rθn(U1), . . . ,En = Rθn(Un) ∼ C⊥ i maja w
przybliżeniu jednostajny rozk lad na (0, 1)d .
Niech

χi =
d∑

j=1

[Φ−1(Eij)]2 ∼ G , i ∈ {1, . . . , n},

gdzie G to dystrybuanta rozk ladu χ2 z d-stopniami swobody,

a Gn(t) =
1

n

n∑
i=1

1(χi ≤ t)− odpowiedni rozk lad empiryczny.
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Statystyka Andersona-Darlinga

Niech
Gn =

√
n(Gn − G ).

Przy za lożeniu, że G zachowuje sie asymptotycznie tak, jakby E1, . . . ,En

faktycznie mia ly rozk lad jednostajny, możemy skonstruować statystyke
testowa:

An = −n − 1

n

n∑
i=1

(2i − 1)
[
log{G (χ(i))}+ log{1− G (χ(n+1−i))}

]
.
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Inne testy oparte na tranformacie Rosenblatta

Niech

Dn(u) =
1

n

n∑
i=1

1(Ei ≤ u), u ∈ [0, 1]d .

Przy H0 dystrybuanta empiryczna Dn powinna być blisko C⊥. Niech

S
(C)
n = n

∫
[0,1]d
{Dn(u)− C⊥(u)}2dDn(u) =

n∑
i=1

{Dn(Ei )− C⊥(Ei )}2,

S
(B)
n = n

∫
[0,1]d
{Dn(u)− C⊥(u)}2du,

gdzie C⊥(u) = u1 × · · · × ud - niezależna kopu la.
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Bootstrap

Dysponujemy X = (X1, . . . ,Xn).
Testowanie z wykorzystaniem bootstrapu parametrycznego:

1 Liczymy statystyke S nas podstawie próby X .

2 Estymujemy na podstawie X parametr θ rozk ladu P ∈ P0.
3 Dla i = 1, . . . ,N:

1 Generujemy Y i = (Y1, . . . ,Ym), gdzie Yi ∼ P(θ̂),m > n.
2 Na podstawie Y i liczymy statystyke S i

b.

4 Liczymy bootstrap p-value:

pb =
N∑
i=1

1(S i
b > S)/N.
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