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Badanie zgodnosci z rozktadem

Niech X = (X1,...,X,) ~ P.
Testujemy
Ho : P € Py vs Ha: P ¢ Py,

lub réwnowaznie
HoiFEJ:oVSHAZF@é.Fo,

gdzie
F — dystrybuanta rozktadu P,

Po ={Py: 0 € O} — rodzina rozktadéw,
Fo={Fp:0¢c 0},

F,, — dystrybuanta empiryczna.
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Statystyki testowe

Statystyka Kolmogorova-Smirnova:
Dn(X) = sup |Fp(u, X) — Fo(u)).
uc

Statystyka Craméra-von Misesa:

W2 = p /R (Falx) — Fol(x)2dFo(x).

Dystrybuanta empiryczna:
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Dystrybuante C o rozktadach brzegowych jednostajnych na (0,1)
nazywamy koputa.
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Bivariato Gaussian copula with p = 0.5
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Bivariate Gumbel copula with = 4 Bivarite Claylon copula with « = §
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Twierdzenie Sklara

Niech X = (Xi,...,Xq), gdzie H - dystrybuanta rozktadu tacznego X, a
Fi,..., Fq - dystrybuanty rozktadéw brzegowych.

Twierdzenie (Sklar)

Jesli rozktady brzegowe sa ciagte, to istnieje jednoznacznie wyznaczona
koputa C taka, ze

H(xi,...,xq4) = C(F1(x1),- ., Fa(xq))

dla dowolnych x;, i =1,...,d.
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Badanie zgodnosci z rozktadem dla koput

Niech X = (X1, ..., Xy), gdzie X;j = (X1j,..., Xgi), i =1,...,n.
Testujemy
Ho:CECoVSHA:C¢Co,

gdzie Cp = {Cp : 6 € O} to pewna ustalona rodzina koput.
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Przygotowanie do testowania

Zamiast korzysta¢ z obserwacji Xi, ..., Xy, skorzystamy z
pseudo-obserwacji U, ..., U,, gdzie

Uy = Ry/(n+1) = nf;(Xy)/(n+1),

R 1<
Fi(t) = - E 1(Xj < t) — dystrybuanta empiryczna.
i=1
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Testy oparte na empirycznych koputach

Niech
(Cn = \/E(Cn - COn)a

gdzie
Cy, — estymacja koputy C przy zatozeniu Hp,
n

Cn(u) = . Z 1(Uin < ugy...,Uqg < ug) — empiryczna koputa.
i=1

sn:/ Cp(u)?dC,(u),
[0,1]

To= sup |Cp(u)l.
uelo,1]¢

Magdalena Trafidto Badanie zgodnosci z rozktadem dla koput UWr 2023



Transformacja Kendalla

Rozwazamy nastepujace przeksztatcenie:
X—=V= H(X) = C(ul, N ,Z/[d), gdzie U = F,'(X,').

Niech K - jednowymiarowa dystrybuanta V. K mozna wyestymowac przy
uzyciu Vi = Cp(Ur), ..., Vo = Co(Up):

Kn(v) = izn:l(\/,- <v), velo,1].
i=1

Przy Ho wektor U = (U, ..., Uy) ~ Cy, a Co(U) ~ Kpy.
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Testy oparte o transformacje Kendalla

Niech H} : K € Ko = {Kp : 0 € ©}. Zauwazmy, ze Hy C H}, tak wiec
nieodrzucenie Hy nie jest réwnowazne z akceptacja Hp.
Niech K, = /n(K, — Ky,). Wtedy:

1
s = / Ko(v)2dKg, (v),
0

T = sup |Ku(v)].
ve[o,1]
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Transformacja Rosenblatta

Transformacja Rosenblatta koputy C to funkcja R : (0,1)¢ — (0,1)7,
ktéra dla kazdego u = (u1, ..., uy) € (0,1)9 przypisuje wektor
R(u) = (e1,...,eq), gdzie e; = uy oraz

G = C(u,-|u1,...,u,-,1) dla i e {2,...,d},

Kluczowa wtasnos¢ transformacji Rosenblatta: ¢/ ma rozktad C
<= R(U) to d-wymiarowa niezalezna koputa C; :

CJ_(U): up X -+ X Ug.
To znaczy, ze testowanie Hy : U ~ C € (y jest rownowazne z testowaniem

H; : Ro(U) ~ C..
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Statystyka Andersona-Darlinga

Przy Ho zmienne E; = Ry, (U1),...,E,
przyblizeniu jednostajny rozktad na (0,1)¢.
Niech

Ro,(Up) ~ Cy i majaw

o |l

d
Xi=Y [0 HEHP ~ G iefl,. .. n},

j=1
gdzie G to dystrybuanta rozktadu x? z d-stopniami swobody,

n
a Gp(t)=— Z 1(x; < t) — odpowiedni rozktad empiryczny.
i=1
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Statystyka Andersona-Darlinga

Niech
G, = ﬁ(G,, - G).

Przy zatozeniu, ze G zachowuje sie asymptotycznie tak, jakby Ei,..., E,
faktycznie miaty rozktad jednostajny, mozemy skonstruowaé statystyke

testowa:

A = —n— %Z(Z —1) [log{G(x(i))} +log{1l = G(x(rs1-i))}] -
i=1
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Inne testy oparte na tranformacie Rosenblatta

Niech

n

Dy(u) = %21(5 <), ueo,1°.

i=1

Przy Hy dystrybuanta empiryczna D,, powinna by¢ blisko C;. Niech

() — u) — u E 2
5n — /[071](1{ ( ) CJ_( )} dD {D )} )
(B) _ u) — u)}2du
Sn )= /[071]d{D"( ) — Cu(u)}du,

gdzie C; (u) = ug X -+ X ug - niezalezna koputa.
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Bootstrap

Dysponujemy X = (X1,...,Xp).
Testowanie z wykorzystaniem bootstrapu parametrycznego:
@ Liczymy statystyke S nas podstawie préby X.
@ Estymujemy na podstawie X parametr 6 rozktadu P € Py.
@ Dlai=1,...,N:
0 Generujemy Y' = (Y4,...,Yy), gdzie Y; ~ P(6),m > n
@ Na podstawie Y’ liczymy statystyke S[’;.

© Liczymy bootstrap p-value:

N
Z (5,>9)/
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