Strukturalne modele regres;ji.
Wybor modelu oraz kompro-
mis obcigzenia i wariancji.

Justyna Fijatkowska

Uniwersytet Wroctawski

17 marca 2023




Plan prezentacji

1 Strukturalne modele regresji
Kara za nieregularnos¢
Metody jadra i regresja lokalna
Funkcje bazowe

2 Wybdr modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie | 17 marca 2023 2/25



® Klasa kontrolowana jest poprzez naktadanie kary na RSS:

PRSS(f; A) = RSS(f) + AJ(f).



Kara za nieregularnos¢

e Klasa kontrolowana jest poprzez naktadanie kary na RSS:
PRSS(f; \) = RSS(f) + AJ(f).

® J(f) jest duze, jezeli f zmienia si¢ gwattownie na matych obszarach przestrzeni
wejsciowej.
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Kara za nieregularnos¢

e Klasa kontrolowana jest poprzez naktadanie kary na RSS:
PRSS(f;\) = RSS(f) + AJ(f).

® J(f) jest duze, jezeli f zmienia si¢ gwattownie na matych obszarach przestrzeni
wejsciowe].

® Do tworzenia modeli addytywnych z gtadkimi funkcjami dla wspétrzednych mozna
stosowaé kary addytywne postaci:

p
J(f) = 2= J(f5)
w potaczeniu z funkcjami addytywnymi:

f(X) = >0 1(X5)
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Kara za nieregularnos¢

Przyktad
Niech {(x;,y:), i = 1,2,..., N} bedzie zbiorem obserwacji modelowanym przez relacje
yi = f(x;) + €, gdzie €; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o Sredniej O i statej

wariancji.
Jak wybraé f € C? najlepiej dopasowana do danych?
17 marca 2023 6/25
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Kara za nieregularnos¢

Przyktad |
Niech {(x;,y:), i = 1,2,..., N} bedzie zbiorem obserwacji modelowanym przez relacje

yi = f(x;) + €, gdzie €; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o Sredniej O i statej
wariancji.

Jak wybraé f € C? najlepiej dopasowana do danych?
Yy

PRSS(f;\) Z(yz :ci))2+)\/[f”(x)]2da:
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Kara za nieregularnos¢

Przyktad
Niech {(x;,y:), i =1,2,..., N} bedzie zbiorem obserwacji modelowanym przez relacje
y;i = f(x;) + €, gdzie €; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej 0 i statej

wariancji.

Jak wybraé f € C? najlepiej dopasowana do danych?
PRSS(f; \) Z(yz 2+ / [f" () da.

® Jezeli A =0, to f jest dowolna funkcja interpolujaca.
® Jezeli A = oo, to f jest funkcja liniowa.
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Metody jadra i regresja lokalna

® Metody szacuja funkcje regresji lub warunkowej wartosci oczekiwanej poprzez
okreslenie charakteru sasiedztwa lokalnego, a takze za pomoca klas funkgcji
dopasowanych lokalnie.
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Metody jadra i regresja lokalna

® Metody szacuja funkcje regresji lub warunkowej wartosci oczekiwanej poprzez
okreslenie charakteru sasiedztwa lokalnego, a takze za pomoca klas funkgcji
dopasowanych lokalnie.

® Przyktad jadra (jadro Gaussa):

1 x — x||?
Kx(zo,2) = h\ exp {—%}
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Metody jadra i regresja lokalna

® Metody szacujg funkcje regresji lub warunkowej wartosci oczekiwanej poprzez
okreslenie charakteru sasiedztwa lokalnego, a takze za pomoca klas funkgcji
dopasowanych lokalnie.

® Przyktad jadra (jadro Gaussa):

1

Ky (zg,x) = —exp {

|z = o2
A

2

® Jadrowy estymator regresji uzyskany za pomoca Sredniej wazonej
Nadaraya—Watson:

» _ vazl K/\(woafﬂi)yi
o) S Kx(zo, @)
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Metody jadra i regresja lokalna

Niech f;(xo) bedzie funkcja przyblizajaca fy(xo), gdzie 0 minimalizuje RSS:

N

RSS(fp,x0) = Z K (zo, i) (yi — fo(zi))?,

=1

e Jezeli fy(x) = by, to uzyskamy estymator Nadaraya—\Watson.

o Jezeli fy(x) = O1x + Oy, to otrzymamy model lokalnej regresji.
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Metody jadra i regresja lokalna

Uwagi:
® Metoda k najblizszych sasiadéw moze by¢ interpretowana jako metoda jadra z
metryka:

K (x,x0) = I([[z — zol| < |lzry — oll),
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Metody jadra i regresja lokalna

Uwaga:
® Metoda k najblizszych sasiadéw moze by¢ interpretowana jako metoda jadra z
metryka:
Ky (z,20) = I(||lz — 2ol| < |[z@) — 2ol]),

® Przeklenstwo wymiarowosci.
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e Klasa zawiera rozwiniecia liniowe i wielomianowe oraz inne bardziej elastyczne
modele.



Funkcje bazowe

e Klasa zawiera rozwiniecia liniowe i wielomianowe oraz inne bardziej elastyczne
modele.

® Model dla funkgcji f jest postaci:

M
folw) = Omhm (),

m=1
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Funkcje bazowe

e Klasa zawiera rozwiniecia liniowe i wielomianowe oraz inne bardziej elastyczne
modele.

® Model dla funkgcji f jest postaci:

fG (ZI’) = Z emhm(x)a

m=1

® Przyktad funkcji bazowych:
bi(x) = 1, ba(x) = =z, and byyo(x) = (x — ty)e, m = 1,..., M — 2,
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Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

® Problem doboru optymalnego parametru wygtadzajacego lub ztozonosci.
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Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

® Problem doboru optymalnego parametru wygtadzajacego oraz ztozonosci.

e Uzywanie RSS do wyboru optymalnego parametru wygtadzajacego A to zty pomyst,
gdyz dostaniemy dopasowanie interpolacyjne zazwyczaj o stabych wtasnosciach
predykcyjnych.
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Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

Przyktad

Zatézmy, ze dane pochodza z modelu
Y = f(X) + e,

gdzie E(¢) = 0i Var(e) = 0. Dla ufatwienia zatézmy, ze wartoéci x; w probie nie sa
losowe. lle wynosi oczekiwany btad predykcji?
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Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

Przyktad

Zatézmy, ze dane pochodzg z modelu

Y = f(X) +e,

gdzie E(e) = 0 Var(e) = o°. Dla utatwienia zatézmy, ze wartosci x; w prébie nie s3

losowe. lle wynosi oczekiwany btad predykc;ji?

EPEi(z0) = E[(Y — frlwo))?|1X = o]
= 0”4 [Bias’ (fk-(fﬂo)) + Vare ( fi(z0))]
= (T + [ :E:: j?(ﬂi(g> } + _E;
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Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

Z czego sktada sie btad predykcji?

® Btad nieredukowalny,
® Btad obciazenia,

e Biad wariancji

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie | 17 marca 2023 22/25



Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji

High Bias Low Bias
Low Variance High Variance
- -

Test Sample

Prediction Error

/

Training Sample

Low High
Model Complexity

FIGURE 2.11. Test and training error as a function of model complexity.
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Wyboér modelu oraz kompromis obcigzenia i wariancji
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FIGURE 2.11. Test and training error as a function of model complexity.

® Jezeli model jest skomplikowany, to wariancja jest duza, a obcigzenie mate.
e Jezeli model mniej skomplikowany, to wariancja jest mata, a obcigzenie duze.
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Dziekuje za uwage.

KL
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