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Funkcja regres;ji

Regresja liniowa, liniowa analiza dyskryminacyjna i regresja logistyczna
opieraja sie na modelu liniowym. Zazwyczaj jednak funkcja regresji
f(X) = E(Y|X) jest nieliniowa. Oczywiscie reprezentowanie f(X) przez
model liniowy jest zwykle wygodnym, a czasem nawet koniecznym
przyblizeniem. Przedstawimy jednak inne podejscie do tego problemu.



Nowy sposéb

Gtéwna ideg metody jest zastapienie wektora wejs¢ X zmiennymi, ktére
sg transformacjami X, a nastepnie wykorzystanie modeli liniowych dla
takich zmiennych.

Oznaczmy przez hpy,(X) : RP — R m-tg transformacje X, m=1,..., M.
Modelujemy f(X) jako

M
f(fY) — Z ."::))-m.h -m-(fY)-

m=1

czyli liniowe rozwiniecie bazowe w X.



Funkcje bazowe

Niektére proste i szeroko stosowane przyktady funkcji bazowych h,, sa
nastepujace:
» hp(X)=Xn,m=1,...,p,
hm(X) = X2 lub h (X) = Xj Xk,
h(X) = log(% = /X lub hn(X) = [IX]]
hm(X) = I(Lm <Xk<U ).



Funkcje kawatkami wielomianowe, rysunek 1
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Omodwienie rysunku 1

Funkcje f(X) bedaca kawatkami wielomianowa uzyskuje sie poprzez
podziat dziedziny X na sasiadujace przedziaty. Nastepnie reprezentujemy
f przez oddzielny wielomian w kazdym przedziale.

Poprzez podanie odpowiednich funkcji bazowych mozna znalez¢é pewne
funkcje.

Notacja: X} = max(0, X).



Oméwienie rysunku 1, c.d.
» Pierwsze podejscie jest takie, ze uzywamy 3 bazowych funkgji:

hi(X) =I(X < &), ho(X)=I(& =X < &), he(X) =1(& < X).

Okazuje sie, ze w takim przypadku estymator OLS dla
F(X) = Sey Bt (X)

to bedzie Bm = Y, czyli $rednia w m-tym regionie. Zatem
przyblizonie to jest kawatkami stafe.

» W drugim podejsciu dodajemy nastepne 3 funkcje bazowe:
hm+3(X) = hm(X)X, m = 1,2,3. Wtedy uzyskamy przyblizenie
kawatkami liniowe.

» Zwykle chcemy, aby przyblizenie byto ciagte, dlatego w trzecim
podejéciu dodajemy jeszcze warunek (&) = f(&7), co daje
81+ &84 = B2 + £10s5, podobnie robimy to dla &. Innym sposobem
w tym przypadku jest uzycie bazy (hs jest na ostatnim rysunku)

hi(X) =1, hy(X) =X, ha(X)=(X-&)p. ha(X)=(X =)y



Funkcje kawatkami wielomianowe, rysunek 2
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Omoéwienie rysunku 2

Okazuje sie, ze ponizsza baza reprezentuje funkcje sklejang 3. stopnia z 2
wezfami:

h(X) =1, hs(X)=X2 hs(X)=(X—-&)3,
ho(X) = X, ha(X)=X53 he(X) = (X —&)3.

Jest ona nazywana tez funkcja sklejang 4. rzedu.
Dla funkcji sklejanej rzedu M funkcje bazowe to

hi(X) = X971 j=1,..., M,
hvee(X) = (X =¢)NM 1 e=1,..., K.



Oméwienie rysunku 2, c.d.

Ogolnie, funkcja sklejana rzedu M z weztami §j, j = 1,..., K jest
kawatkami wielomianem stopnia M — 1 i ma ciagte pochodne az do rzedu
M —2.

Uwaza sie, ze funkcje sklejane stopnia 3. (czyli rzedu 4.) s3 funkcjami
sklejanymi najnizszego stopnia, dla ktérych te zmiany blisko weztéw nie
s widoczne dla ludzkiego oka.

W ogblnosci, gdy stajemy przed problemem, nalezy wybra¢ rzad funkgcji
sklejanej, liczbe weztéw oraz ich rozmieszczenie.



Naturalna funkcja sklejana 3. stopnia

Dodaje ona dodatkowe ograniczenia do funkgcji sklejanej 3. stopnia, a
mianowicie, ze funkcja jest liniowa poza weztami ograniczajacymi.
Funkcja ta z K weztami jest reprezentowana przez K funkcji bazowych:

Ny(X) =1, Na(X) =X, Niga(X) = di(X) — dg_1(X).

gdzie

(X —&)% — (X =&k}

K — &k

di(X) =



Naturalna funkcja sklejana 3. stopnia VS
Naturalna interpolacyjna funkcja sklejana 3. stopnia

Réznica miedzy tymi funkcjami polega na tym, ze ta druga przechodzi
przez wszystkie wyznaczone punkty, a ta pierwsza niekoniecznie.
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