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Regresja logistyczna

Postaé¢ modelu regresji logistycznej:

P(G=1X=x) _

08 G =KX = x) 0T X
P(G = 2|X =

|Og ( ‘ X) :ﬂ20+627—X

P(G=K—1|X =x)

— T
P(G = K‘X = X) - ’g(K*]-)O +/8K,1X.

log
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Regresja logistyczna

Zaktadamy, ze model regresji logistycznej jest nastepujacej postaci:

P(G =1|X =

8 ((G i = X)) = o+ Pix
P(G =2|X =

IOg P((G K‘X _X)) = /820 + ﬁQTX

HG:K—HX:m-
P(G =KX = x)

Stad zachodza ponizsze réwnosci:

log = Bk-1)0 + B _1x.

exp(ﬁko + 5;( x)

P(G = kIX =x) = =1,...,K-1
1+ 375  exp(Bio + B x)
1
P(G = K|X =x) = -
1+ 75 exp(Bio + 6] x)
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej

Dopasowania dokonuje sie metoda najwiekszej wiarogodnosci z funkcja wiarogodnosci postaci:

N

L(0) = [I P(G = &ilX = x;;0)
i=1
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej

Dopasowania dokonuje sie metoda najwiekszej wiarogodnosci z funkcja wiarogodnosci postaci:

N
L) =[] P(G = gi|X = x;; 0)
i=1

lub z funkcja log-wiarogodnosci:

N

1) = log P(G = gi|X = x;; 0).
i=1
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Zatézmy, iz liczba klas jest réwna K = 2. Przypisujemy y; wartos¢ 1, jezeli gi = 1 lub 0, jezeli
gi = 2. WprowadZmy oznaczenia:

p(xiB) = P(G =1X =x; ) oraz 1—p(x;0) = P(G=2|X =x:p),
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Zatbézmy, iz liczba klas jest rowna K = 2. Przypisujemy y; warto$¢ 1, jezeli gi = 1 lub 0, jezeli
gi = 2. Wprowadzmy oznaczenia:

p(x;8) = P(G=1X=x;;8) oraz 1—p(x;0)=P(G=2|X = x;;[3),
woéwczas log-wiarogodnosé jest postaci:
N N
I(8) = > {yilog p(xi; B) + (1 — yi) log(L — p(xi: )} = _ {87 — log(1 + ")},
i=1 i=1

gdzie 3 = {10, B1}.
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Cel: Maksymalizacja funkcji log-wiarogodnosci.



Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Cel: Maksymalizacja funkgji log-wiarogodnosci.

Pomyst: Wyznaczenie miejsca zerowania si¢ pochodnych czastkowych.

o08) &L
W—Z;XI(YI_p(XMﬁ))—O
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Cel: Maksymalizacja funkgji log-wiarogodnosci.

Pomyst: Wyznaczenie miejsca zerowania sie pochodnych.

N
8(/9(5) = > xi(yi = p(xi:8)) = 0

i=1

Problem: p + 1 réwnosci nieliniowych ze wzgledu na (.
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Cel: Maksymalizacja funkgji log-wiarogodnosci.

Pomyst: Wyznaczenie miejsca zerowania sie pochodnych.

Problem: p + 1 réwnosci nieliniowych ze wzgledu na 3.

Rozwiazanie: Zastosowanie algorytmu Newtona-Raphsona.
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Cel: Maksymalizacja funkgji log-wiarogodnosci.

Pomyst: Wyznaczenie miejsca zerowania sie pochodnych.
ZX/ Yi Xis )) =0

Problem: p + 1 réwnosci nieliniowych ze wzgledu na (.

Rozwiazanie: Zastosowanie algorytmu Newtona-Raphsona.

new __ pold 82/(ﬁ) ! al(ﬁ)
s _<8ﬁ857> B
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Przyjmijmy oznaczenia:
® y - wektor wartosci y;,
® X - macierz rozmiaru N x (p + 1) wartosci x;,

® p - wektor dopasowanych prawdopodobienstw, gdzie i-ty element oznacza p(x;; ﬁ"’d),

W - diagonalna macierz rozmiaru N x N, gdzie i-ty element na diagonali jest postaci

p(xi; B) (1 — p(x;; B°)).
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Woéwczas stosujac zapis macierzowy mamy:

al

a(ﬁﬂ) =X"(y—p)
PUB) T
93037 = X WX,
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Woéwczas stosujac zapis macierzowy mamy:

ol

a(ﬁm =X"(y—p)
o?1(B) T
95037 = X WX,

natomiast pojedynczy krok algorytmu Newtona-Raphsona daje sie zapisa¢ w postaci:

ﬁnew —_ ﬁold + (XTWX)—IXT(y _ p)
= (XTWX) T IXTW(XB + Wy — p))
= (XTWX)"1XTwz,
gdzie:
2= XG94 Wy — p).
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Skoro z; i w; zdefiniowane s3 w ponizszy sposéb:

5= xThy Wi P)

~ AN w; = pi(1 — p; ’
i Pi(l _Pi) i Pl( pl)

to mozna pokaza¢, ze:
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Skoro z; i w; zdefiniowane s3 w ponizszy sposéb:

Thy (vi — pi)

S . c— 5:(1 — b
ZI X[ l’jl(l —lljl)’ Wl pl( pl)7

to mozna pokazaé, ze:

® \Wazona residualna suma kwadratéw jest znang statystyka chi-kwadrat Pearsona, ktéra
stanowi kwadratowe przyblizenie odchylenia.
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Skoro z; i w; zdefiniowane s3 w ponizszy sposéb:

5, (vi—pi) R R
ZI Xl ﬂ—i_ ﬁ,(l _ﬁl)v pl( pl)7

to mozna pokaza¢, ze:

® Wazona residualna suma kwadratéw jest znanga statystyka chi-kwadrat Pearsona, ktéra
stanowi kwadratowe przyblizenie odchylenia.

-
Z’A

=1 ﬁl 1

® Jezeli model jest poprawny, to é jest estymatorem zgodnym.
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2

Skoro z; i w; zdefiniowane s3 w ponizszy sposéb:

Th (y/'—ﬁi) ~ ~
zi=x; B+ —~, wi=pi(l-p),
pi(1 — p;) ( )

1

to mozna pokazac, ze:

® \Wazona residualna suma kwadratéw jest znang statystyka chi-kwadrat Pearsona, ktéra
stanowi kwadratowe przyblizenie odchylenia.

N
L Pi)

i=1 ﬁl 1 pl)

® Jezeli model jest poprawny, to I jest estymatorem zgodnym.
* Rozktad {3 zbiega do rozktadu normalnego, mianowicie 3 — N(3, (XTWX)™1).
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Dopasowanie modelu regresji logistycznej dla K = 2
Skoro z; i w; zdefiniowane s3 w ponizszy sposéb:

(vi — bi) R R
Zj X; ﬁ"’ ﬁi(l_ﬁi)a Wi pl( ,D,),
to mozna pokazaé, ze:

® Wazona residualna suma kwadratéw jest znang statystyka chi-kwadrat Pearsona, ktéra
stanowi kwadratowe przyblizenie odchylenia.

® Jezeli model jest poprawny, to ﬁA jest estymatorem zgodnym.
* Rozktad 3 zbiega do rozktadu normalnego, mianowicie 3 — N(8, (XTWX)~1).

® Tworzenie modeli moze by¢ kosztowne w przypadku modeli regresji logistycznej, poniewaz
kazdy dopasowany model wymaga iteracji.
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Przyktad: Potudniowoafrykanska choroba serca
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Przyktad: Potudniowoafrykanska choroba serca

Coefficient  Std. Error Z Score

(Intercept) —4.130 0.964 —4.285
sbp 0.006 0.006 1.023

tobacco 0.080 0.026 3.034

1d1 0.185 0.057 3.219

famhist 0.939 0.225 4.178
obesity -0.035 0.029  —-1.187
alcohol 0.001 0.004 0.136

age 0.043 0.010 4.184
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Przyktad: Potudniowoafrykanska choroba serca

Coefficient  Std. Error 7 score
(Intercept) —4.204 0.498 —8.45
tobacco 0.081 0.026 3.16
1d1 0.168 0.054 3.09
famhist 0.924 0.223 4.14
age 0.044 0.010 4.52
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Funkcja log-wiarogodnosci w regresji logistycznej:

{y,ﬂTx,- — log(1 + eﬁTX")} .

N
i=1



Regresja logistyczna z karg L

Funkcja log-wiarogodnosci w regresji logistycznej:
N T
Z {y,ﬂTx,- — log(1 + e’ Xf)} )

i=1

Problem maksymalizacji po natozeniu kary L :

N P
T {Z[Yi(ﬂo + 87 x:) — log(1 + o+07%)] — Ad ’/Bj} .
08 | = =
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Regresja logistyczna czy LDA?

lloraz prawdopodobienstwa posteriori miedzy klasami k i K w przypadku LDA:

P(G:k’X:X) Tk 1 Te——1 Te——1 T
I =log — —= > — > — = )
og P(G — K|X — X) og Tk 2(Mk+NK) (Mk MK)+X (/~Lk NK) Qo+ X
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Regresja logistyczna czy LDA?

lloraz prawdopodobienstwa posteriori miedzy klasami k i K w przypadku LDA:

P(G = kX =x) T 1 Ty—1 Ty—1 T
| = log -K — = b - b —uK) =
BPGC=KX=x) &k 5 (st 1) T2 (e = pua) X TR (ke — pc) = o+ X

i w przypadku regresji logistycznej:

P(G=kKX=x) .
IogP(G:K|X:X) _/6/(0+/6kx'
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Regresja logistyczna czy LDA?
lloraz prawdopodobienstwa posteriori miedzy klasami k i K w przypadku LDA:

og PLE=KX=x)

i w przypadku regresji logistycznej:

P(G=KX=x) .
PG =KIX =x) ot Bex

Gestos¢ taczng X i G mozemy zapisaé jako:

log

P(X,G = k) = P(X)P(G = k|X),
gdzie dla LDA i regresji logistycznej:

P(G = k|X = x) = eXp(ﬁ"O + 0{x)
1+ Z, 1 exp(ﬁ/o + ﬁ,Tx)'
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Regresja logistyczna czy LDA?

Regresja liniowa maksymalizuje warunkowa log-wiarogogdno$¢, natomiast LDA
maksymalizujac petne prawdopodobienstwo logarytmiczne.
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Regresja logistyczna czy LDA?

Regresja liniowa maksymalizuje warunkowa log-wiarogogdno$¢, natomiast LDA
maksymalizujac petne prawdopodobienstwo logarytmiczne.

Gestoé¢ taczna X, G w przypadku LDA:
P(X,G = k) = &(X; pk, X) 7k,
gdzie ¢ oznacza gestos¢ rozktadu normalnego. Wéwczas gestos¢ brzegowa X jest postaci:

K
P(X) = md(X; i, T).
k=1
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Rozdzielanie hiperptaszczyzng - przyktad

Zbiér danych sktada sie z 20 punktéw na ptaszczyznie.

Pomaranczowa linia zostata wyznaczona metodg najmniejszych kwadratéw, a punkty na niej
lezace opisuje zbidr:
{x: Bo + Bix1 + faxa = O}.
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Kilka faktéw z algebry

Niech L definiuje réwnanie afiniczny f(x) = Bo + 37 x = 0, wéwczas:

® Dla dowolnych dwéch punktéw x1,x2 € L zachodzi 87 (x; — x2) = 0, zatem 3* = 3/||3||

jest wektorem normalnym do powierzchni L.
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Kilka faktéw z algebry

Niech L definiuje réwnanie afiniczny f(x) = o + 37 x = 0, wéwczas:

® Dla dowolnych dwéch punktéw xi,x2 € L zachodzi 87 (x1 — x2) = 0, zatem 3* = 3/| 3|

jest wektorem normalnym do powierzchni L.

¢ Dla dowolnego punktu xp € L zachodzi 37 xg = —f0.
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Kilka faktéw z algebry

Niech L definiuje réwnanie afiniczny f(x) = o + 37 x = 0, wéwczas:
® Dla dowolnych dwéch punktéw xi,x2 € L zachodzi 87 (x1 — x2) = 0, zatem 3* = 3/| 3|
jest wektorem normalnym do powierzchni L.
¢ Dla dowolnego punktu xg € L zachodzi 37 xg = — .

® QOdlegto$¢ dowolnego punktu x od L zadana jest wzorem:

*T — x T 1 X
7= 0) = g7 00 = Py )
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Algorytm uczenia perceptronowego

Jezeli y; = 1 jest zle sklasyfikowane, to x./ 3 + By < 0 i odwrotnie, jezeli y; = —1 zostanie Zle
sklasyfikowane, to x.” 8 + By > 0.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Jezeli y; =1 jest Zle sklasyfikowane, to X,-T,B + PBo < 0 i odwrotnie, jezeli y; = —1 zostanie Zle
sklasyfikowane, to x;” 8 + By > 0.

Cel: Minimalizacja wyrazenia:

D(B, o) = — Y yi(x]" B+ Bo),

ieM

gdzie M - zbidr indekséw Zle sklasyfikowanych punktéw.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Jezeli y; =1 jest Zle sklasyfikowane, to X,-T,B + PBo < 0 i odwrotnie, jezeli y; = —1 zostanie Zle
sklasyfikowane, to x;” 8 + By > 0.

Cel: Minimalizacja wyrazenia:

D(B, o) = — Y yi(x{" B+ Bo),

ieEM
gdzie M - zbiér indekséw Zle sklasyfikowanych punktéw.

D(5, Bo) > 0 i proporcjonalne do odlegtosci btednie sklasyfikowanych punktéw od granicy
BTx + By = 0.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Jezeli y; =1 jest Zle sklasyfikowane, to x,-Tﬂ + Po < 0 i odwrotnie, jezeli y; = —1 zostanie Zle
sklasyfikowane, to x;” 8 + By > 0.

Cel: Minimalizacja wyrazenia:

D(B,B0) = — Y yi(x{" B+ Bo),

ieM
gdzie M - zbiér indekséw Zle sklasyfikowanych punktéw.

D(53,50) > 0 i proporcjonalne do odlegtosci btednie sklasyfikowanych punktéw od granicy
BTx+ By = 0.

Zatézmy, ze M jest ustalone, wtedy:

DPU) 5 P05,

ieM 9o iemM
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Algorytm uczenia perceptronowego

Pomyst: Uzycie stochastic gradient descent, wtedy 3 jest aktualizowane poprzez podstawienie:

() = (&) =+ ()

gdzie p oznacza wspoétczynnik uczenia.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Pomyst: Uzycie stochastic gradient descent, wtedy 3 jest aktualizowane poprzez podstawienie:

() = (&)= (5)

gdzie p oznacza wspoétczynnik uczenia.

Problemy algorytmu:

® Jesli dane sa roztaczne, to istnieje wiele rozwigzan.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Pomyst: Uzycie stochastic gradient descent, wtedy 3 jest aktualizowane poprzez podstawienie:

() = (&) =+ (57);

gdzie p oznacza wspdfczynnik uczenia.

Problemy algorytmu:
® Jedli dane sa rozfaczne, to istnieje wiele rozwigzan.

® Skonczona liczba krokdéw moze by¢ bardzo duza.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Pomyst: Uzycie stochastic gradient descent, wtedy 3 jest aktualizowane poprzez podstawienie:

() = (&) ()

gdzie p oznacza wspoétczynnik uczenia.

Problemy algorytmu:
® Jedli dane s3 roztaczne, to istnieje wiele rozwigzan.
® Skonczona liczba krokéw moze by¢ bardzo duza.

® Jedli dane nie s3 roztaczne, algorytm nie bedzie zbiezny i powstaja cykle.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Pomyst: Uzycie stochastic gradient descent, wtedy 3 jest aktualizowane poprzez podstawienie:

() = (&) =+ (57);

gdzie p oznacza wspoétczynnik uczenia.

Problemy algorytmu:

® Jedli dane s3 roztaczne, to istnieje wiele rozwiazan.

® Skonczona liczba krokéw moze by¢ bardzo duza.

® Jedli dane nie s3 roztaczne, algorytm nie bedzie zbiezny, i powstaja cykle.
Rozwigzania:

® Dodanie dodatkowych ograniczen do hiperptaszczyzny rozdzielajacej.
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Algorytm uczenia perceptronowego

Pomyst: Uzycie stochastic gradient descent, wtedy [ jest aktualizowane poprzez podstawienie:

() = (&)= ()

gdzie p oznacza wspdfczynnik uczenia.

Problemy algorytmu:

® Jedli dane sa rozfaczne, to istnieje wiele rozwigzan.

® Skonczona liczba krokéw moze by¢ bardzo duza.

® Jedli dane nie s3 roztaczne, algorytm nie bedzie zbiezny, i powstaja cykle.
Rozwigzania:

® Dodanie dodatkowych ograniczen do hiperptaszczyzny rozdzielajacej.

® Poszukiwanie hiperptaszczyzny w znacznie powiekszonej przestrzeni.
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Dziekuje za uwage.

KL
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