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Klasyfikacja

Przyktady klasyfikacji:
® (Czy u pacjentki rozwinie sie rak piersi?
® (Czy uzytkownik polubi nowy produkt?
e Kto zostanie nowym prezydentem?

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie |

21 kwietnia 2023

5/37



Klasyfikacja binarna

Obserwujemy pary (x;,y;) dla i =1,2,...,n, gdzie y; oznacza klase i-tej obserwacji, a
x; € RP to p wymiarowe zmienne niezalezne.

® 7bidr etykiet: {1,..., K},

e Skonstruowana reguta klasyfikacji: f(x)
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Klasyfikacja binarna

Obserwujemy pary (x;,y;) dla i =1,2,...,n, gdzie y; oznacza klase i-tej obserwacji, a
x; € RP to p wymiarowe zmienne niezalezne.

® 7bidr etykiet: {1,..., K},
e Skonstruowana reguta klasyfikacji: £(x)

Zatézmy, ze mamy dwie klasy (K = 2). Jak w takim przypadku uzy¢ regresji liniowej?
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Klasyfikacja binarna

Obserwujemy pary (x;,y;) dla i =1,2,...,n, gdzie y; oznacza klase i-tej obserwacji, a
x; € RP to p wymiarowe zmienne niezalezne.

® 7Zbiér etykiet: {1,..., K},

e Skonstruowana reguta klasyfikacji: £(x)

Zatézmy, ze mamy dwie klasy (K = 2). Jak w takim przypadku uzy¢ regresji liniowej?
® /nalez¢ wspotczynniki regresji liniowej rozwiazujac problem:

n

ﬁm B = argminﬁoeRﬁeRp Z(Yi — Bo — X,'Tﬁ)2

i=1
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Klasyfikacja binarna

Obserwujemy pary (x;,y;) dla i =1,2,...,n, gdzie y; oznacza klase i-tej obserwacji, a
x; € RP to p wymiarowe zmienne niezalezne.

® 7Zbiér etykiet: {1,..., K},
e Skonstruowana reguta klasyfikacji: f(x)

Zatézmy, ze mamy dwie klasy (K = 2). Jak w takim przypadku uzy¢ regresji liniowej?
® /nalez¢ wspotczynniki regresji liniowej rozwigzujac problem:

n

Bo, B = argminﬁoeR,geRp Z(Yi — o — X;Tﬁ)z-
i=1
® Dokonac predykcji klasy za pomoca wzoru:

I?LS(X ) _ 1, BO +XOTB <15
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Klasyfikacja binarna

Przyktad:
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak sobie poradzi¢, gdy mamy wiecej niz dwie klasy?

Zatézmy wiec, ze mamy K klas. Niech Y € R"™¥ oznaczmy macierz indykatoréw, gdzie

Y; =1, jezeli y; = j (obserwacja i jest w klasie j) i Y; =0, gdy y; # j (obserwacja i nie
jest w klasie j).
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak sobie poradzi¢, gdy mamy wiecej niz dwie klasy?

Zatézmy wiec, ze mamy K klas. Przez Y € R™K oznaczmy macierz indykatoréw, gdzie

Y; =1, jezeli y; = j (obserwacja i jest w klasie j) i Yj; =0, gdy y; # j (obserwacja i nie
jest w klasie j).

Przyktad

Dysponujemy piecioma obserwacjami i trzema klasami. Jak odkodowa¢ macierz Y7

~<

I
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak skonstruowac regute klasyfikacyjna?
® Regresujemy kazdg kolumne Y; € R" na predyktory:

n

~ N . T 2
B0, B3 = argming, ;er,g;ere Z(Yij — foj — B3 X;)

i=1
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak skonstruowa¢ regute klasyfikacyjna?
® Regresujemy kazdg kolumne Y; € R" na predyktory:

n

~ N . T 2
Bio, B3 = argming, ;er,g;ere Z(Yij — foj — B X;)

i=1

® Dla nowego wektora wejscie xg € RP obliczamy:

BOJ+X0TBj7 J:]-’aK
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak skonstruowad regute klasyfikacyjna?
® Regresujemy kazdg kolumne Y; € R" na predyktory:
/gjao’ ﬁj - argminﬁjyoER,ﬁjERp Z()/U - ﬁod - ﬁjTX")2
i=1
® Dla nowego wektora wejscie xg € R obliczamy:
Bo,j_FXOTﬁja J:]-)vK

e Wybieramy klase, ktéra rozwigzuje problem:

fLs(Xo) = argmaxj:l,...,Kﬁo,j + XoTﬁj
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak skonstruowac regute klasyfikacyjna?
® Regresujemy kazda kolumne Y; € R" na predyktory:

n

~ N . T 2
Bjo, Bj = argming, cx 5.eme > (Vi — Boj — B/ x)

i=1
® Dla nowego wektora wejscie xg € RP obliczamy:
Boj+x B, j=1,....K
® Wybieramy klase, ktéra rozwigzuje problem:
feLS(XO) = argmaszl,.A.,KBO,j + XOTBJ
Granice decyzyjno$ci pomiedzy dowolnymi klasami j, k :
Bo,j + XTBj = Bo,k + XTBk
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jak skonstruowac regute klasyfikacyjna?
® Regresujemy kazda kolumne Y; € R" na predyktory:

n

~ N . T 2
Bjo, Bj = argming, cx 5.eme > (Vi — Boj — B/ x)

i=1
® Dla nowego wektora wejscie xg € RP obliczamy:
Boj+x B, j=1,....K
® Wybieramy klase, ktéra rozwigzuje problem:
feLS(XO) = argmaszl,.A.,KBO,j + XOTBJ
Granice decyzyjno$ci pomiedzy dowolnymi klasami j, k :
Boj+x"B; = Box+x" B <= Boj— Bos+ (B — B)x=0
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jakie s przestanki takiego podejscia?

Postrzeganie regresji jako estymacji warunkowej wartosci oczekiwanej. Dla zmiennej
losowej Yk, E(Yi|X = x) = P(G = k|X = x).
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jakie sg przestanki takiego podejscia?

Postrzeganie regresji jako estymacji warunkowej wartosci oczekiwanej. Dla zmienne;j
losowej Yi, E(Yi|X = x) = P(G = k|X = x).
Uwagi:

e Jezeli model zawiera intercept, to 3 4cg f(x) = 1 dla dowolnego x.
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Klasyfikacja dla dowolnego K

Jakie s przestanki takiego podejscia?
Postrzeganie regresji jako estymacji warunkowej wartosci oczekiwanej. Dla zmiennej
losowej Yy, E(Yi|X = x) = P(G = k|X = x).
Uwagi:
® Jezeli model zawiera intercept, to Y ,cg fk(x) = 1 dla dowolnego x.

e Jesli dopuscimy regresje liniowa na rozwinieciach bazowych h(X) danych
wejsciowych, to podejscie moze prowadzi¢ do zgodnych estymacji
prawdopodobienstwa.
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Inne spojrzenie na problem

Skonstruowanie celéw t, dla kazdego klasy.

Zaktadamy, ze wektor zmiennych zaleznych y;, czyli i-ty wiersz macierzy Y dla
obserwacji i przyjmuje wartosé ty, jezeli g; = k.

Dopasowujemy model liniowy metoda najmniejszych kwadratéw:

N
min > [ly; — [L.x7] BT
=1

Klasyfikujemy przy uzyciu funkgji:

G(x) = argmax, ||f(x) — t]|?.
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Problem maskowania pojawia si¢, gdy K > 3.

Linear Regression Linear Discriminant Analysis




Skad wynika problem maskowania?

Degree = 1; Error = 0.33
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Statystyczna teoria decyzji

Niech C bedzie zmienng losowa, wtedy klasyfikacji dokonujemy zgodnie z reguta:

f(x) = argmax;_,

.....
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Statystyczna teoria decyzji

Niech C bedzie zmienng losowa, wtedy klasyfikacji dokonujemy zgodnie z reguta:

f(x) = argmax_,

.....

Rozpisujac prawdopodobienstwo warunkowe ze wzoru Bayes'a dostajemy:

P(X =xC=))P(C=j)

PC = jiX =x) = = pr 3

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie | 21 kwietnia 2023 25 /37



Statystyczna teoria decyzji

Niech C bedzie zmienng losowa, wtedy klasyfikacji dokonujemy zgodnie z reguta:
f(x) = argmax;_;

Rozpisujac prawdopodobienstwo warunkowe ze wzoru Bayes'a dostajemy:

: P(X =x|C=Jj)P(C =)

P(C=jlX=x)= :
(C=jIX=x) PX )

Niech m; = P(C = j). Wéwczas regute te mozna przeksztatci¢ do postaci:

f(x) = argmax;_,

-----

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie | 21 kwietnia 2023 26 /37



Liniowa analiza dyskryminacyjna

Zaktadamy, ze dane przynalezace do kazdej klasy maja rozktad normalny:

hi(x) = P(X = x|C = j) = gestos¢ z rozktadu N(y;, X),
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Liniowa analiza dyskryminacyjna

Zaktadamy, ze dane przynalezace do kazdej klasy maja rozktad normalny:
hi(x) = P(X = x|C = j) = gestos¢ z rozktadu N(y;, X),

co mozna réwniez zapisa w postaci:

1 1 Ts-1
W) = Grypredeneyie @@ | g ) )
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Liniowa analiza dyskryminacyjna

Zaktadamy, ze dane przynalezace do kazdej klasy maja rozktad normalny:

hi(x) = P(X = x|C = j) = gestos¢ z rozktadu N(y;,X),

co mozna réwniez zapisaé w postaci:

1 1 Ty -1
B() = e e exp {5 0x = ) "= (x = )}

Uwaga: Zaktadamy, ze macierz kowariancji w kazdej klasie jest taka sama, lecz
dopuszczamy rézne wektory Srednich.

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie | 21 kwietnia 2023 29/37



Liniowa analiza dyskryminacyjna

Cel: znalezienie takiego j dla ktérego wyrazenie ponizej bedzie najwigksze

P(X = x|C =) -7 = hij(x) - 7
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Liniowa analiza dyskryminacyjna

Cel: znalezienie takiego j, dla ktérego wyrazenie ponizej bedzie najwieksze
P(X =x|C=j)-m=hi(x) 7

Logarytm jest funkcja monotoniczng, zatem mozemy problem sprowadzi¢ do szukania j,
dla ktérego log(h;(x)m;) bedzie najwieksze.
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Liniowa analiza dyskryminacyjna

Cel: znalezienie takiego j, dla ktérego wyrazenie ponizej bedzie najwieksze
P(X =x|C =j) -7 = hj(x) - 7

Logarytm jest funkcja monotoniczng, zatem mozemy problem sprowadzi¢ do szukania J,
dla ktdrego log(h;(x)7;) bedzie najwigksze.

Reguta decyzyjna bedzie postaci:

. 1
FLPA(x) = argmax;_; x0;(x), gdzie §;(x)= xTEy — EMJ-TZfluj + log ;.
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Problem: Zazwyczaj nie znamy 7, X oraz p;.



Liniowa analiza dyskryminacyjna

Problem: Zazwyczaj nie znamy 7;, > oraz p;.
Pomyst: Estymujemy je na danych treningowych x; € RP i y; € {1,2,..., K}
korzystajac ze wzordw (n; oznacza liczbe punktéw w klasie j):

® 7; = n;/n, proporcja obserwacji w klasie j,

® i;=1% _ix, centroidy j-tej klasy,
J

e 3 — L Zszl >y—i(xi — ;)(x; — fi;) T, prébkowa macierz kowariancji,
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Liniowa analiza dyskryminacyjna

Problem: Zazwyczaj nie znamy 7;, X oraz ;.
Pomyst: Estymujemy je na danych treningowych x; € RP iy, € {1,2,... K}
korzystajac ze wzoréw (n; oznacza liczbe punktéw w klasie j):

® 7, = n;/n, proporcja obserwacji w klasie J,

® [ = n%-z}/i:j x;, centroidy j-tej klasy,

° 3 — A S (i — fiy)(xi — fi;) T, prébkowa macierz kowariangji,

Estymowana funkcja dyskryminacyjna bedzie postaci:

a reguta decyzyjna:
fLDA(x) = argmaxj:17...7K(5j(x).
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Liniowa analiza dyskryminacyjna

Estymowana funkcja dyskryminacyjna bedzie postaci:

~ A g 1 +0a 4. .
0j = xTy Yo — Eufz '0; + log 7},

a reguta decyzyjna:

N

FLPA(x) = argmax;_;  x0;(x).

[RARS}

Uwaga: Jezeli nie bedziemy zaktadaé, iz macierze kowariancji s takie same dla kazde;
klasy, to zmianie ulegnie funkcja dyskryminacyjna:

1 1
Ik(x) = ~5 log | Xk| — E(X — uk)TZf(x — pg) + log mk.
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Dziekuje za uwage.
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