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Plan prezentacji

1 Obciazenie, wariancja i ztozono$¢ modelu
2 Oczekiwany btad predykgji

3 Optymizm wskaznika btedéw treningowych
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Zmienne ilosciowe

Niech Y bedzie zmienng zalezng, X wektorem danych wejsciowych, a f(X) modelem

predykcyjnym, ktéry oszacowany byt na zbiorze uczacym 7.

Przyktadowe funkcje straty to:

- (Y — f(X))? btad kwadratowy
|Y — £(X)| btad catkowity

Oznaczenia:
® btad testowy

~

Err. = E[L(Y, f(X))|7]

® oczekiwany btad testowy

o~

Err = E[L(Y, f(X))] = E[Err,]
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Przyktad — bfad testowy

Liczba danych wejsciowych: 50, liczba powtérzen eksperymentu: 100.

o High Bias Low Bias
Low Variance High Variance

Prediction Error
0.

Model Complexity (df)

® Jasnoczerwone krzywe — Err..
® Pogrubiona czerwona krzywa — srednia z Err,.
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Przyktad — btad treningowy

Btad treningowy to $érednia strata w probie treningowe;j:

1 ~
er = — L i7f i))-
err N; (vi, £(x3))

Uwagi:
® ¢rr nie jest dobrym oszacowaniem btedu testowego,
® err maleje wraz ze zwigkszana ztozono$ciag modelu,

® problem overfittingu.
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Zmienne jakosciowe, kategoryczne

G przyjmuje jedna z K wartosci w zbiorze G, etykietowanym 1,2,..., K. Modelujemy
prawdopodobiefistwa p(X) = P(G = k|X), a nastepnie G(X) = rgmaxkpk(X)

Przyktadowe funkcje straty:
L(G,G(X))=1(G # G(X)) 0-1 loss,

L(G,p(X)) = -2 Z 1(G = k) log px(X) = —2log pc(X) — 2 x log-wiarogodnos¢.

e Biad testowy: Err, = E[L(G, G(X))|7].
® Oczekiwany btad testowy — oczekiwany btad btednych klasyfikacji.
o Jezeli funkcja straty jest postaci —2log pg(X), to btad treningowy jest postaci:
2 N
err = —— Z log pg, (xi)-
i=1
2 czerwca 2023 6/17
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Log-wiarogodnos¢ jako funkcja straty

Niech Pyx)(Y') bedzie gestoscig zmiennej losowej Y, indeksowang parametrem 6(X),
ktéry zalezy od predyktora X. Wéwczas funkcja straty moze by¢ zdefiniowana za
pomocy log-wiarogodno$ci w nastepujacy sposob:

L(Y,0(X)) = =2 log Pyx)(Y).

W dalszej czesci zwykle Y bedzie zmienna ilosciowa z kwadratowa funkcjg straty.
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Podziat zbioru danych

Mozemy chcie¢ zajmowac sie¢ problemami:
® wybdr modelu,

® ocena modelu.

Pomyst: Podzieli¢ dane na trzy zbiory: treningowy, walidacyjne i testowe.

Problem: Danych jest za mato.

Pomyst: Przyblizanie etapu walidacji metodami analitycznymi lub efektywne ponowne
wykorzystywanie préby.

Justyna Fijatkowska Seminarium magisterskie | 2 czerwca 2023 8/17



Model regres;ji

Niech Y = f(X) +¢, gdzie E(¢) =0 i Var(e) = 02 oraz X = xy — punkt wejéciowy.

€

Woéwczas oczekiwany btad predykcji jest postaci:
Err(x0) = E[(Y = 7(x0))*|X = x]
= 02 + [Ef(x0) — f(x0)]* + E[f(x0) — Ef(x)]?
= 02 + Bias?(f(x)) 4 Var(f(xo))

= btad nieredukowalny + obciazenie? + wariancja
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Regresja k najblizszych s3siadow

Zatézmy, ze dane wejsciowe x; s ustalone, a losowo$¢ wynika z y;. Wéwczas btad
predykcji jest postaci:

Err(xo) = E[(Y — fi(x0))?| X = xo]

1Kk 2 o2
=0+ |f(x0) — P > flxp)| + f
=1

Uwaga: Wraz ze wzrostem k obcigzenie bedzie zwykle rosto, podczas gdy wariancja
bedzie malec.
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Model liniowy i regresja grzbietowa

e Zatézmy, ze f,,(x) = xT 3, gdzie 3 jest wektorem dtugoéci p. Wéwczas btad
predykgcji jest postaci:
Err(x0) = E[(Y — £,(x0))*|X = xo]
=07 + [f(x0) — Ef(x0)]* + || h(x0)|*02,
gdzie h(x) = X(X*X) 1x.
® W przypadku dopasowania za pomoca regresji grzbietowej funkcja h(xp) jest

postaci h(xp) = X(X" X + al)"x, oraz zmienia sie obciazenie (zwykle jest
dodatnie).
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Przyktad - kompromis obcigzenia i wariancji

Zbiér sktada sie z 80 obserwacji i 20 predyktoréw, réwnomiernie roztozonych w
hiperszescianie [0, 1]%.
® Obrazki po lewej stronie odpowiadaja sytuacji, w ktérej: Y = 0, jezeli X; < 1/2i
Y =1, jezeli X; > 1/2 oraz stosujemy kNN.
® Obrazki po prawej stronie odpowiadaja sytuacji, w ktérej: Y =1, jezeli
}21 X;i>5iY =0, jezeli }gl X; < b oraz uzywamy najlepszego podzbioru
regresji liniowej rozmiaru p.
® Gorny rzad to regresja z kwadratowa funkcja straty.
® Dolny rzad to klasyfikacja ze stratg 0-1.
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Optymizm wskaznika btedéw treningowych

Oznaczmy zbiér treningowy przez 7 = {(x1, y1), (X2, y2), - - -, (X, yn)}. Wwczas btad
uogdlnienia (predykcji) modelu f wynosi:

ErrT = EXO,YO [L( Y07 ?(XO))|T]
Niech (X°, Y°) bedzie nowym punktem, wtedy biad oczekiwany wynosi:
Err = E,Exo yo[L(Y?, F(XO))‘T]-

Zwykle btad treningowy postaci:

1N ~
ernr = — Z L(y;, f(x:))
N =

jest mniejszy niz prawdziwy bfad Err;.
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Optymizm wskaznika btedéw treningowych
Zdefiniujmy btad w prébie jako:
Errn = > EvolL(Y?, Fx))l].

i=1

Wtedy optymizm definiujemy jako réznice miedzy Err;,, a €rr, tzn.:
op = Err;, — err.

Woéwczas, sredni optymizm jest postaci:

w = E,(op).
W przypadku btedu kwadratowego, 0-1 i innych funkcji straty, mozna pokazaé, ze:

2 N

W= Z Cov(¥i, vi)-
i=1
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Optymizm wskaznika btedéw treningowych

Dostajemy wazng zaleznos$¢:

2 ¥ _
Ey(Errin) = Ey(err) + > Cov(§i, yi)-
i=1
® Dla modelu Y = f(X) + € zachodzi %, Cov(J, y;) = do?, gdzie d - liczba
danych wejsciowych, a co za tym idzie:

d
E,(Erri,) = E,(erF) + 2 - NO’S.
® Optymizm wzrasta liniowo wraz z liczbg d danych wejsciowych i maleje wraz ze
wzrostem wielko$¢ préoby treningowe;.
e Oszacowania btedu predykcji mozna dokonaé szacujac optymizm i dodajac go do
btedu treningowego err.
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Dziekuje za uwage.

KL
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