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Opis problemu

@ Problem: ChcielibySmy prébkowa¢ z rozktadu m, ktérego
gestos¢ jest skomplikowanej postaci.

@ Propozycja: Metody Monte Carlo + fancuchy Markowa.
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tancuchy Markowa z czasem dyskretnym

E ={e1,...,em} - przestrzen standw,

{Xn} - tancuch Markowa, jesli:

P(X, = ej|Xn—1 =€, Xn2=6i, ,,..., X0 =€) =
:P(Xn = ej|X,,,1 = e,-) = P,'j,

P = (Pj;) - macierz przej$é, stochastyczna

7 - rozktad stacjonarny, jesli 7P = 7,

{Xn} - ergodyczny, jesli {X,} - nieredukowalny i nieokresowy.
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tancuchy Markowa c.d.

e {X,} - ergodyczny = {X,} ma doktadnie jeden rozktad

stacjonarny, dla dowolnych i,jtlim Pl = 7(j),
—00

e {X,} - odwracalny: istnieje takie 7, ze dla dowolnych i, j
(i) Py = 7(j)Pji-
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Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

@ Problem: ChcielibySmy prébkowaé z rozktadu m, ktérego
gestos$¢ jest skomplikowanej postaci.

@ Rozwiazanie: Konstruujemy tancuch Markowa, ktérego
rozktad stacjonarny to 7 i z niego prébkujemy.
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Hard-core model

G = (V,K) - graf, gdzie:
@ V - zbidér wierzchotkéw.
o K - zbiér krawedzi.
Konfiguracja: Przypisanie kazdemu z wierzchotkéw 0 albo 1

Konfiguracja dopuszczalna: zadne dwa wierzchotki z przypisang 1
nie moga by¢ potaczone ze soba krawedzia:

Vv,we V:(v,w) e K e(v)e(w)=0.

Niech Zg - liczba wszystkich dopuszczalnych konfiguracji,
ecS=1{01}",

{ 1/Z¢, e- dopuszczalna
m(e) =
0, w.p.p.
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Hard-core model

Algorytm:
@ Niech Xj bedzie w jednej z dopuszczalnych konfiguracji e.

@ Wybieramy losowo wierzchotek v, z jednostajnym
prawdopodobienstwem na V.
© Generujemy Z ~ T
@ DlaweV,w#v Z(w)=e(w)(Z, =e_,).
® Rzucamy moneta. Jesli dostaniemy reszke, i wszystkie
wierzchotki sasiadujace z v maja przypisang wartos¢ 0,
zmieniamy warto$¢ przy wierzchotku v na 1 (Z(v) =1). W
przeciwnym wypadku Z(v) = 0.

Q Xki1=2.
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Uogdlnienie - probkowanie Gibbsa

@ Niech X, bedzie w jednej z dopuszczalnych konfiguracji e.
@ Wybieramy losowo wierzchotek v, z jednostajnym
prawdopodobienstwem na V.
© Generujemy Z ~ m:
@ DaweV,w#vZ(w)=e(w)(Z, =e_,).
@ Przypisujemy warto$¢ do Z(v) zgodnie z warunkowym
rozktadem stacjonarnym wzgledem pozostatych wierzchotkéw:

P(Z, =s|Z_, =e_,),s€S.

Q X1 =2
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Przyktad - kolorowanie grafu

G=(V,K)-graf, S={1,...,q} - kolory.

Kolorujemy kazdy z wierzchotkéw jednym z g koloréw.
Dopuszczalne kolorowanie: dwa sasiadujace ze soba wierzchotki nie
moga mie¢ tego samego koloru:

Vv,we V:(v,w) € K e(v) # e(w).
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Przyktad - Problem plecakowy

Mamy d ponumerowanych przedmiotéw. Niech
o w=(wiy,...,wy),w; > 0 - wagi przedmiotdw,
o v={(v1,...,vy),v; > 0 - wartosci przedmiotdw,
@ W - maksymalne obcigzenie plecaka,
@ x = (x1,...,xq) - konfiguracja, x; € {0,1}, gdzie x; = 1
oznacza, ze bierzemy i-ty przedmiot.
Konfiguracja jest dopuszczalna, jesli Z;’:l xjw; < W.
Nasz cel:
znalezienie x maksymalizujacego Zj—jzl x;vj, gdzie Zle xiw; < W.
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Przyktad - Problem plecakowy

1 d d
7T(X) — Eexp (ﬂz V,-X,'> , dla x: ZX,‘W,‘ < W
i=1 i=1

Q@ Xy =x=(x1,...,%4),x € {0,1}, x-dopuszczalna.

@ Wybieramy x; € x z jednostajnym prawdopodobienstwem na
X.

@ Generujemy Z ~ T

Q@ Z_;=x_,
_ 1 S 1
@ Z=0zpr Trep(Bv)’ Zi=1zpr. Trep(—hv)
Q Xki1=2.
Generujemy nowe X, i zapamietujemy ten, ktéry miat najwieksza
wartosc.
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Przyktad - Problem plecakowy

B P(Z =0,7Z_; = x_;) B
P(Z;=0,Z_;i=x;)+P(Zi=1,Z_;=x_;)

exp (ﬂ <ZJ‘-I:1’#,. Vixj + v - 0))
exp (ﬁ Sy i v+ 0 ﬂVi> + exp (5 S v+ 1 5%‘) N

P(Z = 0|Z_; = x_;)

exp (5 Zjdzu;ﬁi ViXi) B 1
exp (5 S ViXi) + exp (5 S i vixi + ﬂVi) 1+ exp (Bvi)’
1 1

P(Z, = 1|Z_i = X_i) =1- 1 +eXp(BVi) = 1 _i_exp(—/BVi).

Magdalena Trafidto Seminarium magisterskie 2



Przyktad - Model Isinga

G = (V,K) - graf, gdzie:
@ V - zbidr wierzchotkéw.
@ K - zbiér krawedzi.
Konfiguracja: Przypisanie kazdemu z wierzchotkéw tzw spina +1
albo -1
Energia konfiguracji: H(e) = >>(, w)ck e(v)e(w)
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Przyktad - Model Isinga

Niech | = {(u,w) € K,u,w # v}, J={w: (v,w) € K}.

P(Z(v)=1|Z-, =e_,) =
P(Z(v)=1,Z_, =e_,) _
P(Z(v)=1,Z,=e ) +P(Z(v)=-1,Z ,=e.,)
exp (B[ e(u)e(w) + 32,1 - e(w)]) _
exp (B3 e(uie(w) + 2 e(w)]) +exp (B[X) e(u)e(w) — 32, e(w)])
L+ep(—20 > e(w))

w:(v,w)eK

P(Z(v)=-1|1Z_, =e_,) !

T ltep2s % e)

w:(v,w)€e




Algorytm Metropolisa

o E={e1,...,em} - przestrzen standw, konfiguracje,
@ 7 - rozktad stacjonarny.

Chcemy generowa¢ z rozktadu , ale nie znamy macierzy P, ktéra
spetniataby 7P = 7.

Do znalezienia P mozemy uzy¢ tzw rozktadu proponujacego,
opisanego macierzg przej$¢ @ na przestrzeni stanéw E,
nieredukowalnego i nieokresowego tancucha Markowa:

Q(e, €') min (1, =0 ) e # e,

P e, e’ = 7
( ) 1-— Ze”eE,e”;ée Q(e, e”) min (1, 7;_((66))) s e, = e.
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Algorytm Metropolisa

Q - symetryczna macierz przejsé,
Algorytm:
@ Niech Xj bedzie w jednej z dopuszczalnych konfiguracji e.
@ Generujemy Z ~ (Q(e, e1), Q(e, e2),...,Q(e,en)) (lub w
skrécie: Z ~ Q(e,-)), powiedzmy ze Z = €'

@ Niech o = min(1, &),

Q Generujemy U ~ U(0,1). Jesli U < «, to X1 =€, w
przeciwnym przypadku Xii1 = X.
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Algorytm Metropolisa-Hastingsa

Q® - niesymetryczna macierz przejsé,
Algorytm:

@ Niech Xj bedzie w jednej z dopuszczalnych konfiguracji e.
@ Generujemy Z ~ (Q(e, e1), Qle, ), .., Q(e, en)) (lub w
skrécie: Z ~ Q(e,-)), powiedzmy ze Z = €'

© Niech o = min (1, %) .

Q Generujemy U ~ U(0,1). Jesli U < «, to Xyy1 =€, w
przeciwnym przypadku Xy = Xk.
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Problem plecakowy - algorytm Metropolisa

o x = (x1,...xg) € (0,1},
o m(x) = %exp (ﬁ 27:1 v,-x,-) , dla x: Zf-f:l xiw; < W.
Niech

il —xl=1

Q(x,x') = {3”
0 w.p.p
Algorytm:
Q@ Niech X, = x,x: 2L, x;w;.
@ Generujemy Z ~ Q(x, ), powiedzmy ze Z = x’.

© Niech a = min(1, ZX)).

771'X

@ Generujemy U ~ U(0,1). Jesli U < o, to Xy11 =X/, w
przeciwnym przypadku Xy = Xk.
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Problem plecakowy - algorytm Metropolisa

d
QU x)n(x) _ P (BELivx) TP (6 N ﬁvjxj) _
Q(x, x")m(x) exp (ﬂ Zf-j:l v,-x,-) exp <ﬂ i Vixi - ﬂV'X'>
i=1,i4j o 7
exp <5 :':123# vixj + /3VJ'XJ'> exp (ﬂvjxjf) exp(By(1 - x)) _

oo ( 5 i vt ﬁvjxj> exp(Byix)  exp(Bvix)

i=1,i#j
exp(—Bv;j(2x; — 1))
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Miara monotoniczna

Miara probabilistyczna 7 jest monotoniczna na E = 5" jedli
Ve< e, ,VveV:m(e,)>0,m(e,) >0 mamy:

P(z(v) <slz_y =e ) > P(z(v) <slz_, =€ ) Vse€S
natomiast jest antymonotoniczna jesli zachodzi:

P(z(v) < s|z—y = e_,) < P(z(v) <slz_, =€ ,) Vs € S.
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Funkcja aktualizujagca monotoniczna

Moéwimy, ze funkcja aktualizujaca ¢ jest monotoniczna wzgledem
< jesli:

Vi,je E:(i<j)VUe0,1] o(i,u) < (j, u).
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Coupling from the past(CFTP)

@ Niech n=1.

@ Startujemy dwa faincuchy w chwili —N,, jeden w minimalnym
stanie (0), drugi w maksymalnym stanie (M), do chwili 0,
uzywajac takiej samej funkcji aktualizujacej ¢, i uzywajac
takich samych U_p_1,..., U1, Uy ~ U(0,1).

© Jedli w chwili 0 oba tancuchy znajda sie w tym samym stanie
e, zwracamy e i koAczymy. W przeciwnym przypadku:

n = n+1, idziemy do kroku 2 i uzywamy poprzednio
wygenerowanych U; dla nowego n.
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@ Andrzej Rucinski, Wyktad 9: Markov Chain Monte Carlo
@ Maciej Romaniuk, Metody Monte-Carlo i MCMC

@ Bartosz Chmiela, Locally-informed proposals in
Metropolis-Hastings algorithm with applications
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