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Podstawowe pojecia - fafncuchy Markowa

tancuch Markowa

@ tancuch Markowa to proces okreslony na przestrzeni stanéw X - w
pracy rozwazamy tylko przeliczalne przestrzenie stanéw.

o Jesli w pierwszym kroku znajdujemy sie w stanie x € X, to w
nastepna pozycja wybierana jest zgodnie z rozktadem
prawdopodobiefistwa P(x, -).

e Macierz P (macierz przejscia) okreslamy nastepujaco: dla x,y € X
element P(x,y) oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu x do
stanu y w kolejnym kroku.

@ Dla ustalonego x € X mamy:

Z P(x,y) =1.

yeEX
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Podstawowe pojecia - fafncuchy Markowa

tancuch Markowa - definicja

Definicja
Ciag zmiennych losowych {X,},cn 0 wartosciach w przestrzeni stanéw X

nazywamy tancuchem Markowa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
n € N i kazdego ciagu xp, x1, ..., X, € X mamy

P(Xn = Xn’Xn—l =Xp_-1,-..,X1 = x1,X0 = XO) = IPJ()<n = Xn‘Xn—l = Xn—l)

jesli P(Xp—1 = xp—1,..., X1 = x1, Xo = x0) > 0. Wtasnos¢ te nazywamy
wiasnosécia Markowa.

Definicja

Rozktadem poczatkowym p nazywamy rozktad zmiennej losowej Xp.
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Podstawowe pojecia - fafncuchy Markowa

tancuch Markowa - definicja

Uwaga

Oznaczmy rozktad zmiennej losowej X; jako ¢, czyli pi(x) = P(X;: = x).
Witedy dla kazdego y € X

pepa(y) = Y P(Xe = x) =) u(x)P(x,y).

xXeX xeX
Inaczej
P+l = pueP,
czyli
f1e = poPt.
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Podstawowe pojecia - fafncuchy Markowa

Rozktad stacjonarny

Rozwazamy granice m = lim;_ o u¢.

Definicja

Méwimy, ze rozktad prawdopodobienstwa {7;};cx jest rozktadem
stacjonarnym dla tancucha Markowa o macierzy przejscia P, gdy

T =mnP.

Barbara Rolska \Wrazliwo$¢ rozktadu stacjonarnego fancu 19.03.2025 6/19



Podstawowe pojecia - fafncuchy Markowa

Nieredukowalnosé

Definicja

Stan y nazywamy osiagalnym ze stanu x, jesli zachodzi P"(x,y) > 0 dla
pewnego n, czyli da sie przejs¢ z x do y. Te relacje oznaczamy x — y.
Stany x i y nazywamy wzajemnie komunikujacymi sie, jezeli x — y i
y = X.
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Nieredukowalnosé

Definicja
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Definicja

tancuch Markowa nazywamy nieredukowalnym, jesli kazde dwa stany z
przestrzeni stanéw wzajemnie sie komunikuja, to znaczy z kazdego stanu
mozna przej$¢ do dowolnego innego (niekoniecznie w jednym kroku).
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Podstawowe pojecia - fafncuchy Markowa

Nieredukowalnosé

Definicja

Stan y nazywamy osiagalnym ze stanu x, jesli zachodzi P"(x,y) > 0 dla
pewnego n, czyli da sie przejs¢ z x do y. Te relacje oznaczamy x — y.
Stany x i y nazywamy wzajemnie komunikujacymi sie, jezeli x — y i
y = X.

Definicja

tancuch Markowa nazywamy nieredukowalnym, jesli kazde dwa stany z
przestrzeni stanéw wzajemnie sie komunikuja, to znaczy z kazdego stanu
mozna przej$¢ do dowolnego innego (niekoniecznie w jednym kroku).

Twierdzenie

Kazdy nieredukowalny taricuch Markowa posiada jedyny rozktad
stacjonarny.

- =7 —— i "= ~ET
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Wspétczynniki uwarunkowania

Zarys problemu

@ Niech {X,} ={X,,n=0,1,2,...} bedzie ergodycznym fancuchem
Markowa z dyskretna przestrzenia stanéw J = {0,1,2,...}, macierza
przejscia P = (pjj,i,j € J) i rozktadem stacjonarnym 7 = (7, i € J).

o P= (Pij,i,j € J) - zaburzenie macierzy P (stochastyczna,
ergodyczna)

7 = (&,i € J) - rozktad stacjonarny P
E = P — P - macierz wielkosci zaburzen.
lnaczej: P = P — E
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Wspétczynniki uwarunkowania

Przyktad
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Wspétczynniki uwarunkowania

Problem

Szukamy ograniczenia (zaleznego od P) dla |7 — ||, postaci:

I = 7llp < &l Ellq

k nazywamy wspéfczynnikiem uwarunkowania (condition number).
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Wspétczynniki uwarunkowania

Normy dla macierzy i wektoréw

I =&l = |mj —

j€ed

|7 — Flloo = sup|m; — 7]
jeJ

IBllo = sup > |bi,]
ied

jeJ

|Bllsup = sup |bil.
ijed
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Wspétczynniki uwarunkowania

Macierz fundamentalna

Definicja
Macierz fundamentalna Z dla fancucha Markowa o macierzy przejscia P
oraz z rozktadem stacjonarnym 7 jest zdefiniowana nastepujaco:

Z=(—-P+en)?,

gdzie e to wektor jednostkowy (1,1,1,1....,1)7.

Oznaczenie

Wprowadzamy oznaczenie:
A=1I1-P

Wtedy A# to grupowa odwrotnoé¢é macierzy A, czyli taka, ktéra spetnia:

AATA = A, ATAAT = A" AAT = ATA.
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Wspétczynniki uwarunkowania

Wspotczynnik uwarunkowania 1

T—T=7EZ

I =7l < 1 Z]locl|Elloo

k1 = ||Z||co - Schweitzer 1968
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Wspétczynniki uwarunkowania

Wspotczynnik uwarunkowania 2

T — 7 = FEA¥

I = #&ll1 < A% ool Eloo

Ko = || Ao - Meyer 1980
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Wspétczynniki uwarunkowania

Wspotczynniki uwarunkowania 3 i 4

o

I = lloo < s3]l Elloc

max; (a;-'j.E — min; a#)
K3 = 5 - Haviv 1984, Kirkland 1998

(2]

I = oo < rall Elloo

Ka = max a# - Funderlic, Meyer 1986
i
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Wspétczynniki uwarunkowania

Wspétczynniki uwarunkowania 51 6

Wspotczynnik ergodycznosci:

1 n
m(P) = 5 r*}fixz |pik — Pik|
k=1

B
Tl(B)i su Hy ||1
yeT=0 |l¥Il1
o
|7 = 7lloo < ks||Elloo
1
= - ta 1
K5 1= (P) Seneta 1988
(2]

[ =%l < kel Elloo
Kg = T1 (A#) = 71(Z) - Seneta 1991
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Wspétczynniki uwarunkowania

Wspétczynnik uwarunkowania 7

I = tlloo < #7[|Eloo
1
k7 = = min||A7]|e - Ipsen, Meyer 1994
2 ()

A(j) jest podmacierza A uzyskana przez usunigcie j-tego wiersza i kolumny
zA
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Wspétczynniki uwarunkowania

Wspétczynnik uwarunkowania 8

Sredni czas przejscia ze stanu i do j oznaczamy jako mj;.

17 = 7lloo < Kl Elloo

1 i ..
Kg = = max <YTW/> - Cho, Meyer 2000
2 J mjj
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