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Estymacja catki

Mamy catke:
| = / k(x)f(x)dx = Ek(X)
E

gdzie E jest pewnym podzbiorem R albo RY, f to funkcja gestosci

prawdopodobienstwa zmiennej losowej X € E a funkcja
k :RY — R spetnia [£(k(x))?f(x)dx < co.
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CMC

Do przyblizenia wartosci danej catki mozemy skorzystaé z
estymatora CMC (Crude Monte Carlo estimator):

R
~ 1
ySMe — ﬁ S,
j=1

gdzie Y1 = k(X1), ..., Yr = k(XR) to niezalezne prébki

Y = k(X), X ~ f.

Tak otrzymany estymator ma jednak zazwyczaj duza wariancje
wzgledem innych estymatoréw, miedzy innymi wzgledem
estymatora otrzymywanego poprzez Importance Sampling.
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Importance Sampling

Niech X bedzie zmienna losowa z funkcja gestosci f. Zaktadamy, ze
jest ona dodatnia na E. Wtedy:

= X Flx F(x)dx = X
l_/Ek( )F( F(x)dx = Eky (X),

X

~—

czyli ki(x) = k(x) ?Ei

Definiujemy estymator Importance Sampling jako:
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Antoni Bieniasz

Poprzez wtasciwy wybér f mozemy 0siggnac istotnie mniejsza
wariancje w poréwnaniu do tej pochodzacej od estymatora CMC.
Teoretycznie najlepsza gestos¢ prawdopodobienstwa pozwalajaca
otrzymacé estymator o wariancji réwnej 0 to:

g = KO

W praktyce jednak nie mozemy go uzy¢, bo wymaga wiedzy o
wartosci /.
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Metoda Cross-Entropy

Mozemy jednak szukaé rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci
"bliskiej"g*. W tym celu skorzystamy z dywergencji

Kullbacka-Leiblera pomiedzy g* a szukana gestoscia fy. Jest ona
definiowana jako:

D(g*,)%) = /g*(x)/ogg*(x)dx— /g*(x)/ogfg(x)dx

g (X

0 opisuje parametry rozktadu (w przypadku rozktadu normalnego sa
to $rednia (wektor $rednich), wariancja (macierz kowariancji)).
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Minimalizacja dywergenc;ji

Celem naszym jest znalezienie takiego 6, ze dywergencja miedzy g*
a f jest jak najmniejsza. (szukany rozktad f jest jak "najblizej"tego
optymalnego g*). Mamy:

0" = arg m@in D(g*, fy)
= arg meax/g*(x) log fy(x) dx
= arg m@ax/ k(X)If(X) log f5(x) dx

= arg meax/ k(x) log fa(x) f(x) dx
= arg max Er[k(X) log fg(X)]
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Minimalizacja dywergenc;ji

Znalezienie doktadnej wartosci 6* poprzez

arg maxg Er [k(X) log fNé(X)] jest czesto trudne. Zamiast tego
mozna jednak wysymulowaé prébe Xi, ..., X, z rozktadu o gestosci
f i estymowac 0* poprzez:

N

é*—argmax—z 1) log f(X;)
=1

W tym celu mozna skorzysta¢ z metody gradientowe;.
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Rzadkie zdarzenia

Rzadkie zdarzenia to zdarzenia, ktérych prawdopodobienstwo jest
niskie. Doktadna wartos¢ nie jest konkretnie okreslona, przyktadowo
moze ono by¢ rzedu 1073 lub 1073,

Rozwazamy rodzine rozktadéw prawdopodobienstwa {fy(x)}
sparametryzowang przez 6 € ©. Niech g bedzie funkcja rzeczywista
na RY. Chcemy wiedzie¢ jakie jest prawdopodobienstwo, ze

g(X) >~ (g(X) <7), przy ustalonej v € R, X ~ fp. Mamy (dla

g(X) > 1)
= Palg(x) = 7) = [ e() = ilx)a = [ k()

Antoni Bieniasz Uniwersytet Wroctawski

Zastosowanie metody Cross-entropy do symulacji rzadkich zdarzen



Badany problem

Mamy catke:

Pr = [ k)dx = [ 1) < 0)f(x)o

gdzie fy(x) jest gestoscia 2-wymiarowego standardowego rozktadu
normalnego, a g(x) to taka funkcja, ze Py jest rzedu 10~3. Chcemy
znalez¢ ta warto$¢ poprzez Importance Sampling z rozkfadu
uzyskanego poprzez metode Cross-Entropy.
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Metoda Gradient Descent

Estymator 6* maksymalizuje ponizsze wyrazenie:

X;) log fy(X;)

||Mz

0" = arg mea

W celu jego obliczenia skorzystamy z metody gradient descent.
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Metoda Gradient Descent

Zaktadamy, ze f € C'. Na poczatku wybieramy tempo zmiany
funkgji (oznaczamy jako t). Okrelamy liczbe krokéw algorytmu (np.
1000). Losujemy poczatkowe parametry 6 = (61, ..., 0,)

of W)
0017 " 06,7

Obliczamy wartosé funkcji f w 6 — t - %.

Obliczamy gradient: % =(

Powtarzamy w kolejnym kroku dana procedure.

Dziatanie catej metody opiera si¢ na fakcie, wyznaczania przez
t- % kierunku, w ktérym funkcja maleje najszybcie;.
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Przypadek 2-wymiarowego rozktadu normalnego

Antoni Bieniasz

W przypadku 2-wymiarowego rozktadu normalnego parametrami sg
érednie ju1, pp oraz wariancje 02, 03, a takze kowariancja

cov(Xi, Xz). O ile srednie moga przyjmowa¢ dowolne wartosci
rzeczywiste, to trzeba w pewien sposéb zapewnié nieujemnosc¢
wariancji. Korzystamy w tym celu z rozktadu Choleskiego dla
macierzy kowariangji:

Z_aO ab_a2 ab
“\b ¢J\0 ¢/ \ab b24+c%)

Parametrami, dla ktérych liczymy gradient sa wiec Srednie oraz
a,b,c.
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PyTorch

Implementacja poprzez biblioteke torch w Pythonie:

lr = 8.085 #t
num_epochs = 3000

mu = torch.randn(2, requires_grad=True, device=device)

alpha = torch.randn((), requires_grad=True, device=device)
beta torch.randn((), requires_grad=True, device=device)
gamma = torch.randn((), requires_grad=True, device=device)

optimizer = torch.optim.Adam( [mu, alpha, beta, gammal, lr=lr)
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Wyniki i poréwnanie z inn3 praca

Mamy funkcje: Convex limit-state function:

V2

g1(x) =0.1(x1 — x2)? — —(x1 + x2) + 2.5

oraz Parabolic limit-state function:

&(x)=b—xy — k(x1 — e)2,

gdzie b=5,k=05ie=0.1
Poprzez metode Cross-entropy wybrano dla nich optymalny rozktad
2-wymiarowy normalny do Importance Sampling.
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Wyniki i poréwnanie z inn3 praca

Nastepnie dla 500, 1000, oraz 2000 prébek przeprowadzono 500
symulacji w celu wyestymowania Ps oraz wspétczynnika kowariangji
dp,, ktéry mozna rozpisac jako:

[1- P
dp, =
Pr n5Pf7

gdzie ns to rozmiar préby (500, 1000 lub 2000).

Wyniki poréwnano z metodami SiS oraz SuS z taka sama liczba
prébek oraz symulacji. Estymator Py poréwnano z Ps
wyestymowanym poprzez CMC na podstawie wystarczajaco duzej
préby.
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Convex limit-state function

P¢ obliczone na podstawie symulacji Monte Carlo z 107 prébkami:

4.21 x 1073
Liczba prébek SuS SuS SiS SiS Cross-ent. Cross-ent.
parametr Ps 4 By Pr 0 B, Ps 0 B,
500 428 x1073[0.28 | 3.90 x 1073 | 0.20 | 4.226 x 1073 0.69
1000 425 %1073 021 [397x10°3|0.12 | 4217 x 1073 0.49
2000 426 x 1073 |0.13 | 413 x 1073 | 0.07 | 4211 x 1073 0.34
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Parabolic limit-state function

P¢ obliczone na podstawie symulacji Monte Carlo z 107 prébkami:

3.01 x 1073
Liczba prébek SuS SuS SiS SiS Cross-ent. Cross-ent.
parametr Pt dp, P dp, P dp,
500 3.09 x 1073 [ 0.30 | 2.47 x 1073 | 0.24 | 3.019 x 103 0.82
1000 3.06 x 1073 | 0.22 | 2.76 x 1073 | 0.15 | 3.320 x 1073 0.58
2000 2.99 x 1073 ] 0.15 | 2.83 x 1073 | 0.10 | 2.984 x 1073 0.41
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