Wptyw parametrow modelu GAM
na estymacje stopni swobody

Zuzanna Nogala



Czym jest model GAM?
Co go tgczy z modelami GLM?



GLM (Generalized Linear Model)

P
g(w) =Bo+ ) _BiX
j=1

Zatozenia:

* Y nalezy do rodziny wyktadniczej (Exponential Family), gdzie E[Y] = p

* g(.)to funkcja linkujgca, ktora przekstatca wartos¢ oczekiwang E[Y] w
predyktor liniowy



GLM (Generalized Linear Model)

P
g(w) =Bo+ ) _BiX
j=1

Zatozenia:

* Y nalezy do rodziny wyktadniczej (Exponential Family), gdzie E[Y] = p

* g(.)to funkcja linkujgca, ktora przekstatca wartos¢ oczekiwang E[Y] w
predyktor liniowy

e B_0-wyraz wolny

* B_i-Wspodtczynnikiregresji okresla globalng i statg zmiane predyktora
liniowego wywotang wzrostem zmiennej X_j o jedng jednostke, przy zatozeniu
niezmiennosci pozostatych zmiennych



Estymacja parametrow (Maximum Likelihood)

Maksymalizujemy logarytm funkcji wiarygodnosci (log-likelihood)

I(B) = _ log f(yilxi, B, ¢)
i=1



GLM (Generalized Linear Model)

» Zaktadamy, ze wptyw predyktorow na wynik jest liniowy.
* Wysoka interpretowalnosc.

* Niskie ryzyko przeuczenia.



Co jezeli nie mozemy dopasowac funkcji
linlowe?

When Do Americans Earn the Most?

GLM:
Model sprobowatby
poprowadzi¢ przez te dane
jednag, prostg linie.
e * Whniosek: zarobki rosng
wraz z wiekiem
Ekspercko



GAM (Generalized Additive Model)

g(p) = Bo+ Y |fi(X))

Zatozenia:

* Y nalezy do rodziny wyktadniczej (Exponential Family), gdzie E[Y] =
e g(.)tofunkcja linkujgca, ktéra przekstatca wartosc¢ oczekiwang E[Y] w predyktor liniowy

* B_0-wyraz wolny



GAM (Generalized Additive Model)

g(p) = Bo+ Y |fi(X))

Zatozenia:

* Y nalezy do rodziny wyktadniczej (Exponential Family), gdzie E[Y] =
e g(.)tofunkcja linkujgca, ktéra przekstatca wartosc¢ oczekiwang E[Y] w predyktor liniowy

B_0 -wyraz wolny
f_i(.) - funkcje wygtadzajagce, ktore postaci:

K;
fi(x) =) Bikbjk(x)
k=1



Estymacja parametrow
(Penalized Maximum Likelihood)

b(8) 1) ZA / 7/(x))?

gdzie:

* |(B) - Klasyczny logarytm funkcji wiarygodnosci (log-likelihood) dla danych z
rozktadu rodziny wyktadniczej.



Estymacja parametrow
(Penalized Maximum Likelihood)

lb(B) = 1(B) —

gdzie:
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* |(B) — Klasyczny logarytm funkcji wiarygodnosci (log-likelihood) dla danych z

rozktadu rodziny wyktadniczej.

£ (x)]?
. /[’( ) - Funkcjonat kary (penalty functional) mierzacy stopien

pofalowania (wiggliness).



Estymacja parametrow
(Penalized Maximum Likelihood)

lb(B) = 1(B) —

ST 176
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gdzie:

* |(B) - Klasyczny logarytm funkcji wiarygodnosci (log-likelihood) dla danych z
rozktadu rodziny wyktadniczej.

17 2
. /[j 9 - Funkcjonat kary (penalty functional) mierzacy stopien
pofalowania (wiggliness).
. N Parametry wygtadzania (smoothing parameters). Skalary sterujgce
kompromisem (trade-off) pomiedzy wiernoscig dopasowania do danych
empirycznych a gtadkoscig estymowanej krzywej. Sg one optymalizowane
analitycznie( z reguty przy wykorzystaniu kryteriéw)



GAM (Generalized Additive Model)

* Nie zaktadamy, ze wptyw na wynik jest liniowy.
* ROwniez dobra interpretowalnosc

* Mozliwosc¢ przeuczenia



Porownanie GLM | GAM

Badamy wptyw wieku (X) na Srednie zarobki (g(u))

When Do Americans Earn the Most?
GLM: MEan annualealars by-a

Model sprébowatby poprowadzi¢ przez te

dane jednag, prosta linie.
Whiosek: zarobki rosng wraz z wiekiem

Ekspercko
Mean
Income



Porownanie GLM | GAM

Badamy wptyw wieku (X) na Srednie zarobki (g(u))

When Do Americans Earn the Most?
GLM: Mean annual salary by a

Model sprébowatby poprowadzi¢ przez te

dane jednag, prosta linie.
* Whniosek: zarobki rosng wraz z wiekiem

* Ekspercko
Mean
Income

GAM:
* Model sam za pomocg funkcjif_i szuka
odpowiedniego wygiecia funkciji



Podsumowanie modelu GAM

GAM jestrozszerzenie GLM

Model pozwala na modelowanie nieliniowych
zaleznosci w danych

Model nie wymusza zatozenia, ze zmienne
objasniajgce majg staty, liniowy wptyw na wynik



GAM - najwieksza zaleta

Kompromis pomiedzy:

* regresjg liniowa (interpretowalnosc, ale mato
elastyczna)

* a Machine Learning (skuteczny ztozony algorytmem, ale
"czarna skrzynka")




Roznice pomiedzy GAM i GLM

Cecha GLM GAM

Elastyczny (zmienny

Ksztatt zaleznosci Sztywny (staty trend) trend)

Dopasowuje sie do
Podejscie do danych Z gory relacja liniowa danych (moga byc relacje
nieliniowe)




Roznice pomiedzy GAM i GLM

Cecha GLM GAM
Ksztatt zaleznosSci Sztywny (staty trend) ElaStthzrrgr/]gz)m lenny

Podejscie do danych

Z g6ry relacja liniowa

Dopasowuje sie do
danych (moga byc relacje

nieliniowe)
: , Dwuwarstowa (3,
Estymacja parametréow Jednowarstowa lambda)
Parametry dla zmiennej Wspoteczynniki B_i Cata krzywa f_i




Roznice pomiedzy GAM i GLM

Cecha GLM GAM
Ksztatt zaleznosSci Sztywny (staty trend) ElaStthzrrgr/]gz)m lenny

Podejscie do danych

Z g6ry relacja liniowa

Dopasowuje sie do
danych (moga byc relacje

nieliniowe)
: , Dwuwarstowa (3,
Estymacja parametréow Jednowarstowa lambda)
Parametry dla zmiennej Wspoteczynniki B_i Cata krzywa f_i

Podatnos¢ naszum

Niska (ignorowanie
matych odchylen)

Wysoka (ale
kontrolowane)




Podstawowe pojecia w modelu GAM



Funkcja wygtadzajgca

X
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fi(x) = ) |Bikbjk(x)
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Gdzie dla kazdej zmiennejj:

* b_{jk}(x) to znana k-ta funkcja bazowa
zdefiniowana na dziedzinie zmiennej X_j.

* B_{jk}to wspdtczynniki rozwiniecia w bazie,
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ktére podlegajg estymaciji. Nadajg wage i ' I I l | T |
okreslajg wptyw funkcji bazowej



Funkcja wygtadzajgca
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Gdzie dla kazdej zmiennejj:

* b_{jk}(x) to znana k-ta funkcja bazowa
zdefiniowana na dziedzinie zmiennej X_j.

* B_{jk}to wspdtczynniki rozwiniecia w bazie,
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ktére podlegajg estymaciji. Nadajg wage i ' ! ' ! ' ' !

okreslajg wptyw funkcji bazowej
« K_jtozgdry zadany wymiar bazy

(maksymalna ztozonos$¢ funkcji).



Funkcja sklejana (spline)

* Metoda implementacji funkcji wygtadzajgcej
* stuzy do modelowania gtadkich krzywych.

* buduje krzywg odcinkowo z wielu mniejszych, prostych fragmentéw

Dopasowanie funkcji y(x) = sin(x) + cos(x/2) splinami dla k=10




Funkcja sklejana (spline)

Metoda implementacji funkcji wygtadzajgcych

Cubic Splines

P-Spline

Thin Plate Regression
Spline




Funkcja sklejana (spline)

Metoda implementacji funkcji wygtadzajgcych

Cubic Splines P-Spline Thin Plate Regression
Spline

zdefiniowane odcinkami za
pomocag wielomianodw,
ktére tgczg sie w punktach
zwanych weztami (knots)
Problem: wybor weztow

Do danych
jednowymiarowych; szybki




A

Dopasowanie funkcji y(x) = sin(x) + cos(x/2) splinami dla k=10 Dopasowanie funkcji y(x) = sin(x) + cos(x/2) splinami dla k=6 Dopasowanie funkcji y(x) = sin(x) + cos(x/2) splinami dla k=3




Funkcja sklejana (spline)

Metoda implementacji funkcji wygtadzajgcych

Cubic Splines

P-Spline

Thin Plate Regression
Spline

zdefiniowane odcinkami za
pomocag wielomianodw,
ktére tgczg sie w punktach
zwanych weztami (knots)
Problem: wybor weztow

rownomiernej siatce
weztow naktadajg
dyskretng kare na roznice
pomiedzy wspotczynnikami
sgsiadujacych funkcji
bazowych

Do danych
jednowymiarowych; szybki

Dobre do nieregularnych
danych (braki w danych;
nierdwnomierne
zageszczenie)




Funkcja sklejana (spline)

Metoda implementacji funkcji wygtadzajgcych

Cubic Splines

P-Spline

Thin Plate Regression
Spline

zdefiniowane odcinkami za
pomocag wielomiandw,
ktore tagczg sie w punktach
zwanych weztami (knots)
Problem: wybor weztow

rownomiernej siatce
weztow (omijajgca problem
ich recznego
rozmieszczania)

naktadajg dyskretng kare
na réznice pomiedzy
wspotczynnikami
sgsiadujgcych funkcji
bazowych

Thin Plate Spline

* Eliminuja potrzebe
stosowania weztow
Opiera sie na fizycznej
energii zgiecia

Do danych
jednowymiarowych; szybki

Dobre do nieregularnych
danych (braki w danych;
nierownomierne
zageszczenie)

Domyslna opcjaw mgcy,
"ztoty standard"




Funkcja sklejana (spline)

Metoda implementacji funkcji wygtadzajgcych

Cubic Splines

P-Spline Thin Plate Regression
Spline

zdefiniowane odcinkami za
pomocag wielomiandw,
ktére tgczag sie w punktach
zwanych weztami (knots)
Problem: wybor weztow

Thin Plate Spline

* Eliminuja potrzebe
stosowania weztéw

* Opierasie na fizycznej
energii zgiecia

Thin Plate Regression Spline

» Zapomocagdekompozycji
SVD wybiera k
nhajwazniejszych wygiec

rownomiernej siatce
weztow (omijajgca problem
ich recznego
rozmieszczania)

naktadajg dyskretng kare
na réznice pomiedzy
wspoétczynnikami
sgsiadujgcych funkcji
bazowych

Do danych
jednowymiarowych; szybki

Dobre do nieregularnych

danych (braki w danych; * Domyslnaopcjaw mgcy,
nierownomierne "ztoty standard"
zageszczenie)




EDF (Effective Degrees of Freedom)

Miara ztozonosci krzywej, okresla stopien nieliniowosci funkgji

e EDF=1: zaleznos$¢ liniowa

 EDF >1:Zaleznosé jest nieliniowa (np. EDF=2
przypomina parabole)

* Im wyzsze EDF (zblizajgce sie do wartosci k-1), tym

bardziej ztozona i pofalowana jest funkcja.

Analiza EDF pozwala natychmiast ocenic¢, czy zmienna ma na wynik
wptyw liniowy, czy nieliniowy.



EDF (Effective Degrees of Freedom)

EDF nie jest stopniem wielomianu!

* EDF moze byc liczbg rzeczywistg (np.. EDF =2.4)

* EDF = 2: Krzywa majedno wygiecie
 EDF = 3: Krzywa ma dwa wygiecia

* EDF > 5: Funkcja jest mocno pofalowa



Skad ta czesc utamkowa w EDF?

Klasyczna regresja liniowa (LM) Uogdlnione modele addytywne (GAM)

H=X(X"X)"'x"

DF =tr(H)=p



Skad ta czesc utamkowa w EDF?

Klasyczna regresja liniowa (LM) Uogdlnione modele addytywne (GAM)
y = Hy y = H\y
H=X(XTX)"1xT Hy = X(XTX +2S)"1xT
EDF = tr(H)\)
DF =tr(H)=p 1
EDF; =

14+ \-s;



Wymiar bazy (k) a EDF

* kto gorny limit ztozonos¢ a EDF to "zuzyte" stopnie swobody po
natozeniu kary



Gamma - mnoznik kary za ztozono$¢é (penalty multiplier)

Domyslne dziatanie (gamma =1):
* Model traktuje kazdy wykorzystany stopien swobody standardowo.

* Ocenia kompromis miedzy doktadnosScig a ztozonoscig w sposob 1:1.



Gamma - mnoznik kary za ztozono$¢é (penalty multiplier)

Domyslne dziatanie (gamma =1):
* Model traktuje kazdy wykorzystany stopien swobody standardowo.

* Ocenia kompromis miedzy doktadnosScig a ztozonoscig w sposob 1:1.

Zwiekszenie kary (np. gamma = 1.4):
* traktowanie kazdego stopienia swobody tak, jakby kosztowat o 40% wiecej.
* ztozone, pofalowane krzywe (wysokie EDF) sg dla niego bardzo "drogie".

e algorytm preferuje wybor wiekszego lambda, co prowadzi do sptaszczenia i wygtadzenia
krzywej.



Metody wygtadzania

REML GCV.CP ML
(Restricted (Generalized Cross Validation ) (Maximum Likelihood)
Maximum Likelihood)




Metody wygtadzania

REML GCV.CP ML
(Restricted (Generalized Cross Validation ) (Maximum Likelihood)

Maximum Likelihood)

Metoda najpierw odfiltrowuje efekty
state/ liniowe i skupia sie na
estymaciji wariancji i gtadkosci
funkciji.

"Ztoty standard" w mgcv (opcja
domyslna)




Metody wygtadzania

REML
(Restricted
Maximum Likelihood)

GCV.CP
(Generalized Cross Validation )

ML
(Maximum Likelihood)

Metoda najpierw odfiltrowuje efekty
state/ liniowe i skupia sie na
estymaciji wariancji i gtadkosci
funkciji.

"Ztoty standard" w mgcv (opcja
domyslna)

Metoda oparta na predykciji.

Szacuje, jak dobrze model poradzi
sobie na nowych danych (Leave-
One-Out Cross Validation) i dodaje
kare za ztozonosc¢ (Cp).




Metody wygtadzania

REML
(Restricted
Maximum Likelihood)

GCV.CP
(Generalized Cross Validation )

ML
(Maximum Likelihood)

Metoda najpierw odfiltrowuje efekty
state/ liniowe i skupia sie na
estymaciji wariancji i gtadkosci
funkciji.

"Ztoty standard" w mgcv (opcja
domyslna)

Metoda oparta na predykciji.

Szacuje, jak dobrze model poradzi
sobie na nowych danych (Leave-
One-Out Cross Validation) i dodaje
kare za ztozonosc¢ (Cp).

Metoda jednoczesnie chce
estymowac efekty state/liniowe i
wariancje. Przez co bywa zbyt
optymistycznie podchodzido
wariancji i jg zaniza.




Plan pracy

1. Wstep teoretyczny

2. Czes¢ symulacyjna — badanie wptywu parametrow
modelu GAM na estymowanie EDF

3. Czescé praktyczna — model GAM w praktyce



2. CzescC symulacyjna
Przeprowadzenie 5 rodzajow analiz wrazliwos¢ EDF na wybrane parametry

ANALIZA A: Wybér metody doboru wygtadzania
ANALIZA B: Wptyw gammy i k

ANALIZA C: Typ bazy splina

ANALIZA D: Selekcja zmiennych

ANALIZA E: Wptyw liczby zmiennych

Liczba powtdrzen dla danego zestawu parametrow: K = 500



f(x)
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Zestawienie funkcji f1 - f5

0.0

Analiza A - wptyw metody wygtadzania
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7.5

10.0

X = (X1, X2, X3, X4, X5)
X; ~ U[0, 10]

5
y(X) = Z fi(X:)

Parametry:
Metoda:
REML, GCV.Cp, ML
Rozmiar préby (n):
50, 100, 200, 1000, 5000



Diagnoza autokorelacji reszt (k-index)

Zalezno$¢ k-index od rozmiaru proby, metody estymacji i ztozonosci funkgiji.
Wartosci ponizej czerwonej przerywanej linii sugerujg niewystarczajgcy wymiar bazy k.

Metoda Estymacji B8 REML BH ccv.cp B ML
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Doktadnos¢ estymaciji ksztattu funkcji (MSE)
Poréwnanie metod estymacji dla réznej wielkosci préby

Metoda ES RemL EH ccv.ep BEF ML

f1

LTI OTTT O TTT T
CTTT e e
BT e e e
e
T e e e

Rozmiar proby (n)




EDF

Doktadnos¢ estymaciji stopni swobody (EDF)

Poréwnanie metod estymacji dla réznej wielkosci proby

Metoda B REML EH ccv.ep BER ML
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Analiza B - wptyw gammy | k na EDF

Zestawienie funkcji f1 - f5
f1_x f2_x f3_x
120 125 4
9 10.0 2
75 0
60
5.0 2
30
25 -4
0 0.0 6
3 4 x 5.x 0.0 25 5.0 75 10.0
6 50
4 0
-50
2
-100
0
0.0 25 5.0 75 10.0 0.0 25 5.0 75 10.0

Wartos¢ x



gamma

1.8

1.6

14

1.2

Mapa Ciepta: Wpltyw wymiaru bazy (k) i kary (gamma) na liczbe odrzucen

10

- - -

20 30 40 50

wymiar bazy (k)

Srednia proporcja odrzucen
1.00

0.75
0.50
0.25

0.00



srednie MSE

0.00583 4

0.00582 +

0.00581 4

0.000270 A
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0.00032
0.00031

0.00030 - o0 ®
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0.00033
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Srednie MSE i EDF dla réznych warto$ci k i gamma

$rednie EDF

warto$¢ gammy
® 1
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® 14
® 16
® 18
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