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Najwazniejsze informacje o rozktadzie Poissona

Definicja
Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozkfad Poissona z parametrem 6 > 0,
gdy jej rozktad masy prawdopodbiefstwa jest postaci

GX
_ _ -0
Py(X =x)=e L
dlax=0,1,...

Ponadto dla rozktadu Poissona zachodzi

E[X] = Var(X) = 0.

Estymatorem najwiekszej wiarogodnosci parametru 6 jest
f=X
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Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa

Definicja

Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa (funkcje tworzaca) dyskretne;j
zmiennej losowej X definiujemy jako

Gx(t) = E[tX] = i tkP(X = k),
k=0

dla t € [0,1]

Dla funkcji tworzacej dowolnej zmiennej losowej X zachodzi

6x(0)=F(X=0),  Gx(1)=1,  Gk(1)=E[X]

Funkcja tworzaca dla zmiennej losowej X pochodzacej z rozktadu Poissona
z parametrem 6 wyraza si¢ wzorem

Gx(1) = 6(t,0) = !V
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Posta¢ hipotezy zerowe;

Rozwaza¢ bedziemy nastepujacy problem testowania

Ho : F € {P(0)}o>o0,

Hi: F & {P(0)}o>o0-

W nastepnej czesci przedstawiaé bedziemy kolejne statystyki testowe oparte
na funkgji tworzacej. W tym celu zdefiniujmy jej empiryczng wersje.
Mianowicie

on(t) = % Z £,
i=1
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Statystyka testowa Kocherlakoty i Kocherlakoty

Test opiera sie na badaniu réznicy miedzy empiryczng a teoretyczng funkcja
tworzaca. Niech

f(t) = (an(t) - ¢(t7 é\)
Wtedy przy Ho

Var(€(1)) = X = ~(1+ K(t - )R,

Statystyke testowg Kocherlakoty i Kocherlakoty definiujemy jako

_ onlt) - (t, X) _ ﬁ(% ::ZI #Xi _ E[tX]) |
Var(¢(1)) \/ef((tz—l) — (14 X(t — 1)2)e2X(t-1)
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Modyfikacja testu Kocherlakoty i Kocherlakoty

Poprzedni test mozna zmodyfikowac¢ tak, aby badat wartos¢ btedu nie dla
jednej konkretnej wartosci t, lecz dla g wartosci t. Niech

Gn(ty) — /(1)
fzg(tla”'vtq): : R

¢n(tq) — f(tg—1)

Oznaczajac przez Y macierz kowariancji tego wektora losowego dostajemy,
ze pojedynczy wyraz macierz Y ma wartos¢

Y, = 1 (eé(t,-tj—n _ P P _ gy 1)t — 1)e§(t,-—1)e§(tj—1)) 7

]

dlai,j=1,...,q. Ostatecznie mozemy skonstruowac statystyke testowa
postaci

Ky =€Y,
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Statystyka testowa Ruedy

Statystyka testowa zaproponowana przez Ruede ma postaé

1
_n —_ 2 .
Ry — /0 (6n(t) — B(t,0))7 dt

Do symulacji wykorzystujemy rozwinieta postac tej statystyki testowe;j.
Mamy

1~ 1 Sixe [t ey ~2d
Rnn;j_zlw—2e ;/0 et dt—i-%(l—e )
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Statystyka testowa Nakamury i Pereza Abreu

Test ten wykorzystuje wtasnos¢ funkgji tworzacej dla rozktadu Poissona
Mianowicie

P log(p(t,0)  0?log(e’ V)  920(t —1) 0
ot2 N ot? ot
Niech Y,(t) = log(¢n(t)). Wtedy
0 1 0
ayn(t) = maéf)n(t)?
0  0n(t) Zxdn(t) — (2 bn(t))?
o (1) = (a0
9

_1 . 4 Xi—1
)= n;X't t2¢>n ZX
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Test Nakamury i Pereza Abreu c.d.

Chcielibysmy aby réwniez 2 Y, »(t) = 0. Niech

o2

Nalt) = 6n(8) oz 0(t) — (en(t))

Po podstawieniach otrzymujemy

1 n n ' _
Na(t) = — D) XX — X - )2

i=1 j=1

Oznaczmy X,y = max{Xy, ..., Xp}. Ny(t) jest wielomianem stopnia
d(n)

d(n) = 2X,) — 2, to znaczy Np(t) = ath, gdzie
k=0

= n2ZZ (Xi = Xj — 1)) Lix4x,—2=k}-

i=1 j=1
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Test Nakamury i Pereza Abreu c.d.

Badajac czy N,(t) jest bliskie zeru mozna bada¢ poszczegélne

wspotczynniki a,. W zwigzku z tym rozwazmy sume kwadratéw
wspotczynnikéw wielomianu. Mamy

Korzystajac z reprezentacji ax uzyskujemy

d(n)

Z ZZX Xi = Xj = D1ix+x-2=k}

i=1 j=1

Xi(Xi = Xm — 1)]1{x,+xm—2_k}> :

n
I=1 m=1
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Test Nakamury i Pereza Abreu c.d.

Zauwazmy, ze poszczeg6lne sktadniki beda niezerowe wtedy i tylko wtedy,
gdy Xi +X; —2 = k oraz X; + Xpm — 2 = k, czyli gdy Xi + X; = X; + Xpn.
Korzystajac z tego warunku otrzymujemy

Th= % Z Z Z Z Xi(Xi = X; = D)Xi(Xi = X — 1) L1x 1 X=X+ X} -

i=1 j=1 I=1 m=1
Ostatecznie otrzymujemy statystyke testowa postaci

nT,
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Statystyka testowa Meintanisa i Nikitina

Ostatni z testéw wykorzystuje nastepujaca wtasnosé funkgji tworzacej dla
rozktadu Poissona. Mianowicie

06
=2(t,0) = 001, 0)

Dla statystyki testowej Meintanisa i Nikitina mamy

MN = \f/ (d¢”(t )?qb,,(t)) t2dt,

Oznaczmy przez
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Statystyka testowa Meintanisa i Nikitina c.d.

Po kolejnych obliczeniach oznaczmy przez

T 7ii Xi 0 _ _(X._Q)Eé
N Un e\ Xita Xitatl o A X+tatl|)

() | o2 o] o (eliest)) -
20 {(X+a)(j<<+a+1)} ~2E [X+18+1] E [X&X;a@)}

1 X -0
29E{X+a+1}E[X+a+l]'

Ostateczna statystyka testowa ma wtedy postac

V(0) =E

7_-MN
V(X)
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Inne wykorzystywane statystyki testowe

Test Fishera

F_(n-1s2
Xn
Test Kotmogorowa-Smirnowa
KS = m)?x{ F,,(X,') — F(X,) } y
Test x?
d 2
>.(0; - E)
2 j=1
X - EJ )
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Inne wykorzystywane statystyki testowe c.d.

Test Gupty

1\/ n ma(mg — 3m3) — m3

T2V 1+24X +6X2 X2 ’

gdzie m, = 1 > (Xi = X)".
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Bootstrap parametryczny

Algorytm symulacji

1. Gemerujemy X = (X1, ..., Xp), czyli prébe z zadanego rozktadu

2. Obliczamy wartos¢ danej statystyki testowej - T(X) - na podstawie
wygenerowanej proby.

3. Wyznaczamy § = X na podstawie préby X.

4. Generujemy probe Y = (Y1,...,Y,) i.id, gdzie Y; ~ Pois(é).

5. Obliczamy wartos¢ danej statystyki testowej na podstawie préby
Y1, ..., Yn uzyskujac T(Y) = T;.

6. Powtarzamy korki 3-5 B razy otrzymuja¢ T1,..., Tg.
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Bootstrap parametryczny c.d.

7. Wyznaczamy prawostronny obszar krytyczny przez wyznaczenie kwantylu
rzedu 1 — «, tzn.

G1-a = aT(a—a)B) + (1 — @) T(1—a)B+1);
gdzie Ty < T(z) < ... < T(g). W niektdrych sytuacjach nalezy wyznaczyc¢
dwustronny obszar krytyczny. Mamy

daj2 = aT(gaj2—1) + (1 — @) T(gas2),

G1-a2 = aT((1-a/2)B) + (1 — @) T((1-a/2)B+1):
8. Odrzucamy Ho, gdy T(X) > 1o (lub gdy T(X) > G1_qa/> albo
T(X) < §u/2 - w sytuacji, gdy analizujemu dwustronny obszar krytyczny).
9. Powtarzamy kroki 1-8 N razzy notujac 1 w przypadku odrzucenia Hy
oraz 0 w przeciwnym przypadku.
10. Otrzymujac N-elementowy wektor stworzony z 0 oraz 1 wyznaczamy
moc testu ze wzoru moc(T) = #

Michat Porczynski Badanie zgodnosci z rozktadem Poissona 2026 18 /22



Badanie mocy testéw - dane z rozktadu jednostajnego

Parametry Moce testéw

a b K. K' R, T MN, F, x* KS G

n

4 0.139 0.179 0.125 0.248 0.050 0.025 0.155 0.186 0.071
8 0.628 0.686 0.772 0.685 0.666 0.581 0.575 0.498 0.624
10 0.735 0.831 0.882 0.820 0.852 0.802 0.723 0.629 0.797
20 0.954 0.990 0.997 0.992 0.996 0.996 0.977 0.926 0.986
7 0.000 0.020 0.001 0.210 0.011 0.013 0.125 0.138 0.055
15 0.000 0.000 0.001 0.172 0.005 0.007 0.120 0.114 0.050
10  0.011 0.234 0.317 0.577 0.398 0.410 0.418 0.387 0.496

= Ol = O O O O

Table 1. Moce testéw dla n = 20
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Badanie mocy testéw - dane z rozktadu geometrycznego

Parametry Moce testéw

p K, K' R, T MN, F, > KS G

n n

0.2 0.055 0.819 0.773 0.946 0.891 0.955 0.894 0.864 0.896
0.4 0.147 0.625 0.116 0.479 0.147 0.327 0.132 0.372 0.257
05 0.542 0.834 0.451 0.295 0.257 0.101 0.101 0.264 0.071
0.6 0.892 0.969 0.837 0.289 0.592 0.020 0.320 0.259 0.012
0.8 1.000 1.000 1.000 0.857 0.990 0.000 0.751 0.613 0.000

Table 2. Moce testéw dla n = 20
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Badanie mocy testéw - dane z rozktadu ujemnego

dwumianowego

Parametry Moce testéw

rp K, K R, T' MN, F, > KS G

n n

5 0.2 0.755 0.957 0.995 0.992 0.993 0.996 0.887 0.911 0.966
5 0.5 0.237 0.384 0.509 0.576 0.564 0.683 0.321 0.342 0.536
5 09 0.069 0.058 0.065 0.096 0.072 0.103 0.052 0.062 0.081
10 0.2 0.293 0.000 0.996 0.994 0.994 0.997 0.957 0.902 0.965
10 0.5 0.223 0.414 0.590 0.592 0.571 0.696 0.253 0.333 0.541
10 0.9 0.067 0.047 0.067 0.098 0.071 0.102 0.050 0.059 0.089
20 0.2 0.027 0.000 0.997 0.995 0.995 0.997 0.898 0.886 0.967
20 0.5 0.137 0.355 0.628 0.613 0.585 0.706 0.308 0.309 0.539
20 0.9 0.061 0.051 0.068 0.088 0.068 0.101 0.049 0.062 0.088

Table 3. Moce testéw dla n = 20
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Badanie mocy testéw - dane z rozktadu ZIP

Parametry Moce testéw

T K, K' R, T* MN, F, x> KS G

n n

1 0.1 0.065 0.051 0.061 0.082 0.061 0.090 0.062 0.061 0.077
1 05 0.282 0.260 0.275 0.313 0.268 0.352 0.292 0.279 0.281
2 01 0.137 0.117 0.137 0.130 0.113 0.148 0.121 0.107 0.119
2 05 0.791 0.720 0.779 0.733 0.734 0.762 0.720 0.766 0.720
5
5

e

0.1 0.646 0.710 0.707 0.380 0.507 0.410 0.702 0.234 0.307
0.5 1.000 1.000 1.000 0.999 1.000 0.999 1.000 0.999 0.994
10 0.1 0.882 0.883 0.884 0.691 0.831 0.696 0.885 0.312 0.565
10 0.5 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.999 1.000

Table 4. Moce testéw dla n = 20
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