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Najwazniejsze informacje odnosnie rozktadu wyktadniczego

Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem
A > 0, gdy jej funkcja gestosci wyraza sie wzorem

e ™™ x>0
FlA) = {o x<0

Wtedy dystrybuanta zmiennej losowej X wyraza sie wzorem

1— —Ax >
F(x,\) = e, x=20
0, x <0

Jesli chodzi o wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X to dana jest ona
wzorem

o0

E[X] = / xhe Mdx =
0

1
A
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Najwazniejsze informacje odnosnie rozktadu wyktadniczego

c.d.

Natomiast wariancja

1

2

Whasnos¢ braku pamieci rozktadu wyktadniczego. Dla kazdego s, t > 0
zachodzi

Var(X) = E[X?] — (E[X])® =

P(X > t+s,X P(X >t
P(X>tts|X>s)= XL X>s) PX>ts)

P(X >s) - P(X >5)
B 1_(1_e—)\(t+s)) e
T l-(1—e) =e M =P(X>1)
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Najwazniejsze informacje odnosnie rozktadu wyktadniczego

c.d.

Rozktad zmiennej losowej min{ Xy, X2}, gdzie X; ma rozktad wyktadniczy z
parametrem A a Xy rozktad wyktadniczy z parametrem p oraz X1 i X s
niezalezne

P(min{X1, Xo} <t)=1— P(min{Xy, X2} > t)
=1—P(X1 > t,Xo>1t)
=1- P(Xl > t)P(XQ > 1.')
=1- teut
—1-— e—(A+u)t,

Widzimy, ze ta zmienna losowa ma rozktad wykfadniczy z parametrem
A+ p
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Systemy kolejkowe jako tancuch Markowa z czasem ciggtym

Proces stochastyczny {X(t) : t > 0}, ktéry przyjmuje wartosci w zbiorze
{0,1,...}, nazywamy fancuchem Markowa w czasie ciagtym, gdy

P(X(s+t) = j|X(s) = i, X(u) = x(u),u € [0,5)) = P(X(s+t) = j|X(s) = i)

dlas,t,u€[0,00), i,j,x(u) € {0,1,...}.
Ponadto méwimy, ze faricuch Markowa z czasem ciaggtym jest jednorodny w
czasie, gdy

P(X(s +t) = j[X(s) = i) = P(X(t) = j|X(0) = i) = Py(¢)
Réwnowaznie tancuch Markowa z czasem ciggtym mozemy definiowaé jako
proces stochastyczny, dla ktérego

o dla kazdego stanu i € {0,1, ..., } rozktad czasu przebywania w tym
stanie jest wyktadniczy z parametrem \;,

@ gdy proces opuszcza stan i, to przechodzi do stanu j z
prawdopodobiefstwem P;j;, i # j.

Systemy kolejkowe Systemy kolejkowe 2026 5/17



Wielkosci charakterystyczne dla systemu kolejkowego

Najwazniejszymi liczbowymi charakterystykami systemu kolejkowego s3:

L - srednia liczba klientéw w systemie,

@ Lg - $rednia liczba klientéw czekajacych w kolejce na obstuge,
e W - $redni czas, jaki klient spedza w systemie,
°

W - $redni czas, jaki spedza klient czekajac na obstuge.
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Wielkosci charakterystyczne dla systemu kolejkowego c.d.

Niech X(t) bedzie liczba klientéw w systemie w chwili t oraz niech

P, = lim P(X(t)=n)

t—>00
oznacza p-stwo, ze w chwili t w systemie znajduje sie n klientéw. Wtedy

L=EX(t)] =Y nPn Lo=3 (n—k)P,

n n>k

gdzie k oznacza liczbe stanowisk obstugi. Ponadto

W = E|[czas spedzony w systemie] =

o
= ZE[czas spedzony w systemie | n os6b w systemie przy wejsciu] - P,
n=0
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Wielkosci charakterystyczne dla systemu kolejkowego c.d.

Klient musi odczeka¢ w systemie
° % ,gdy n< k
o gdy n > k oznaczmy

Y = min{Xl, ceey Xk},

gdzie X; oznacza czas obstugi klienta przy i-tym stanowisku. Kazdy z X;

ma na mocy wtasnosci braku pamieci rozktad wyktadniczy z parametrem p.

Wtedy kazdy klient musi odczekaé¢ srednio i zatem

K 1, > k 11
=3P Y P
n:O n=k H

Natomiast dla W( otrzymujemy

> on—k+1
Wo = Z(ik )P
n=k H
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System z jednym stanowiskiem i nieograniczong pojemnoscia

A A A \
7 7 7 H
{)\Po = Py

()\ + M)Pn = AP,_1+ ,U,P,H_l, n>1
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System z jednym stanowiskiem i nieograniczong pojemnoscia

Po = Po
_ A
Py = 2P,

Py = 2P1+(P1— 5Po) = 2 P1 = (3)*Po
— A _A —Ap, — (A3
Ps=2P+(P2—4P1)=42P2=(5)Fo

m [
00 00
A P,
I
n=0 n=0 © T

{PO =1-2
Po=(3)"Po=(3)"(1~ 7).
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System z jednym stanowiskiem i nieograniczong pojemnoscia

Ostatecznie uzyskujemy

°°)\
L=2 ()

n=0

LQfZ(n—l

w-3 ttie 3
n=0

n=0

WQ—Z Pn—i

n=1
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System z jednym stanowiskiem obstugi i ograniczong

pojemnosciag

p i

APy = Py
()\+/«5)Pn:)\Pnfl+:uPn+171§ n<N-1
uPn = APp_1.
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System z jednym stanowiskiem obstugi i ograniczong

pojemnoscia c.d.

P = 2P
m
P =2Po+ (Po=2Ppa) 1<n<N -1
Py = 2Py
(P1=2Po
2
Py = %Pl + (Pl - %P0> = %Pl = (%) Po

' N-1

Pn-1= %PN—2 + (PN—2 - %PN—3> = (%) Po
2 A\

Py =2Py_1= (ﬁ) Po.
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System z jednym stanowiskiem obstugi i ograniczong

pojemnoscia c.d.

Suma prawdopodobiefistw ma by¢ réwna jeden zatem

N+1
oy
1=Y P =Py <> =P,
n=0 n=0 K T
czyli
1-2
Py = N
1 <A>N+1
m
W ten sposéb uzyskujemy
G-
I 7
p,=~t/ " h—0,1,.., N

)
B AN-i—l
m
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System z s stanowiskami obstugi i nieograniczona
pojemnosciag

APy = uPy
AN+ nu)Pp=APp_1+ (n+ DuPri1,1<n<s
(A +su)Pn = APp—1 + suPpi1,n > s.

A
P = 2P,
A
Pre1 = (n+1) Fnt (n+1P R Pr-t) 1< n<s
Posi=2:Pa+ (Po= 2:Pa) 2 s.
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Wyznaczenie prawdopodobienstw P,

P1:éPo
K 2
A 1 A 1/
Pz Pt (3R k) =3 ()
A 2 A 1 /2
Py = P SPh— 2P )= (2) P
’ 3u2+<32 3u 1) 3!(u) °

s+1
Poi=p+ (Ps - iPH) =11 (5> Po
Si Sp ssl \

1 2 1 A s+2
- (V30
s) sl \u
P, = 1 (1) (i> Po, dlan>s.
sl \'s m
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Wyznaczenie prawdopodobienstw P,

1—213 > Pn—POZ L(2) w3 ()

n=s+1 n=s+1
Ostatecznie uzyskujemy
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