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Cel pracy i jej ksztatt

Gtéwnym celem pracy jest przedstawienie statystyki testowej dla testu,
ktéry bedzie badat czy dana préba pochodzi z konkretnego rozktadu
dyskretnego. Sama w sobie praca bedzie miata pieé¢ gtéwnych dziatéw

o Wstep;
@ Postac statystyki testowej;

o Wyniki teoretyczne;

Symulacje komputerowe;

Kroétkie podsumowanie.

Wszystkie teoretyczne rozwazania oraz praktyczne symulacje s3 oparte na
podstawie artykutu " Goodness-of-fit tests for discrete models based on the
integrated distribution function” autorstwa Bernharda Klara.
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Zatozenia problemu

Niech Xi, X2, X3, ..., X, bedzie proba na wspdlnej przestrzeni (2, A4, P).
Proba ta zawiera niezalezne zmienne losowe o jednakowym rozktadzie,
ktorych wartosci s3 w Ny. Niech F bedzie ich wspélng dystrybuanta.
Problem ktérego rozwigzania bedziemy szuka¢ ma postaé

Ho: F € Fovs Hi: F ¢ Fo,

gdzie Fo = {F(-,0) : 0 € ©}. Dodatkowym zatozeniem jest skonczonosé
Ey(X;) dla kazdego 6 € ©, ktére jest potrzebne w dalszej czesci.
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Skumulowana dystrybuanta

Aby rozwigzaé powyzszy problem potrzebna jest wiedza na temat
skumulowanej dystrybuanty. Dla zmiennej losowej X z skoficzona wartoscia
oczekiwang jest ona zdefiniowana jako

\If,,(t):/t Fo(x) dx:/t (1= Fo(x)) dx =
—/OO 1—12,1:1 dx—l/ooznjl dx =
=/, p 2 tonsn | =T 2 Lo o=
:*Z i = )lx>e

gdzie F(x) to funkcja przezycia, ktéra jest postaci F(x) =1 — F, 1 jest
funkcja charakterystyczna zbioru oraz F,(x) = %27:1 Lix<e) to
empiryczna dystrybuanta Xi, ..., X,.
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Whtasnosci skumulowanej dystrybuanty

Skumulowana dystrybuanta posiada nastepujace wtasnosci:
@ jest funkcja wypukta;
@ malejaca na przedziale [0, c0);

@ jej warto$¢ w zerze jest rébwna warto$ci oczekiwanej zmiennej
losowej X (Wx(0) = EX).
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Przypadek dyskretny

W tym miejscu przechodzimy do momentu, ktéry nas obchodzi, czyli kiedy
X jest zmienna dyskretng z gestoscig prawdopodobienstwa f, a co za tym
idzie skumulowana dystrybuanta przyjmie postac

Z (k—t)f(k) = ([t] +1—t) F([t]) + Z F(k),

k=[t]+1 k=[t]+1

gdzie [t] oznacza cze$¢ catkowita liczby t.

Jan Molczyk
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Statystyka testowa

Statystyka testowa bedzie miata forme

Y

T, =supy/n “Un(t) — (1)

t=>0

ktéra jest podobna do statystyki Kolmogorova-Smirnova dla teoretycznych
dytrybuant. Z faktu iz obie funkcje W,(t) i W(t) sa kawatkami liniowe, to
ich réznica miedzy punktami X; réwniez zachowuje sie liniowo. Wynika z
tego, ze supremum jest osiggane w punktach t = X;, a co za tym idzie
mamy mozliwo$¢ zamienienia supremum w maximum na przedziale od 0
do M, gdzie M jest zdefiniowane jako najwieksza wartos¢ z wszystkich X;
(M = maxi<i<n Xi). Niech k € Ny. Otrzymujemy wtedy

To = sup Vi (Wa(k) = B(k)| = omax \/n [Wa(k) = (k)|
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Inna postac statystyki testowej

Inng forma w jakiej mozemy zapisal statystyke T, jest za pomoca
funkcjonatu estymowanego dyskretnego procesu empirycznego
zdefiniowanego jako Z, x = /n (Fa(k) — F(k; HA,,)) Intuicyjnie proces ten
mierzy btad dopasowania w punkcie k, przeskalowany przez /n.
Przeksztatcajac wczesniej otrzymang postaé statystyki testowej dostajemy

((an —sup Zan )
k=0 75y

gdzie dla wektora x g(x) = supx> ‘ZJ-),( xj‘
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Bootstrap parametryczny

Jest to metoda, dzieki ktérej mozemy szacowaé wyniki na podstawie
podanej préby, poprzez wielokrotne losowanie nowych wartosci z
parametrem opartym na posiadanych danych. W taki sposéb otrzymujemy
nowy rozktad wynikéw, ktéry w dalszej czedci mozemy uzyé do testédw.
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Bootstrap parametryczny

Kroki algorytmu

Wylosuj dane z zadanego rozktadu;

Na podstawie posiadanych danych oblicz warto$¢ statystyki testowej
oraz wyestymuj warto$¢ parametru np. za pomoca metody
wiarygodnosci;

Wygeneruj B nowych bootstrapowych préb z rozktadu, ktéry posiada
parametr wyestymowany we wczesniejszym kroku;

Dla kazdej nowej préby policz warto$¢ statystyki;

Na podstawie otrzymanych statystyk utwérz przyblizony rozktad i
wyznaccz interesujaca cie wartos¢, ktéra w przypadku tej pracy bedzie
kwantyl rzedu 1 — «;

Sprawdz, czy warto$¢ statystyki testowej z kroku 2 jest wieksza od
kwantyla z kroku 5. Jesli tak to odrzué hipoteze zerows;

Powtérz kroki 1-6 R razy, a nastepnie oblicz $rednig liczbe odrzucen
hipotezy zerowe;j.
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Wstepne informacje

W pracy zostang przyjete wartosci R, B = 1000. Do policzenia statystyki
testowej uzyjemy nastepujacych praktycznych wzoréw wyprowadzonych z
teorii:

k—1
Th=+/n sup XH*EHA”(X)+Z(F”(])*FU,§")) )
1<k<M =
T, = Z ‘Zn,kl =+ \/EEé(X) - \/EZ(]' - F(k,@)),
k=0 k=0

M
2 2
|/Vmod - Z Zn,k'
k=0
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Przyktad 1

Bedziemy badaé, czy dana préba pochodzi z rozktadu Poissona. Kazdy
test bedzie na poziomie istotnosci e = 10%. W testach préby poczatkowe
beda miaty rozmiar n =50 i n = 200, a same testy beda przeprowadzone
na wszystkich trzech wczesniej wymienionych statystykach testowych.
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T T Winod

Rozktad n=50 n=200 n=50 n=200 n=50 n=200
P(3) 9.1 10.1 8.4 9.8 8.9 9.7
P(7) 9.8 11.0 9.9 11.3 9.5 11.3
Bin(10,0.2) 26.8 65.6 21.0 55.9 19.2 52.5
Bin(10,0.5) 95.5 100.0 90.6 100.0 85.8 100.0
NB(5,0.71) 46.4 92.0 44.6 89.2 41.4 87.4
NB(10,0.5) 91.9 100.0 91.1 100.0 88.7 100.0
NB(l 0.3) 100.0 100.0 100.0 100.0 99.7 100.0

NB(1,0.9) 10.6 27.5 12.2 27.8 14.6 31.9
NA(5,0.2) 22.2 52.3 21.7 48.3 20.4 45.7
NA(2,0.5) 57.3 99.1 56.6 98.7 56.2 98.4
P o L(0.5,0.5) 24.4 63.4 23.4 60.5 22.0 53.8
P o L(0.8,0.2) 14.4 21.7 14.1 20.9 13.2 18.2
P0(0.1, 3) 422 91.5 44.9 91.9 48.7 94.4
P0(0.3,1) 40.9 89.8 41.9 89.3 443 89.6
PB(0.9,2,0.9) 20.1 41.4 18.7 43.1 18.8 44.0
PB(0.9,20,0.9) 19.8 37.1 17.6 38.1 18.4 40.1

PNB(0.1,2,0.5) 84.7 100.0 825 100.0 80.4 100.0
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Przyktad 2

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie bedziemy testowaé, czy dana
préba pochodzi z rozktadu Poissona, jednak w tym przypadku rozmiar
poczatkowych préb ulegnie zmniejszeniu. Préby te beda miaty rozmiary
odpowiednio n = 20 i n = 31. Poziom istotnosci ulegnie lekkiej zmianie,
poniewaz bedziemy testowaé zaréwno dla wartosci o = 10%, jak réwniez
a =5%.
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a=0.1 a = 0.05
Rozktad n=20 n=31 n=20 n=31
P(3) 0.1 10.2 5.2 3.7
P(7) 9.8 10.2 3.7 4.7
Bin(6,0.5) 62.0 79.0 44.3 65.9
Bin(3,0.4) 40.1 58.1 25.6 38.2
NB(10,0.7) 28.2 40.8 19.9 28.3
NB(1,0.4) 74.3 89.7 69.4 83.8
U(0..4) 15.4 19.0 5.0 9.5
U(0..8) 67.0 85.0 59.0 77.9
L—(0.6) 57.9 72.9 48.8 64.8
L—(0.8) 90.5 98.2 87.1 96.8
Z—(0.8) 100.0 100.0 100.0 100.0

L(P(2) + P(6))  76.6 89.7 66.6 86.3
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Przyktad 3

Przyktad ten ma na celu pokazanie jak test zachowuje sie w przypadku
zbadania zgodnosci z innym rozktadem jak Poissona. Bada¢ bedziemy
zgodnos¢ dla rozktadu geometrycznego, logarytmicznego oraz positive
Poissona. Przyjete zostang poczatkowe préby rozmiaru n = 50 oraz

n = 200. Poziom istotnosci, jaki zostanie przyjety, bedzie wynosit o = 5%.
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Hp: Geometric Hp: Logseries
Distribution n=50 n=200 Distribution | n =50 n =200
G(0.5) 4.0 4.6 L(0.5) 4.0 4.8 Ho: Positive Poisson
NA(2,0.5) 14.9 56.2 P*(1.05) 51.7 99.5 Distribution n=50 n=200
NA(4,0.5) 72.9 100.0 P*(1.2) 59.6 100.0 PT(3) 4.3 4.7
NA(5,0.2) 44.5 98.6 PT(1.3) 67.6 100.0 Bin™(10,0.2) 58.8 99.7
NA(10,0.2) 95.4 100.0 G*(0.4) 30.5 91.1 L(0.3) 20.3 48.0
P(0.3) 11.8 53.3 G*(0.33) 37.0 97.4 L(0.5) 44.9 92.3
P(0.5) 29.2 89.8 G*(0.25) 51.6 99.9 L(0.7) 87.9 100.0
P(0.7) 50.3 99.0 Z(0.7) 96.5 100.0 G7(0.4) 83.8 100.0
PoL(0.5,0.7) 13.6 35.0 Z(1.0) 77.0 100.0 G*(0.33) 94.4 100.0
P o L(0.5,0.5) 19.8 71.6 Z(1.3) 40.5 100.0 NA*(0.5,2) 99.0 100.0
P o L(0.5,0.3) 28.6 84.7 Z(2.0) 99.0 100.0 Z(1.0) 100.0 100.0
P0(0.2,1) 25.3 87.5 Z(2.0) 97.0 100.0
P0(0.2,2) 64.2 100.0
P0(0.5,1) 4.1 9.8
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Przyktad 4

Ostatni przykfad bedzie pokazaniem, jak mozna w praktyce wykorzystaé
test. W tym celu wykorzystane zostang prawdziwe dane na temat liczby
transakcji na akcjach amerykanskiej firmy American Home Products
Corporation. Obserwacje byty przeprowadzone dla 243 dni w godzinach od
13:00 do 13:30. Zaobserwowane zostato 0,1,...,8,12 transakcji w
odpowiednio 33, 55, 68, 38, 20, 11, 8, 7, 2, i 1 dniu. Na podstawie tych
danych bedziemy chcieli przetestowad, czy pochodza one z rozktadu
Poissona. Rezultatem obliczen jest aproksymowana p-warto$é, ktéra
powstaje za pomoca bootstrapu parametrycznego. Po wykonaniu 1000
bootstrapowych powtérzen zwracana zostaje p-wartos¢ = 0, co oznacza,
ze mozna odrzuci¢ hipoteze zerowg méwiaca o tym, ze dane pochodza z
rozktadu Poissona.
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