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Fraktal

W znaczeniu potocznym fraktal
oznacza najczesciej obiekt
samopodobny albo
"nieskonczenie ztozony". Pojecie
fraktala zostato wprowadzone do
matematyki w latach 70.
ubiegtego wieku przez Benoita
Malderborta.
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Definicja

Figura scisle samopodobna

Figure F nazywamy S$cisle samopodobna wtedy, gdy mozna ja
przedstawi¢ w postaci skonczonej sumy F = F U---U Fy, N > 2
figur F; spetniajagcych nastepujace warunki:
Q@ Vie {1, --- N} figury F; sa podobne do F w tej samej skali
s € (0,1),
Q Vi,je{l,---N}i#j = inte(F;) Ninte(F;) = 0), gdzie
intr(A) oznacza wnetrze A w F.

Dopuszczamy jednak mozliwos¢, ze
3i,je{l,---N}(i #j = bdr(F;) Nbdr(F;) # 0), gdzie
bdge(A) oznacza brzeg A w przestrzeni F.
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Przyktad 1: kwadrat

Niech S bedzie kwadratem
jednostkowym w kartezjanskim
uktadzie wspoétrzednych, tzn.:

S={(x,y) eR?:x,y €[0,1]}.

Podzielmy ten kwadrat na 4
mniejsze czesci poprzez
pofaczenie srodka jednego boku
ze $rodkiem boku przeciwlegtego.
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Przyktad 2: krzywa Kocha

Niech Ky bedzie jednostkowym
odcinkiem w kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych, tzn.:

Ko = {(x,0) e R? : x € [0,1]}.

K1 powstaje poprzez podziat Ky
na 3 przystajace odcinki oraz
zastapieniu Srodkowego z nich / '\
dwoma odcinkami o dtugosci % w J»’r ]
taki sposéb, ze tworza one z

usunietym odcinkiem trdjkat

rébwnoboczny (Kj skfada sie

zatem z 4 przystajacych

odcinkéw o dtugosci 1).
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Przyktad 2: krzywa Kocha cd.

Powyzszg procedure powtarzamy
dla kazdego nowopowstajacego

odcinka, przy czym 3 :
nowotworzone odcinki sa
dobierane caty czas po tej samej
stronie powstajacej tamanej. Gdy

n jest duze famane K, oraz K,_1 N A

réznia sie jedynie w niewielkich o D L_’ S
szczegbtach, a poniewaz n dazy AJ AN A2 (A
do nieskonczonosci sekwencja

tamanych K, zbliza sie do N

krzywej granicznej K nazywana 'P,1 qf

krzywa Kocha. H_.uth‘.‘:h _,LH("‘ me,‘n‘:u_h
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Przyktad 3: zbiér Cantora

Niech Cy bedzie odcinkiem
jednostkowym w kartezjanskim
uktadzie wspétrzednych, tzn.:

Co = {(x,0) e R?: x € [0,1]}.

C; powstaje poprzez podziat Gy e ——
na 3 przystajace odcinki, kazdy o mE s mm e
dtugosci % oraz usuniecie wnetrza EE EE EE EE

) . TRTERIR] nu o un
srodkowego z nich. TR TR

Powyzsza procedure powtarzamy ([T (IR
dla kazdego nowopowstatego
odcinka.

o0
Figure C = | C, nazywamy
n=0

zbiorem Cantora.
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Wielokatowe figury $cisle samopodobne

Figura wielokatowa

Niech F C R? bedzie figura ptaska. O figurze F méwimy, ze jest
wielokatowa wtedy, gdy

e F=T1U---UTpn,N>1, T; - domkniety tréjkat,

o Vi,je{l,--- ,N}i#j = int(T;)Nint(T;) = 0).
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Krok 0:
Rozpoczynamy od wyjsciowego wielokata (figury wielokatowej):

Ko = Wo.

Krok 1:

Tworzymy N pomniejszonych kopii wielokata Wy, podobnych do
Wo w tej samej skali s w taki sposdb, ze kazda utworzona w ten
sposéb kopia zawiera sie w Wy oraz kazde dwie utworzone kopie
maja roztaczne wnetrza, a nastepnie bierzemy ich sume:

Ki=WiU---UWy=p1(Wo)U---Upn(Wo) = USDI Wo).
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Konstrukcja cd.

Krok 2:

W kazdej z N pomniejszonych kopii z K1 ponownie umieszczamy
N pomniejszonych kopii, stosujac to samo przeksztatcenie
podobienstwa co wczesniej, jednak tym razem dla kazdej czesci
figury z Ki. Otrzymujemy w ten sposéb N? kawatkéw, z ktérych
kazdy jest podobny do Wy w skali s2 i sumujemy je:

N N N
Ko = J U ¢i(vilWo)) = | (¢j 0 i) (Wo).
j=1i=1 ij=1

Krok n:

W kroku n - tym otrzymujemy N" kawatkéw, gdzie kazdy z nich to
obraz W, przeksztatcony n - krotnie z ta sama skalg podobienstwa
s. Zatem kazdy taki kawatek jest podobny do Wy w skali s”, a ich
suma przedstawia sig nastepujqco

U U U Pin © Pin_y 0+ 0 i1 )(Wh).

in=1i,_1=1 h=
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o0
Definiujemy fraktal Z jako Z = N K,.
n=0
Dla kazdego n zachodzi nastepujace zawieranie:

Knt1 C Kin C Ko.

Dowéd opiera sie na fakcie, ze kazda kopia z pierwszej iteracji
konstrukcji W; = ;(Wp) zawiera sie w wyjsciowej figurze
wielokatowej Wy. Kazdy kolejny zbiér K, 11 powstaje przez
ponowne zastosowanie odwzorowan samopodobienstwa do
kawatkéw zbioru K. Poniewaz odwzorowania zachowuja inkluzje,
obrazy mniejszych kawatkéw nadal pozostaja wewnatrz
wczesdniejszych kawatkéw. W efekcie kazdy element K41 zawiera
sie w pewnym elemencie Kj,, wiec otrzymujemy zstepujacy ciag
zbioréw (Kp,).
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Dla ustalonego n € N kopie n - tej iteracji konstrukcji figury Z
postaci

(@i, 0+ 0 ;) (Wo)

maja parami roztaczne wnetrza.

Dowdd jest przeprowadzony indukcyjnie wzgledem numeru iteracji.
Dla pierwszego kroku roztacznos¢ wnetrz wynika bezposrednio z
definicji konstrukcji. W kroku indukcyjnym rozwazamy dwie rézne
kopie na poziomie n+ 1. Sa dwie mozliwosci: albo réznia sie
ostatnim odwzorowaniem albo maja to samo ostatnie
odwzorowanie. W obu przypadkach dostajemy roztacznosé wnetrz.
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Fraktal Z jest figura niepusta.

Dowdd polega na $ledzeniu jednej nieskonczonej Sciezki w
konstrukgji figury. W kazdym kroku wybieramy jedng z
pomniejszonych kopii i przechodzimy do coraz mniejszych
fragmentéw. Poniewaz kazda kolejna kopia jest skalowana przez
czynnik s < 1, ich $rednice daza do zera. Dzieki temu otrzymujemy
ciag punktéw zbiezny do pewnego punktu granicznego. Ten punkt
nalezy do wszystkich zbioréw K, bo konstrukcja jest
zagniezdzona, wiec nalezy réwniez do ich przeciecia.
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Fraktal Z sktfada sie z co najmniej 2 punktéw.

W dowodzie rozwazamy dwa rézne odwzorowania i budujemy dwa
ciagi punktéw, powtarzajac kazde z nich osobno. Oba ciagi s3
zbiezne, a ich granice naleza do figury Z, wiec dostajemy dwa
punkty x,y € Z. Nastepnie pokazujemy, ze znalezione punkty s
rézne poprzez pokazanie, ze s3 punktami statymi odpowiednich
przeksztatcen.
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Fraktal Z sktfada sie z nieprzeliczalnie wielu punktéw.

Dowdd polega na przypisaniu kazdemu nieskonczonemu ciggowi
indekséw punktu znajdujacego sie we fraktalu Z. Najpierw
pokazujemy, ze dla kazdego takiego ciggu otrzymujemy zstepujacy
ciag zbioréw o Srednicach dazacych do zera, wiec ich przekrdj
zawiera dokfadnie jeden punkt z,, ktéry nalezy do Z. Nastepnie
pokazujemy, ze rézne ciagi daja rézne punkty. W ten sposéb
otrzymujemy odwzorowanie {0, 1} — Z zadane
przyporzadkowanie o — Zz,.

Kinga Grobelna specjalno$é: matematyka nauczycielska Wielokatowe fraktale samopodobne i ich podstawowe wtasnosci



We fraktalu Z nie ma punktéw izolowanych.

Dowdd polega na pokazaniu, ze w kazdym otoczeniu dowolnego
punktu x € Z mozna znalez¢ inny punkt z Z. Wybieramy wiec
mata kopie konstrukcji na tyle gteboko, aby zmiescita sie w
zadanym otoczeniu K(x, r). Nastepnie w tej kopii budujemy dwie
rézne nieskonczone Sciezki w konstrukcji, ktére prowadza do dwdch
réznych punktéw yg i y1 nalezacych do Z. Oba te punkty leza w
wybranej matej kopii, a wiec w otoczeniu x, i s3 rézne. To oznacza,
ze kazde otoczenie punktu x zawiera inny punkt zbioru Z, wiec x
nie moze by¢ izolowany.
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