
1 Ograniczenia podstawowe

1.1 Entropia zbiorów

Wiele zagadnie« uczenia maszynowego wygl¡da nast¦puj¡co: mamy dany
zbiór treningowy par (xi, yi) gdzie xi to zmienne niezale»ne za± yi = f(xi)+ei
to odpowiedzi które chcemy przewidzie¢ (tzn. chcemy przewidzie¢ f(xi) za±
ei to bª¡d). Nasze zadanie to znalezienie funkcji g tak by dla x z z interesuj¡-
cego nas zbioru S funkcja g(x) byªo dobrym przybli»eniem do f(x). Np. je±li
na zbiorze warto±ci zadana jest metryka to mo»na »¡da¢ by dla pewnego ε i
ka»dego x ∈ S

d(f(x), g(x)) < ε

(w zastosowanich wystarcza nierówno±¢ nieostra, teoria jest nieco prostsza
gdy u»ywamy nierówno±¢ ostr¡).

Na funkcjach mo»na wprowadzi¢ metryk¦ wzorem

d(f, g) = sup
x∈S

d(f(x), g(x))

i przy takiej notacji warunek wy»ej sprowadza si¦ do

d(f, g) < ε.

Metryk¦ na funkcjach wprowadzon¡ wy»ej zwykle nazywa si¦ metryk¡ jed-
nostajn¡. Mo»na te» rozwa»a¢ inne metryki na funkcjach np. je±li na zbiorze
S jest zadana miara to dla p ≥ 1 mo»na rozpatrywa¢ metryki typu Lp:

d(f, g) =

(∫
x∈S

d(f(x), g(x))pdµ(x)

)1/p

Dla ustalenia uwagi dalej b¦dziemy zakªada¢ »e S jest podzbiorem Rm dla
pewnego m za± zbiór warto±ci jest podzbiorem R.

Zagadnienie znalezienia g jak wy»ej to w zasadzie klasyczne zagadnienie
aproksymacji czy interpolacji funkcji. Jednak klasyczne metody aproksyma-
cji dziaªaj¡ niezbyt dobrze dla du»ych m, dlatego do uczenia maszynowego
zwykle stosuje si¦ inne metody.

A priori dla pojednyczej funkcji f nie wida¢ ogranicze« dla mo»liw¡ jako±¢
aproksymacji. Lecz naturalne jest »¡danie by nasza metoda dziaªaªa nie dla
pojedynczego f , ale dla ka»dego f z pewnego podzbioru K. Tu ju» wida¢
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ograniczenia: zbiór funkcji które mo»emy reprezentowa¢ w komputerze jest
sko«czony, wi¦c istnieje sko«czony zbiór {g1, . . . , gN} taki »e dla ka»dego
f ∈ K istnieje j takie »e

d(f, gj) < ε

Warunek powy»ej pojawia si¦ w teorii przestrzeni metrycznych, je±li jest
speªniony to mówimy »e zbiór K posiada sko«czon¡ ε-sie¢. A wi¦c istnie-
nie sko«czonej ε-sieci jest warunkiem koniecznym do aproksymacji. Nale»y
tu podkre±li¢ »e jest to fundamentalne ograniczenie, niezale»ne zupeªnie od
metody któr¡ u»ywamy do szukania g. W miar¦ naturalne jest te» »¡danie
by by¢ mo»e kosztem wi¦kszego wysiªku daªo si¦ znale¹¢ przybli»enie dla do-
wolnego ε > 0. W takim przypadku zbiór K musi posiada¢ sko«czon¡ ε-sie¢
dla dowolnego ε > 0. Taki zbiór nazywamy zbiorem prezwartym. Je±li do-
datkowo K jest zbiorem domkni¦tym, za± nasza przestrze« metryczna jest
zupeªna to K musi by¢ zbiorem zwartym. Ponadto, je±li K jest prezwarty za±
zawieraj¡ca go przestrze« jest zupeªna to domkni¦cie K jest zwarte. Teraz
wida¢ »e jest to istotne ograniczenie: zbiór funkcji ci¡gªych na odcinku [0, 1]
jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡, ale nie jest zbiorem zwartym (metryka
jednostajna któr¡ podali±my wy»ej to wªa±nie metryka na przestrzeni funkcji
ci¡gªych).

Ograniczenie si¦ do zbiorów ograniczonych nie pomaga: domkni¦ta kula
jednostkowa w przestrzeni funkcji ci¡gªych nie jest zwarta. Dodajmy »e jest
to do±¢ ogólne ograniczenie: domkni¦ta kula jednostkowa w przestrzeni wek-
torowej nad liczbami rzeczywistymi z metryk¡ niezmiennicz¡ na przesuni¦cia
jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest przestrze« jest sko«czenie wymia-
rowa. Interesuj¡ce przestrzenie funkcji s¡ niesko«czenie wymiarowe.

A wi¦c by mo»liwa byªa aproksymacja jednostajna zbiórK musi by¢ istot-
nie mniejszy ni» kula jednostkowa. Naturalnym zaªo»eniem jest »e funkcje z
K s¡ regularne. Je±li zaªo»ymy »e S jest wystarczaj¡co regularnym zbiorem
(np. wypukªym) za± K skªada si¦ z funkcji które s¡ wspólnie ograniczone i
ich pochodne do pewnego rz¦du te» s¡ wspólnie ograniczone to wtedy K jest
zbiorem zwartym.

Je±li K jest zbiorem zwartym znika najbardziej podstawowe ograniczenie.
Ale nasze ograniczenie mo»a te» sformuªowa¢ w sposób ilo±ciowy. Je±li mamy
do dyspozycji n bitów pami¦ci to mo»emy w tej pami¦ci reprezentowa¢ mak-
symalnie 2n funkcji. A wi¦c je±li ka»dy element K daje si¦ reprezentowa¢
z bª¦dem mniejszym ni» ε to K ma ε sie¢ o mocy nie przekraczaj¡cej 2n.
Prowadzi nas to do poj¦cia entropii zbioru. Najpierw de�nujemy Nε(K) jako
minimaln¡ moc ε-sieci dla K. Nast¦pnie de�nujemy ε-entropi¦ Hε(K) jako

Hε(K) = log(Nε(K)).
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Logarytm w de�nicji oznacza »e Hε(K) jest proporcjonalne do ilo±ci pami¦ci
potrzebnej do reprezentacji elementów K. Naturalne jest pytanie jak du»e
jest Hε(K). Krótka odpowied¹ jest taka: Hε(K) jest du»e, nieco mniejsze ni»
najbardziej pesymistyczne oszacowanie, ale prawie tak du»e. Konkretniej,
niech S = [0, 1]m za± K niech b¦dzie zbiorem funkcji ci¡gªych f na S takich
»e dla dowolnego wielowska¹nika α z |α| ≤ k zachodzi

sup
x∈S

|∂αf(x)| ≤ 1

(innymi sªowy dla f ∈ K wszystkie pochodne cz¡stkowe do rz¦du k s¡ ogra-
niczone przez 1). Wtedy dla ε < (2(2k + 1))−k

Hε(K) ≥ log(2)(2(2k + 1))−mε−m/k

Szkic dowodu: Ustalmy δ > 0. Istnieje funkcja ϕ ∈ Ck taka »e ϕ(0) = 1,
|∂jxϕ|(x) ≤ ((2k + 1)δ−1)j dla j = 0, . . . , k i ϕ(x) = 0 dla x /∈ (−δ/2, δ/2).
Niech a ∈ Zm i

ψa(x) = εΠm
i=1ϕ(xi − δa(i)).

Dla |α| ≤ k mamy

|∂αψa(x)| = εΠm
i=1|∂α(i)ϕ(xi − a(i))|

≤ εΠm
i=1((2k + 1)δ−1)α(i) = ε((2k + 1)δ−1)|α|

≤ ε((2k + 1)δ−1)k.

A wi¦c |∂αψa(x)| ≤ 1 o ile

ε((2k + 1)δ−1)k ≤ 1.

Lecz to zachodzi gdy
ε1/k(2k + 1) ≤ δ.

Niech Λ = {a ∈ Zm : 0 ≤ a(i) ≤ δ−1}, niech c : Λ → {−1, 1} i

uc(x) =
∑
a∈Λ

caϕa(x)

�atwo zauwa»y¢ »e ϕa maj¡ no±niki rozª¡czne, wi¦c

|∂αuc(x)| ≤ max
a∈Λ

|ca||∂αϕa(x)| ≤ 1

czyli uc ∈ K. Je±li c, d ∈ Λ, c ̸= d to

sup
x∈S

|uc(x)− ud(x)| ≥ sup
x∈Λ

ε|ca − da| = 2ε

3



Moc Λ to lm gdzie l to najwi¦ksza liczba caªkowita mniejsza lub równa δ−1.
A wi¦c K zawiera 2l

m
elementów takich »e ka»de dwa s¡ odlegªe co najmniej

o 2ε. Wynika st¡d »e ε sie¢ dla K ma co najmniej 2l
m
elementów, czyli Hε(K)

to co najmniej log(2)lm. Lecz dla ε < (2(2k + 1))−k bior¡c

δ = ε1/k(2k + 1)

mamy δ < 1/2, czyli l > (2δ)−1 czyli

Hε(K) ≥ log(2)(2ε1/k(2k + 1))−m = log(2)(2(2k + 1))−mε−m/k

Zauwa»my »e dla ε < (2(2k + 1))−k mamy l ≥ 2 czyli

Hε(K) ≥ log(2)2m

a wi¦c potrzebujemy co najmniej 2m bitów do reprezentacji elementów K.
Oznacza to »e dla wi¦kszych m reprezentacja elementów K z du»¡ dokªad-
no±ci¡ jest praktycznie niemo»liwa bo 2m jest zbyt du»e.

Jest te» podobne oszacowanie z góry

Hε(K) ≥ b(m, k)ε−m/k

gdzie czynnik b(m, k) zale»y wykªadniczo od m.
Nasze oszacowanie z doªu jest stosunkowo sªabe dla du»ych ε, jednak»e

mo»na oczekiwa¢ »e entropia ci¡gle jest du»a.
Co st¡d wynika dla uczenia maszynowego: ogólne funkcje wielu zmiennych

s¡ beznadziejnie trudne dla oblicze« komputerowch. To »e ró»ne metody ucze-
nia maszynowego dziaªaj¡ oznacza »e funkcje z którymi mamy do czynienia
s¡ wyj¡tkowo ªatwe, w szczególno±ci zwykle istotna cz¦±¢ problemu mo»e by¢
zredukowana do stosunkowo niskiego wymiaru.

Dodajmy »e podobne wyniki zachodz¡ dla innych norm, wi¦c nasze osza-
cowanie to nie artyfakt z powodu specjalnego wyboru K.

1.2 Zªo»ono±¢ obliczeniowa

Inn¡ fundamentaln¡ przeszkod¡ jest to »e problemy które chcemy rozwi¡-
zywa¢ w wielu wypadkach przy naturalnej formalizacji maj¡ bardzo wysok¡
zªo»no±¢ obliczeniow¡.

1.3 Komputery kontra ludzie

Wiele z zada« gdzie stosuje si¦ metody uczenia maszynowego jest lub w
przeszªo±ci byªo rozwi¡zywane przez ludzi. Du»a zªo»ono±¢ o której mówili-
±my w poprzednich podrozdziaªach prowadziªa to stwierdze« »e komputery
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nigdy nie b¦d¡ w stanie ich rozwi¡zywa¢. W takich stwierdzeniach jest fun-
damentaly bª¡d. Mianowicie, przypisuj¡ one ludziom magiczne mo»liwo±ci
rozwi¡zywania bardzo trudnych problemów. Jednak»e badania mózgu do±¢
mocno sugeruj¡ »e mózg ludzki nie ma magicznych mo»liwo±ci. Obecne osza-
cowania mocy obliczeniowej mózgu s¡ do±¢ niedokªadne, ale w miar¦ roz-
s¡dne jest oszacowanie Kurzweila »e mózg potra� wykona¢ ekwiwalent 1015

operacji zmiennopozycyjnych na sekund¦. Jest to du»o wi¦cej ni» popularne
komputery PC, lecz mniej ni» wspóªczesne superkomutery. Oszacowania po-
jemno±ci ludzkiej pami¦ci s¡ jeszcze mniej dokªadne ni» oszacowania mocy
obliczeniowej, lecz nawet gdyby ludzie mieli wi¦ksz¡ pami¦¢ od komputerów
to fundamentaly problem pozostaje: potrzebna pami¦¢ ro±nie wykªadniczo z
wymiarem.

A wi¦c najrozs¡dniejszym wytªumaczeniem jest to »e problemy które lu-
dzie rozwi¡zuj¡ s¡ znacznie ªatwiejsze od ogólnych problemów.

2 Ograniczenia strukturalne

Wiele metod statystycznych jest liniowych lub podobnych do liniowych. Rów-
nie» sieci neuronowe to kombinacja przeksztaªce« liniowych ze stosunkowo
prostymi operacjami nieliniowymi. Mo»na podejrzewa¢ »e tego typu me-
tody s¡ istotnie sªabsze od podej±¢ w peªni uwzgl¦dniaj¡cych nieliniowo±¢.
Aby uzasadni¢ te podejrzenia warto popatrze¢ na sieci boolowskie (logiczne).
Ogóln¡ sie¢ logiczn¡ mo»na sobie wyobrazi¢ jako szereg warstw. Ka»da war-
stwa na w¦zªy zawiejaj¡ce podstawe operacje takie jak iloczyn logiczny, suma
czy negacja. Dana warstwa bierze sygnaªy wej±ciowe z poprzednich warstw,
za± wyniki s¡ u»ywane przez nast¦pne warstwy. Oczywi±cie wej±cie do piew-
szej warstwy jest równocze±nie wej±ciem do caªej sieci, wyj±cie z ostatniej
warstwy jest wyj±ciem sieci. W technice jeste±my zainteresowani szybko±ci¡
dziaªania sieci. Przy ustalonej szybko±ci elementów szybko±¢ sieci zale»y od
ilo±ci warstw, po prostu sygnaª z wej±cia musi przej±¢ przez wszystkie war-
stwy. To naturalnie prowadzi do pytania ile warstw jest potrzebne? Prosta
klasyczna odpowied¹ mówi »e wystarcz¡ trzy warstwy: warstwa negacji, war-
stwa iloczynów i warstwa sum. W praktyce cz¦sto stosuje si¦ elementy z
wbudown¡ mo»liwo±ci¡ negacji wej±cia, wtedy wystarcz¡ dwie warstwy. Lecz
okazaªo si¦ »e stosunkowo proste funkcje logiczne, które wymagaj¡ niewielu
elementów w realizacji wielowarstwowej wymagaj¡ wykªadniczo wielu ele-
mentów przy realizacji z maª¡ ilo±ci¡ warstw. Przykªadem jest n-wej±ciowa
funkcja nieparzysto±ci (XOR): zwraca prawd¦ gdy nieparzysta liczba wej±¢
jest prawd¡, faªsz gdy parzysta licza wej±¢ jest prawd¡. T¡ funkcj¦ ªatwo
zrealizowa¢ u»ywaj¡c n− 1 dwuwej±ciowych funkcji nieparzysto±ci. Ustawia-
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j¡c je w drzewo które jest w przybli»eniu zbalansowane wystarcza log2(n)
warstw.

Sieci neuronowe ró»ni¡ si¦ od sieci logicznych, wielowej±ciow¡ funkcj¦ nie-
parzysto±ci mo»na zrealizowa¢ u»ywaj¡c ustalon¡ liczb¦ warstw i niezbyt
du»¡ liczb¦ elementów: w pierwszej warstwie obliczeniowej dajemy pojedyn-
czy neuron który zlicza (sumuje) ilo±¢ wej±¢ które s¡ równe 1. Nast¦pnie dwie
warstwy obliczniowe mog¡ obliczy¢ funkcj¦ która jest 1 dla nieparzystych k i
zerem dla parzystych k dla k pomi¦dzy 0 a n. Dokªadniej, u»ywaj¡c funkcj¦
aktywacji ϕ(x) = x+ (zwan¡ te» RELU) budujemy wyra»enie

ϕ(x) + 2
n−1∑
i=1

(−1)iϕ(x− i)
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To dziaªa bo sie¢ neuronowa mo»e oblicza¢ wielowej±ciow¡ sum¦, ale
mo»na si¦ spodziewa¢ »e b¦d¡ kªopoty z bardziej skomplikowanymi funk-
cjami.

Wielowarstwowe sieci neuronowe teoretycznie rozwi¡zuj¡ ten problem.
Jednak»e niedawne wyniki do±wiadczalne sugeruj¡ »e równie» sieci wielo-
wartwowe mog¡ mie¢ ograniczenia. Dokªadniej, chcemy stworzy¢ sie¢ jako
efekt uczenia. Nie jest jasne czy obecne metody uczenia s¡ wystarczaj¡ce w
przypadku trudniejszych problemów.

Przykªadem s¡ tu zªo±liwe dane dla sieci: stosuj¡c proces podobny do
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uczenia sieci udaªo si¦ uzyska¢ obrazki które ró»ni¡ si¦ bardzo maªo od jed-
nego wzorca, lecz sie¢ rozpoznaje je jako inny wzorzec. Innym przykªadem
s¡ experymenty z u»yciem sieci neuronowych do wykonania prostych obli-
cze«. Udaªo si¦ nauczy¢ sie¢ dodawania prostych liczb (reprezentowanych na
wej±ciu jako ci¡gi znaków), ale przy bardziej skomplikowanych liczbach czy
wi¦kszej ilo±ci skªadników sie¢ robi bª¦dy.

Do±wiadczenia z rozpoznawaniem stosunkowo prostych ksztaªtów geome-
trycznych pokazaªy »e sieci preferuj¡ liniowe kryteria lub kryteria bliskie li-
nowych nawet wtedy gdy proste ale do±¢ mocno nieliniowe kryterum daªoby
zawsze poprawny wynik.

8


