1 Ograniczenia podstawowe

1.1 Entropia zbioréw

Wiele zagadnienn uczenia maszynowego wyglada nastepujaco: mamy dany
zbior treningowy par (x;,y;) gdzie z; to zmienne niezalezne zas y; = f(x;)+e;
to odpowiedzi ktore chcemy przewidzie¢ (tzn. chcemy przewidzie¢ f(x;) zas
e; to blad). Nasze zadanie to znalezienie funkcji ¢ tak by dla z z z interesuja-
cego nas zbioru S funkcja g(x) byto dobrym przyblizeniem do f(x). Np. jesli
na zbiorze wartosci zadana jest metryka to mozna zadac¢ by dla pewnego ¢ i
kazdego x € S
d(f(z),9(x)) <e

(w zastosowanich wystarcza nierébwno$é nieostra, teoria jest nieco prostsza
gdy uzywamy nier6wnos$¢ ostra).
Na funkcjach mozna wprowadzi¢ metryke wzorem

d(f,g) =supd(f(z),g(x))

z€eS

i przy takiej notacji warunek wyzej sprowadza sie do

d(f,g) <e.

Metryke na funkcjach wprowadzona wyzej zwykle nazywa sie metryka jed-
nostajng. Mozna tez rozwazaé inne metryki na funkcjach np. jesli na zbiorze
S jest zadana miara to dla p > 1 mozna rozpatrywac¢ metryki typu LP:

i9) = ([ _dts).g@ran) "

Dla ustalenia uwagi dalej bedziemy zaktadac¢ ze S jest podzbiorem R™ dla
pewnego m za$ zbioér wartosci jest podzbiorem R.

Zagadnienie znalezienia g jak wyzej to w zasadzie klasyczne zagadnienie
aproksymacji czy interpolacji funkcji. Jednak klasyczne metody aproksyma-
cji dzialaja niezbyt dobrze dla duzych m, dlatego do uczenia maszynowego
zwykle stosuje sie inne metody.

A priori dla pojednyczej funkcji f nie wida¢ ograniczen dla mozliwg jakosé
aproksymacji. Lecz naturalne jest zadanie by nasza metoda dziatata nie dla
pojedynczego f, ale dla kazdego f z pewnego podzbioru K. Tu juz wida¢



ograniczenia: zbiér funkcji ktére mozemy reprezentowaé¢ w komputerze jest
skoriczony, wiec istnieje skonczony zbior {gi,...,gn} taki ze dla kazdego
f € K istnieje j takie ze

d(f, gj) <€

Warunek powyzej pojawia sie w teorii przestrzeni metrycznych, jesli jest
spetniony to mowimy ze zbiér K posiada skonczong e-sie¢. A wiec istnie-
nie skorniczonej e-sieci jest warunkiem koniecznym do aproksymacji. Nalezy
tu podkresli¢ ze jest to fundamentalne ograniczenie, niezalezne zupelnie od
metody ktorag uzywamy do szukania g. W miare naturalne jest tez zadanie
by by¢ moze kosztem wickszego wysitku dato sie znalezé przyblizenie dla do-
wolnego € > 0. W takim przypadku zbiér K musi posiada¢ skonczong e-sieé¢
dla dowolnego ¢ > 0. Taki zbiér nazywamy zbiorem prezwartym. Jesli do-
datkowo K jest zbiorem domknietym, za$ nasza przestrzen metryczna jest
zupetna to K musi by¢ zbiorem zwartym. Ponadto, jesli K jest prezwarty zas
zawierajaca go przestrzen jest zupetna to domkniecie K jest zwarte. Teraz
wida¢ ze jest to istotne ograniczenie: zbior funkcji ciagtych na odcinku [0, 1]
jest przestrzenia metryczna zupetna, ale nie jest zbiorem zwartym (metryka
jednostajna ktora podalismy wyzej to wlasnie metryka na przestrzeni funkcji
ciaglych).

Ograniczenie sie do zbior6w ograniczonych nie pomaga: domknieta kula
jednostkowa w przestrzeni funkcji ciggtych nie jest zwarta. Dodajmy ze jest
to dos¢ ogoblne ograniczenie: domknieta kula jednostkowa w przestrzeni wek-
torowej nad liczbami rzeczywistymi z metryka niezmienniczg na przesuniecia
jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest przestrzen jest skonczenie wymia-
rowa. Interesujace przestrzenie funkcji sa nieskonczenie wymiarowe.

A wiec by mozliwa byta aproksymacja jednostajna zbiér K musi by¢ istot-
nie mniejszy niz kula jednostkowa. Naturalnym zalozeniem jest ze funkcje z
K sa regularne. Jesli zatozymy ze S jest wystarczajaco regularnym zbiorem
(np. wypuklym) za$ K sklada sie z funkcji ktore sa wspolnie ograniczone i
ich pochodne do pewnego rzedu tez sg wspolnie ograniczone to wtedy K jest
zbiorem zwartym.

Jesli K jest zbiorem zwartym znika najbardziej podstawowe ograniczenie.
Ale nasze ograniczenie moza tez sformutowaé¢ w sposob ilosciowy. Jesli mamy
do dyspozycji n bitow pamieci to mozemy w tej pamieci reprezentowaé¢ mak-
symalnie 2" funkcji. A wiec jesli kazdy element K daje sie reprezentowac
z bledem mniejszym niz € to K ma ¢ sie¢ o mocy nie przekraczajacej 2".
Prowadzi nas to do pojecia entropii zbioru. Najpierw definujemy N.(K) jako
minimalng moc e-sieci dla K. Nastepnie definujemy e-entropie H.(K) jako

H.(K) = log(N:(K)).



Logarytm w definicji oznacza ze H.(K) jest proporcjonalne do ilosci pamieci
potrzebnej do reprezentacji elementéw K. Naturalne jest pytanie jak duze
jest H.(K). Krotka odpowiedz jest taka: H.(K) jest duze, nieco mniejsze niz
najbardziej pesymistyczne oszacowanie, ale prawie tak duze. Konkretniej,
niech S = [0, 1]™ za$ K niech bedzie zbiorem funkcji ciagtych f na S takich
ze dla dowolnego wielowskaznika a z |a| < k zachodzi

sup [0° f(z)] <1
z€eS

(innymi stowy dla f € K wszystkie pochodne czastkowe do rzedu k sg ogra-
niczone przez 1). Wtedy dla e < (2(2k +1))7*

H.(K) > 1log(2)(2(2k + 1)) "e~™/*

Szkic dowodu: Ustalmy & > 0. Istnieje funkcja ¢ € C* taka ze ¢(0) = 1,
|09g)(z) < ((2k+1)07 1) dla j =0,....ki¢(z) =0dlaz ¢ (—6/2,§/2).
Niech a € Z™ i

Ya(x) = elliZy d(x; — dafi)).

Dla |a| < k mamy
|0°a(2)| = eI 0D 6 (2; — a(i))]
< ell™ ((2k 4+ 1)671)2® = g((2k 4 1)~ 1)l
<e((2k +1)5Hk
A wiec |0°0,(2)] < 1 o ile
e((2k +1)67 1)k < 1.

Lecz to zachodzi gdy
eVR2k +1) <0

Niech A={a €Z™:0<a(i) <§ '} niech c: A = {—1,1} i

(@) =) catal()

a€N

Latwo zauwazy¢ ze ¢, majg nosniki roztaczne, wiec
|0%ue(@)] < max |c[|0%¢a(z)] <1
ac
czyli u. € K. Jesli e,d € A, ¢ # d to

sup ‘UC<.’L') - ud(m)‘ > SHpS‘Ca - da’ =2
zeS zeA



Moc A to I™ gdzie | to najwicksza liczba catkowita mniejsza lub réwna §—1.
A wiec K zawiera 2! elementow takich ze kazde dwa sg odlegte co najmnie;
o 2¢. Wynika stad ze ¢ sie¢ dla K ma co najmniej 2" elementow, czyli H.(K)
to co najmniej log(2)I™. Lecz dla e < (2(2k + 1))~* biorac

§=e'*(2k +1)
mamy § < 1/2, czyli [ > (28)7! czyli
H.(K) >1log(2)(2e¥*(2k 4+ 1))™™ = log(2)(2(2k + 1)) ™e™/*
Zauwazmy ze dla € < (2(2k + 1))7" mamy [ > 2 czyli
H.(K) > log(2)2"

a wiec potrzebujemy co najmniej 2™ bitéw do reprezentacji elementow K.
Oznacza to ze dla wiekszych m reprezentacja elementéw K z duza doktad-
noscia jest praktycznie niemozliwa bo 2™ jest zbyt duze.

Jest tez podobne oszacowanie z gory

H.(K) > b(m, k)e~™/*

gdzie czynnik b(m, k) zalezy wyktadniczo od m.

Nasze oszacowanie z dotu jest stosunkowo stabe dla duzych ¢, jednakze
mozna oczekiwaé¢ ze entropia ciggle jest duza.

Co stad wynika dla uczenia maszynowego: og6lne funkcje wielu zmiennych
sq beznadziejnie trudne dla obliczern komputerowch. To ze r6zne metody ucze-
nia maszynowego dziataja oznacza ze funkcje z ktérymi mamy do czynienia
sa wyjatkowo latwe, w szczegblnosci zwykle istotna czes¢ problemu moze by¢
zredukowana do stosunkowo niskiego wymiaru.

Dodajmy ze podobne wyniki zachodza dla innych norm, wiec nasze osza-
cowanie to nie artyfakt z powodu specjalnego wyboru K.

1.2 Zlozono$é obliczeniowa

Inna fundamentalna przeszkoda jest to ze problemy ktére chcemy rozwia-
zywaé¢ w wielu wypadkach przy naturalnej formalizacji maja bardzo wysoka
ztoznosé obliczeniowa.

1.3 Komputery kontra ludzie

Wiele z zadan gdzie stosuje sie metody uczenia maszynowego jest lub w
przesztosci byto rozwigzywane przez ludzi. Duza ztozonosé o ktorej mowili-
Smy w poprzednich podrozdziatach prowadzita to stwierdzen ze komputery
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nigdy nie beda w stanie ich rozwiazywaé. W takich stwierdzeniach jest fun-
damentaly blad. Mianowicie, przypisuja one ludziom magiczne mozliwosci
rozwigzywania bardzo trudnych probleméw. Jednakze badania mozgu dosé
mocno sugeruja ze mozg ludzki nie ma magicznych mozliwosci. Obecne osza-
cowania mocy obliczeniowej mozgu sa dos¢ niedokladne, ale w miare roz-
sadne jest oszacowanie Kurzweila ze mozg potrafi wykonaé ekwiwalent 105
operacji zmiennopozycyjnych na sekunde. Jest to duzo wiecej niz popularne
komputery PC, lecz mniej niz wspolczesne superkomutery. Oszacowania po-
jemnosci ludzkiej pamieci sa jeszcze mniej dokladne niz oszacowania mocy
obliczeniowej, lecz nawet gdyby ludzie mieli wieksza pamie¢ od komputeréow
to fundamentaly problem pozostaje: potrzebna pamie¢ ro$nie wyktadniczo z
wymiarem.

A wiec najrozsadniejszym wytlumaczeniem jest to ze problemy ktoére lu-
dzie rozwiazuja sg znacznie tatwiejsze od ogélnych problemow.

2 Ograniczenia strukturalne

Wiele metod statystycznych jest liniowych lub podobnych do liniowych. Row-
niez sieci neuronowe to kombinacja przeksztatcen liniowych ze stosunkowo
prostymi operacjami nieliniowymi. Mozna podejrzewaé ze tego typu me-
tody sa istotnie stabsze od podejs¢ w petni uwzgledniajacych nieliniowosé.
Aby uzasadni¢ te podejrzenia warto popatrze¢ na sieci boolowskie (logiczne).
Ogdlng sie¢ logiczng mozna sobie wyobrazié¢ jako szereg warstw. Kazda war-
stwa na wezty zawiejajace podstawe operacje takie jak iloczyn logiczny, suma
czy negacja. Dana warstwa bierze sygnaly wejsciowe z poprzednich warstw,
za$ wyniki sa uzywane przez nastepne warstwy. Oczywiscie wejscie do piew-
szej warstwy jest rownoczesnie wejsciem do calej sieci, wyjscie z ostatniej
warstwy jest wyjsciem sieci. W technice jesteémy zainteresowani szybkoscig
dzialania sieci. Przy ustalonej szybkosci elementow szybkosé sieci zalezy od
ilosci warstw, po prostu sygnal z wejscia musi przejs¢ przez wszystkie war-
stwy. To naturalnie prowadzi do pytania ile warstw jest potrzebne? Prosta
klasyczna odpowiedz mowi ze wystarcza trzy warstwy: warstwa negacji, war-
stwa iloczynow i warstwa sum. W praktyce czesto stosuje sie elementy z
wbudowng mozliwoscia negacji wejscia, wtedy wystarcza dwie warstwy. Lecz
okazalo sie ze stosunkowo proste funkcje logiczne, ktére wymagaja niewielu
elementow w realizacji wielowarstwowej wymagaja wyktadniczo wielu ele-
mentoOw przy realizacji z maty iloScig warstw. Przyktadem jest n-wejsciowa
funkcja nieparzystosci (XOR): zwraca prawde gdy nieparzysta liczba wejsé
jest prawda, falsz gdy parzysta licza wejsé jest prawda. Ta funkcje latwo
zrealizowaé uzywajac n — 1 dwuwejsciowych funkceji nieparzystosci. Ustawia-



jac je w drzewo ktore jest w przyblizeniu zbalansowane wystarcza log,(n)
warstw.

Sieci neuronowe roéznig sie od sieci logicznych, wielowejsciowa funkcje nie-
parzystosci mozna zrealizowa¢ uzywajac ustalong liczbe warstw i niezbyt
duza liczbe elementéw: w pierwszej warstwie obliczeniowej dajemy pojedyn-
czy neuron ktory zlicza (sumuje) iloS¢ wejs¢ ktore sg rowne 1. Nastepnie dwie
warstwy obliczniowe moga obliczy¢ funkcje ktora jest 1 dla nieparzystych £ i
zerem dla parzystych k dla k& pomiedzy 0 a n. Dokladniej, uzywajac funkcje
aktywacji ¢(z) = x4 (zwana tez RELU) budujemy wyrazenie

n—1

o(x) +2) (~1)'¢(z — i)

i=1
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To dziala bo sie¢ neuronowa moze oblicza¢ wielowejsciowa sume, ale
mozna si¢ spodziewa¢ ze beda klopoty z bardziej skomplikowanymi funk-
cjami.

Wielowarstwowe sieci neuronowe teoretycznie rozwigzuja ten problem.
Jednakze niedawne wyniki doswiadczalne sugeruja ze réwniez sieci wielo-
wartwowe moga mie¢ ograniczenia. Doktadniej, chcemy stworzyé sie¢ jako
efekt uczenia. Nie jest jasne czy obecne metody uczenia sa wystarczajace w
przypadku trudniejszych probleméw.

Przykladem sg tu ztoSliwe dane dla sieci: stosujac proces podobny do
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uczenia sieci udato si¢ uzyskac¢ obrazki ktore réznig sie bardzo mato od jed-
nego wzorca, lecz sie¢ rozpoznaje je jako inny wzorzec. Innym przykladem
sg experymenty z uzyciem sieci neuronowych do wykonania prostych obli-
czen. Udalo sie nauczy¢ sie¢ dodawania prostych liczb (reprezentowanych na
wejsciu jako ciagi znakow), ale przy bardziej skomplikowanych liczbach czy
wiekszej ilodci sktadnikow sie¢ robi bledy.

Doswiadczenia z rozpoznawaniem stosunkowo prostych ksztaltéw geome-
trycznych pokazaly ze sieci preferujg liniowe kryteria lub kryteria bliskie li-
nowych nawet wtedy gdy proste ale dos¢ mocno nieliniowe kryterum datoby
zawsze poprawny wynik.



