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1 Uzupeªnienie o iteracji Czebyszewa

Powiedzieli±my »e bª¡d przy iteracji punktu staªego

xi+1 = xi + γi(Axi − b)

speªnia
xi+1 − x∞ = (xi − x∞) + γiA(xi − x∞).

gdzie x∞ jest dokªadnym rozwi¡zaniem. Efekt iteracji mo»na zapisa¢ jako

xn − x∞ = P (A)(x0 − x∞)

gdzie

P (z) =

n∏
j=1

(1− γiz)

jest wielomianem takim »e P (0) = 1. Zakªadamy »e A jest macierz¡ syme-
tryczn¡ dodatnie okre±lon¡, tak¡ »e spektrum jest zawarte w przedziale [m,M ].
Aby zminimalizowa¢ bª¡d szukamy wielomianu P takiego »e P (0) = 1 za±

sup
z∈[m,M ]

|P (z)|

jest minimalne. Powiedzieli±my »e rozwi¡zaniem jest przeskalowany wielomian
Czebyszewa Tn, tzn. P (z) = cTn(az + b) gdzie az + b przesztaªca przedziaª
[m,M ] na [−1, 1] za± c jest tak dobrane by P (0) = 1. Mamy

Tn(z) = 2−n cos(n arccos(z)).

n arccos(z) przyjmuje wszystkie warto±ci w przedziale [0, πn]. Na tym przedziale
cosinus zeruje si¦ w punktach kπ/2 gdzie k = 1, 3, . . . , 2n− 1 jest liczb¡ niepa-
rzyst¡. Daje to n zer, a wi¦c wszystkie zera wielomianu Czebyszewa speªniaj¡

kπ/2 = n arccos(z)

czyli

z = cos(
kπ

2n
)
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z k jak wy»ej. Przeksztaªcenie z [m,M ] na [−1, 1] jest zadane wzorem

2(z −m)

M −m
− 1

czyli z jest zerem P gdy

2(z −m)

M −m
− 1 = cos(

kπ

n
)

czyli

z =
1

2

(
(M −m) cos(

kπ

n
) +M +m

)
.

Oznaczaj¡c przez zk warto±¢ odpowiadaj¡c¡ k mamy

P (z) = c
∏

(z − zk) =
∏

(1− z

zk
).

Oznaczmy przez θn(i) odwzorowanie 1-1 z liczb caªkowitych od 1 do n w liczby
nieparzyste od 1 do 2n − 1. Wzór wy»ej oznacza »e γi = 1

zθn(i)
dla pewnego

θn. Pozostaje dobra¢ θn, tzn. dobra¢ kolejno±¢ zer. Ró»ne kolejno±ci nie s¡
równowa»ne. By zminimalizowa¢ propagacj¦ bª¦dów chcemy zminimalizowa¢

max
j=1,...,n

sup
z∈[m,M ]

n∏
i=j

|1− z

xθn(i)
|.

Jednak»e, w praktyce trzeba wi¦cej: warunek wy»ej jedynie mówi o wpªywie
bª¦du z po±rednich etapów na ko«cowy wynik. Je±li w po±rednich etapach bª¦dy
bed¡ zbyt silnie narasta¢ to mog¡ sta¢ si¦ wi¦ksze od poprawnego wyniku i przez
to spowodwa¢ znaczne bª¦dy zaokr¡glenia. Kryterium dobrego doboru kolej-
no±ci nie jest jednoznaczne, poni»ej poka»emy jedn¡ z mo»liwych konstrukcji,
która jest w pewnym sensie optymalna. Konstrukcja θn jest rekursywna. Dla
parzystego stopnia przyjmujemy

θ2n(2i− 1) = θn(i),

θ2n(2i) = 4n− θn(i)

dla i = 1, . . . , n. Dla nieparzystego stopnia

θ2n+1(2i− 1) = θn(i),

θ2n+1(2i) = 4n+ 2− θn(i)

dla i = 1, . . . , n oraz
θ2n+1(2n+ 1) = 2n+ 1.

Uzasadnienie wyboru wymaga troch¦ wysiªku, dlatego je pominiemy. Ale ªatwo
zobaczy¢ »e przyj¦cie θ2n+1(2n+1) = 2n+1 jest dobre. Mianowicie odpowiedni
pierwiastek jest w ±rodku przedziaªu, czyli odpowiedni czynnik ma najmniejsze
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supremum na przedziale, tote» dodanie tego czynnika nie mo»e powi¦kszy¢ su-
premum, co oznacza »e w minimalizujemy wpªyw bª¦du na ko«cowy wynik.

Wida¢ te» »e nasza reguªa dodaje pierwiastki parami, tzn. po dodaniu
pierwiastka zk wielomianu Czebyszewa dodamy −zk (to jest w terminach ory-
ginalnych wielomianów Czebyszewa, faktycznie dodajemy przeskalowane pier-
wiastki). Czyli dodamy czynnik kwadratowy, symetryczny wzgl¦dem ±rodka
przedziaªu. Mamy wzór

T2n(z) = 2−nTn(2T2(z)).

Z tego wzoru wynika »e nasz czynnik kwadratowy na taki sam wpªyw na po-
±rednie produkty jak czynnik liniowy z Tn, tyle »e przy innym podstawieniu
(przedziale). Naturalne jest to dodawanie czynników kwadratowych do T2n w
kolejno±ci czynników liniowych dla Tn, pojedynczy czynnik nie powinien zbyt
wiele zmieni¢, a je±li kolejno±¢ dla Tn byªa dobra to ª¡cznie kolejno±¢ dla T2n
te» powinna by¢ dobra. Nie jest to peªne uzasadnienie, ale pokazuje »e reguªa
jest rozs¡dna.

Innymi sªowy, w miar¦ ªatwo mo»na zrobi¢ do±¢ dobry wybór kolejno±ci, to
»e pod pewnym wzgl¦dem wybór jest optymalny niewiele tu poprawia (cho¢
jest to miªa wªasno±¢). Z drugiej strony, po prostu mno»¡c czynniki po ko-
lei dostaniemy wykªadniczy wzrost maksimum, czyli mieliby±my niestabilno±¢
numeryczn¡. Mno»¡c czynniki w odwróconej kolejno±ci w pierwszych etapach
dostaniemy znaczny wzrost po±rednich wyników co te» prowadzi do problemów.

2 Uzupeªnienie o FFT

Dla niektórych operatorów znane s¡ szybkie metody przej±cia z bazy odpowia-
daj¡cej warto±cion w punktach do bazy zªo»onej z funkcji wªasnych i z po-
wrotem. Typowym przykªadem jest algorytm FFT i jego warianty. W ze-
spolonym wariancie exponenty ej(k) = exp(2πijk/N), gdzie i jest jednostk¡
urojon¡ za± j = 0, 1, . . . , N − 1, tworz¡ baz¦ dla operatora ró»nicy w przód
(Af)(k) = f(k+1)−f(k) z okresowymi warunkami brzegowymi f(k+N) = f(n).
�atwo sprawdzi¢ »e ej tworz¡ ukªad ortogonalny wzgl¦dem standartowego pro-
duktu skalarnego

〈f, g〉 =

N−1∑
k=0

f(k)g(k)

Z ortogonalno±ci je±li f =
∑
j cjej to

cj =
1

N

N−1∑
k=0

f(k)e−j(k).

Podobny wzór daje f w terminach ej . Te wzory faktycznie oznaczaj¡ mno»enie
przez odpowiedni¡ macierz która jest g¦sta (wszysktie elementy s¡ niezerowe).
Na pierwszy rzut nie wida¢ »eby to si¦ daªo zrobi¢ pro±ciej.
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Jednak»e, oznaczaj¡c

(DFT (f))(j) =

N−1∑
k=0

f(k)akj

z a = e−1(1) = exp(−2πi/N) widzimy »e przej±cia mi¦dzy bazami sprowadzaj¡
si¦ do obliczania DFT . Ponadto a jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia N z
1. Je±li N = ML to bior¡c j = Ls+ t, k = Ml + n, mamy

(DFT (f))(j) =

M−1∑
n=0

(aL)nsant
L−1∑
l=0

f(Ml + n)(aM )lt

Mianowicie

jk = (Ml + n)(Ls+ t) = Lns+ nt+Mlt+Nst

Mamy aN = 1, czyli

(DFT (f))(j) =

N−1∑
k=0

f(k)akj =

M−1∑
n=0

L−1∑
l=0

f(Ml + n)a(Ml+n)(Ls+t) =

M−1∑
n=0

L−1∑
l=0

f(Ml + n)aLns+nt+Mlt =

M−1∑
n=0

(aL)nsant
L−1∑
l=0

f(Ml + n)(aM )lt

Powy»sze wyra»enie mo»na oblicza¢ jako M aplikacji DFT dªugo±ci L do od-
powiednich fragmentów f , mno»enie po skªadowych wektorów dªugo±ci N i L
aplikacji DFT dªugo±ci M . Dokªadniej, niech gn,t b¦dzie wewn¦trzn¡ sum¦ i
ozanczmy

fn(l) = f(Ml + n),

hn(t) = antgn,t

Wtedy
gn,t = DFT (fn)(t),

i na mocy wzoru wy»ej

DFT (f)(j) = DFT (hn)(s)

Rekursywnie stosuj¡c ten wzór DFT mo»na oblicza¢ przy pomocy O(n log(n))
operacji. Dokªadniej, je±li N = 2r, to bior¡c M = 2 i L = 2r−1 widzimy »e
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zewn¦trzene DFT zawieraj¡ sum¦ dªugo±ci 2, czyli mo»na je obliczy¢ kosztem
2N mno»e« i N dodawa«. Czynnik ant przy naiwnym podej±ciu wymagaªby N
mno»e«, ale te mno»enia i zewn¦trzne DFT mo»na poª¡czy¢ w jeden operator.
Podobnie jak DFT ten operator odpowiada mno»eniu przez macierz. Dzi¦ki
temu »e zewn¦trzne DFT ma dªugo±¢ 2 odpowiednia macierz ma tylko dwa
niezerowe elementy w ka»dym wierszu, w wi¦c mno»enie przez t¡ macierz mo»na
wykona¢ przy pomocy 2N mno»e« i N dodawa«.

Wewn¦rzne DFT dªugo±ci 2r−1 obliczamy rekursywnie w podobny sposób.
Czyli ª¡cznie mamy r kroków, a w ka»dym kroku 2N mno»e« i N dodawa« co
w sumie daje 2rN mno»e« i rN dodawa«. Jako »e r to O(log(N)) to dostajemy
obiecan¡ zªo»no±¢ O(N log(N)).

Uwaga: przy naiwnych obliczaniu najbardziej kosztowne byªoby obliczanie
pot¦g a. Ale przy ustalonym N te pot¦gi mo»na stablicowa¢, dlatego pomijam
koszt ich obliczania.

Powy»sze oszacowanie mo»na nieco polepszy¢ zauwa»aj¡c »e w DFT dªugo-
±ci 2 wspóªczynniki to 1 i −1. A wi¦c zamiast mno»y¢ przez −1 mo»emy odej-
mowa¢ co oszcz¦dza ponad poªow¦ mno»e«. Nieco lepszy wynik mo»na uzyska¢
stosuj¡c jako podstawowy blok DFT dªugo±ci 4. Wtedy wspóªczynniki to 1,
i, −1 i −i. Przy reprezentacji liczb zespoloych jako pary liczb rzeczywistych
skªadaj¡ce si¦ z cz¦±ci rzeczywistej i urojonej mno»enie przez i sprowadza si¦
do zast¡pienia cz¦±ci rzeczywistej przez urojon¡ za± cz¦±ci urojonej przez minus
cz¦±¢ rzeczywist¡. A wi¦c DFT dªugo±ci 4 mo»na obliczy¢ kosztem porówny-
walnym do 3 dodawa« zespolonych. Tak jak poprzednio potrzeba N mno»e«
przez czynniki ant. Dla parzystego r u»ywaj¡c DFT dªugo±ci 4 potrzebujemy
r/2 kroków, a wi¦c ª¡czny koszt jest porównywalny z (3/2)rN dodawa« zespo-
lonych i rN/2 mno»e« zespolonych. Jako »e dodawanie zespolone wymaga dwu
dodawa« rzeczywistych a mno»nie zespolone mo»na zrealizowa¢ przy pomocy
4 mno»e« rzeczwistych i dwu dodawa« to w terminach operacji rzeczywistych
mamy 2rN mno»e« rzeczywistych i 4rN dodawa«.

Dla porównania wersja ze DFT dªugo±ci 2 potrzebowaªa 4rN mno»e« rze-
czywistych i 4rN dodawa«.

Je±li N nie jest pot¦g¡ 2 to sytuacja si¦ komplikuje. Mo»emy u»y¢ metod¦
wy»ej o ile N ma niezbyt du»y czynnik pierwszy p, koszt odpowiedniego kroku
jest wtedy rz¦du O(Np), jednak»e staªe s¡ wi¦ksze ni» dla p = 2. W praktyce
cz¦sto mo»emy powi¦kszy¢ N do kolejnej pot¦gi 2. Wi¦ksze N powi¦ksza koszt
(potencjalnie nawet dwukrotnie, ±rednio rz¦du

√
2) ale jest to proste rozwi¡zanie

pozwalaj¡ce stosowa¢ standartowe FFT . Przy dªu»szych transformacjach mo»e
si¦ opªaci¢ u»ycie dodatkowych czynników, np. 3.

Dotychczas rozpatrywali±my FFT jako operacj¦ jednowymiarow¡. Wielowy-
miarowe FFT obliczamy transformuj¡c najpierw wzgl¦dem pierszej zmiennej,
potem drugiej itd. Ideowo daje to podony efekt jak robicie N = LM które
u»yli±my w wymiarze 1. Ale wzory s¡ prostsze.

Warto tu doda¢ »e dla du»ych N na wspóªczesnych komputerach istotny
staje si¦ czas dost¦pu do pami¦ci. Mianowicie, FFT ma do±¢ nieregularny
dost¦p do pami¦ci i to mo»e zaj¡¢ wiecej czasu ni» obliczenie. Ale w algorytmie
FFT mamy nieco swobody w kolejno±ci oblicze« co mo»na u»y¢ do zmniejszenia
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kosztu dost¦pu do pami¡ci przy zachowaniu liczby operacji arytmetycznych.
Zauwa»ny »e z macierzowego punktu widzenia FFT dªugo±ci N = 2r spro-

wadza si¦ to inloczynu r (czy r/2) macierzy unitarnych maj¡ch 2 lub 4 elementy
w wierszu. A wi¦c zgodnie z naszym wynikiem o bª¦dzie zookr¡gle« bª¡d ten
nie przekracza Crε gdzie ε to dokªadno±¢ arytmetyki maszynowej za± C jest
niezbyt du»¡ staª¡. Oznacza to »e z punktu widzenia bª¦du zaokr¡glenia FFT
zachowuje si¦ bardzo dobrze, znacznie lepiej ni» bepo±rednie obliczanie DFT z
de�nicji (gdzie zamiast Cr mieliby±my N).

Przy pomocy transformacji zespolonej mo»na te» oblicza¢ transformacje rze-
czywiste: sinusow¡ i kosinusow¡. Jednak»e mo»na uzyska¢ nieco wi¦ksz¡ szyb-
ko±¢ obliczaj¡c transformacje rzeczywiste bezpo±rednio stosuj¡c do wyprowadz-
nia wzorów wzory na sinus i kosinus sumy k¡tów.

3 Reprezentacja funkcji

Dotychczas reprezentowali±my funkcje przy pomocy warto±ci w punktach. Robi-
li±my tak zarówno w przypadku równa« zwyczajnych jak i w metodach na siat-
kach. Jednak»e, taka reprezentacja oznacza »e warto±ci w innych punktach nie s¡
wyznaczone jednoznacznie, aby je otrzyma¢ potrzebna jest np. interpolacja. Dla
równa« zwyczajnych nie jest to problemem. Jednak»e dla równa« cz¡stkowych
sytuacja si¦ komplikuje. W metodach wielosiatkowych chcemy przechodzi¢ mi¦-
dzy siatkami. Aby efektywnie obsªu»y¢ lokalne osobliwo±ci chcieliby±my u»ywa¢
metody adaptacyjne. Wymagaªoby to niejednostajnych siatek, co do±¢ znacz-
nie komplikuje wzory ró»nicowe. Sytuacja si¦ upraszcza je±li reprezentujemy
funkcje we wszystkich punktach. W dalszym ci¡gu wystarczy nam reprezenta-
cja przez elementy sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej. Dokªadniej,
zakªadamy »e nasze funkcje nale»¡ do niesko«czenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej W . W tej przestrzeni wyró»niamy sko«czenie wymiarow¡ podprze-
strze« V ⊂W i w obliczeniach u»ywamy tylko elementów V . Jakie przestrzenie
pojawiaj¡ si¦ w praktyce? Klasycznie W mo»e by¢ przestrzeni¡ funkcji Ck,
tzn. funkcji maj¡cych k ci¡gªych pochodnych. Dla równa« cz¡stkowych cz¦sto
bardziej naturalne s¡ przestrzenie Sobolewa. W najprostszym przypadku de�-
nijemy przestrze« Sobolowa H(k) jako przestrze« funkcji maj¡cych k sªabych
(dystrybucyjnych) pochodnych w L2 z iloczynem skalarnym

〈f, g〉H(k) = 〈(1−∆)kf, g〉.

Dla k = 1 daje to

〈f, g〉H(1) = 〈(1−∆)f, g〉 = 〈f, g〉 −
n∑
i=1

〈∂2i f, g〉

= 〈f, g〉+

n∑
i=1

〈∂if, ∂ig〉
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Dla normy oznacza to »e

‖f‖2H(1) = ‖f‖2L2 +

n∑
i=1

‖∂if‖2L2 .

Ogólniej oznaczaj¡c przez f̂ transformacj¦ Fouriera f mamy

̂(1−∆)f(ω) = (1 + |ω|2)f̂(ω).

Wzór ten pozwala zde�nowa¢ uªamkowe pot¦gi (1 − ∆)s jako operatory które
mno»¡ transformacj¦ Fouriera przez (1 + |ω|2)2. To pozwala zde�niowa¢

〈f, g〉H(s) = 〈(1−∆)sf, g〉

oraz
‖f‖H(s) = ‖(1−∆)s/2f‖L2 .

Do±¢ ªatwo pokaza¢ »e dla k < s elementy przestrzeni H(s) maj¡ wszystkie
pochodne dystrybucyjne ∂αf rz¦du do k (tzn. |α| ≤ k) w L2. Nieco wi¦cej wy-
siªku pozwala pokaza¢ »e s¡ to naprawd¦ tzw. pochodne mocne, tzn. pochodne
mo»na otrzyma¢ jako granice w L2 ilorazów ró»nicowych.

Klasyczny lemat Sobolewa mówi »e dla s > n/2 przestrze« H(s) jest za-
warta w przestrzeni funkcji ci¡gªych za± wielokrotno±¢ normy Sobolewa majo-
ryzuje norm¦ supremum. A wi¦c regularno±¢ w sensie przestrzeni Sobolewa tzn.
przynale»no±¢ do H(s) z du»ym s implikuje równie» regularno±¢ w klasycznym
sensie.

Dla funkcji z no±nikiem zwartym (czy ogólniej szybko malej¡cych w niesko«-
czono±ci) zwykªa regularno±¢ implikuje regularno±¢ w przestrzeni Sobolewa. A
wi¦c zgrubnie zwykªa regularno±¢ i regularno±¢ w sensie przestrzeni Sobolewa
daj¡ podobny efekt. Jednak»e przestrzenie Sobolewa pozwalaj¡ znacznie bar-
dziej precyzyjnie mierzy¢ regularno±¢. Np. je±li g ∈ H(s), f ∈ L2 i

∆f = g

to f ∈ H(s+2). Czyli f ma dwie pochodne wi¦cej ni» g. A wi¦c f ma dokªadnie
tak¡ regularno±¢ jaka jest potrzebna by otrzyma¢ ∆f ∈ H(s). Ogólniej mówimy
o eliptycznej regularno±ci: podobna wªasno±¢ jest prawdziwa dla operatorów
eliptycznych.

Podobny wynik dla normy L∞ jest faªszywy, czyli nie ma podobne poprawy
regularno±ci: istnieje ci¡gªe g takie »e f speªniaj¡ce

∆f = g

nie ma dwu ci¡gªych pochodnych (pochodne s¡ w L2, ale nie s¡ lokalnie ogra-
niczone).

W zagadnieniach nieliniowych mog¡ si¦ przyda¢ przestrzenie SobolowaW (s, p)
modelowane na Lp:

‖f‖W (s,p) = ‖(1−∆)s/2f‖Lp .
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Dla 1 < p < ∞ teoria operatorów ró»niczkowych w przestrzeniach W (s, p) jest
podobna do teorii w przestrzeni L2, w szczególno±ci jest poprawa regularno±ci
rozwi¡za«. Inn¡ klasyczn¡ rodzin¡ przestrzeni s¡ przestrzenia Hölderowskie.
Dla 0 < s < 1 de�niujemy

‖f‖C(s) = ‖f‖L∞ + sup
x 6=y

|f(x)− f(y)

|x− y|
.

Dla s = k + s0 de�nujemy

‖f‖C(s) = ‖f‖C(k) +
∑
|α|=k

‖∂αf‖C(s0).

Niekedy trzeba bardziej skomplikowane przestrzenie jak przestrzenie Triebla-
Lizorkina, przestrzenie Orlicza czy przestrzenie Morreya. Mog¡ si¦ przyda¢
normy mieszane gdzie funkcje traktujemy jako funkcj¦ mniejszej ilo±ci zmien-
nych o warto±ciach wektorowych w przestrzeni funkcji od pozostaªych zmien-
nych. Przydatne te» s¡ przestrzenie wagowe, np. je±li w jest wag¡ to norma
wagowej przestrzeni Lp to

‖f‖Lp(w) = (

∫
|fp(x)w(x)dx)1/p = ‖w1/p‖Lp .

Dla wielu przestrzeni zachodzi eliptyczna regularno±¢.
Wiele z wyst¦puj¡ch wy»ej przestrzeni funkcyjnych jest zde�niowane na ca-

ªym Rn. Wi¦kszo±¢ de�nicji ªatwo uogólni¢ na rozmaito±ci ró»niczkowe, ale
nie b¦dzie nam to potrzebne. Natomiast potrzebne s¡ przestrzenie Sobolewa
w obszarach. Tu pojawia si¦ zale»no±¢ of warunków brzegowych. Zerowy wa-
runek brzegowy to po prostu funkcje które mo»na przedªu»y¢ przez 0 na caª¡
przestrze«, czyli te funkcje z H(s) które s¡ zerem poza Ω. Dualna do niej
jest przestrze« tych funkcji które mo»na przedªu»y¢ do funkcji z H(s) na caªej
przestrzeni. Warto te» wspomnie¢ »e dla s > 1/2 obci¦cie funkcji z H(s) do pod-
przestrzeni kowymiaru 1 nale»y do H(s−1/2), co pozwala rozwa»a¢ ogólniejsze
warunki brzegowe.

Powy»ej naszkicowali±my mo»liwe przestrzenie W . Teraz popatrzymy na
podprzestrzenie sko«czenie wymiarowe przydatne w obliczeniach. Klasyczn¡
tak¡ przesteni¡ jest przestrze« wielomianów ustalonego stopnia. Jednak»e spra-
wia ona kªopoty:

• wielomiany nie s¡ elementami Lp na caªej przestrzeni, trzeba si¦ ogranicza¢
do zbiorów ograniczonych (czy ogólniej sko«czonej miary)

• klasyczna baza jednomianów jest ¹le uwarunkowana, troch¦ pomagaj¡ wie-
lomiany ortogonalne

• wielomiany s¡ z natury globalne i bardzo regularne, ¹le reprezentuj¡ oso-
bliwo±ci
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Przy pracy z operatorami ró»niczkowymi naturalne jest u»ycie funkcji wªa-
snych wybranego operatora czy operatorów. W szczególno±ci eksponenty z uro-
jonym wykªadnikiem s¡ funkcjami wªasnymi wszystkich pochodnych. Prowa-
dzi to naturalnie do reprezentacji szeregami Fouriera czy podobnymi szeregami
funkcji wªasnych. Tu funkcje bazowe s¡ zwykle ortogonalne i te reprezentacje s¡
do±¢ dobrze uwarunkowane. Jednak»e, funkcje wªasne podobnie jak wielomiany
ª¡cz¡ zachowanie lokalne z globalnym co cz¦sto jest nieporz¡dane. Dodatkowo,
dla ciekawszych operatorów funkcje wªasne mog¡ by¢ trudne do obliczenia.

3.1 Funkcje sklejane

Bardzo po»yteczn¡ klas¡ funkcji s¡ funkcje sklejane. Ogólne, dziedzina Ω jest
podzielna na podzbiory Ωj i na kazdym podzbiorze zadajemy funkcj¦ fj , tzn.
dla x ∈ Ωj mamy

f(x) = fj(x).

Oczywi±cie, na przekrojach Ωj de�nicje musz¡ si¦ zgadza¢. Je±li chcemy lepsz¡
regularno±¢ f to pojawiaj¡ si¦ dodatkowe warunki. Cz¦sto jako fj bierze si¦
wielomiany ustalonego stopnia. Np. interpolacja liniowa na prostej mo»e by¢
traktowana jako funkcja sklejana stopnia 1 (tzn. ka»de fj jest stopnia 1). Za-
uwa»my, »e je±li na prostej sklejamy wielomiany stopnia k tak by dosta¢ funkcj¦
klasy Ck na zbiorze spójnym, to ta funkcja jest wielomianem. A wi¦c, by dosta¢
nietrywialy wynik musimy skleja¢ wielomiany stopnia wy»szego ni» k. Innymi
sªowy, sklejaj¡c funkcje liniowe dostaniemy funkcje ci¡gªe, lecz nie dostaniemy
ciekawych funkcji C1. Sklejaj¡c wielomiany kwadratowe mo»na dosta¢ funkcj¦
klasy C1. Np. zadaj¡c warto±ci w dyskretnym zbiorze punktów, za± w jednym
punkcie dodatkowo zadaj¡c pierwsz¡ i drug¡ pochodn¡ otrzymany jednoznacz-
nie wyznaczon¡ funkcj¦ sklejan¡ tak¡ »e nieci¡gªo±ci drugiej pochodnej s¡ tylko
w zadanych punktach. Ogólniej, z wielomianów stopnia k+1 daje si¦ zbudowa¢
funkcj¦ Ck. Niekiedy warto osªabi¢ warunek na gªadko±¢, tak by dosta¢ wi¦ksz¡
swobod¦ co np. mo»e pozwoli¢ na mniejsz¡ norm¦ H(s). Mo»na zauwa»y¢ »e
przestrze« wielomianów stopnia l ma wymiar l+1, za± warunek Ck w punkcie xi
daje k + 1 równa« na wspóªczynniki. St¡d mo»na pokaza¢ »e przestrze« takich
funkcji sklejanych ma wymiar m(l+ 1)− (m−1)(k+ 1) = (m−1)(l−k) + l+ 1.

W przypadku wielowymiarowym sytuacja si¦ komplikuje. Jak mówili±my
mamy zbiory spójne bardziej skomplikowane ni» przedziaªy. Zwykle zakªada si¦
»e dziedzina funkcji jest podzielona na w miar¦ proste �gury geometryczne jak
sympleksy czy kostki (na pªaszczy¹nie trójk¡ty i kwadraty). Jak poprzednio
chcemy by funkcja na ka»dym podzbiorze podziaªu byªa wielomianem stopnia
l i Ck w caªo±ci. Dla l = 1, k = 0 i podziaªu na sympleksy dalej sytuacja jest
prosta: wielomian stopnia 1 jest jednoznacznie wyznaczony przez warto±ci na
wierzchoªkach sympleksu i dla zadanych warto±ci istnieje dokªadnie jeden wie-
lomian stopnia 1 z tymi warto±ciami w wierzchoªkach. W efekcie, funkcja jest
jednoznacznie zadana przez warto±ci w wierzchoªkach sympleksów i tak otrzy-
mana funkcja automatycznie jest ci¡gªa (bo warto±ci na wspólnych brzegach si¦
zgadzaj¡). W podobny sprób mo»na pokaza¢ »e wielomian stopnia 2 na trój-
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k¡cie jest jednoznacznie wyznczony przez warto±ci w wierzchoªkach trók¡ta i
w ±rodkach boków. A wi¦c zadaj¡c warto±ci w wierzchoªkach i ±rodkach boków
otrzymamy ci¡gª¡ funkcj¦ sklejan¡. Jednak»e, gdy chcemy uzyska¢ funkcje klasy
C1 to przy podziale na sympleksy wielomiany stopnia 1 czy 2 nie wystarcz¡ by
uzyska¢ zadane warto±ci w wierzchoªkach.

Na pªaszczy¹nie przy podziale na trójk¡ty prawie wystarcz¡ wielomiany stop-
nia 3. Mianowicie mo»na dowolnie zada¢ warto±ci i pierwsze pochodne w wierz-
choªkach. To spowoduje »e warto±ci na brzegowych odcinkach b¦d¡ si¦ zgadza¢.
Zgodno±¢ warto±ci na brzegowym odcinku oznacza »e pochodna w kierunku
stycznym to odcinka b¦dzie si¦ zgadza¢. By uzyska¢ C1 potrzebowaliby±my
jeszcze zgodno±¢ pochodnych w kierynku normalnym. Jednak»e mamy tylko
jeden dodatkowy parametr do dyspozycji, co ogólnie nie wystarcza. Jednak»e,
wielomian stopnia 3 na trójk¡cie jest jednoznacznie wyznaczony przez warto±ci
i pierwsze pochodne w wierzchoªkach oraz warto±¢ w srodku trójk¡ta. Daje to
dogodn¡ parametryzaj¦ przestrzeni funkcji sklejanych z wielomianów stopnia 3.

U»ywaj¡c prostok¡ty mo»na tworzy¢ funkcje w sposób produktowy. Bior¡c
po skªadowych wielomiany stopnia 3 dostaniemy w efekcie wielomian stopnia
6. Z takich kawaªków mo»na skleja¢ funkcj¦ C1 z zadanymi warto±ciami w
wierzchoªkach.

Powy»ej mówili±my o kilku najprostszych przypadkach, w literaturze jest ich
troch¦ wi¦cej.

3.2 Bazy falkowe

Wwielu problemach przydatne s¡ dobrze zlokalizowane przestrzennie i regularne
funkcje. S¡ ograniczenia dla istnienia takich funkcji. Np. nie istniej¡ funkcje
analityczne o no±nikach zwartych. W L2 zasada nieoznaczono±ci daje istotne
ograniczenie: im lepiej funkcja jest zlokalizowana przestrzennie, tym mniej jest
regularna. Z obliczeniowego punktu widzenia jest wygodne gdy nasze funkcje
tworz¡ baz¦ ortogonaln¡. W najprostszym przypadku funkcja i jej przesuniecia
daªyby baz¦ ortogonaln¡. Ale taki warunek jest zbyt kªopotliwy. Je±li funkcja
jest dobrze zlokalizowana i regularna to naturalne jest u»ycie dylatacji funkcji.
Prowadzi to do poj¦cia falki podstawowej i bazy falkowej. Dokªadniej, powiemy
»e φ jest falk¡ podstawow¡ je±li zestaw funkcji φj,k zadany wzorem

φj,k(x) = 2−j/2φ(2−jx− k)

jest baz¡ ortogonaln¡ w L2. Istnienie bazy falkowej nie jest spraw¡ oczywist¡.
Prostym przykªadem jest baza Haara: φ(x) = −1 dla x ∈ (0, 1/2), φ(x) = 1
dla x ∈ (1/2, 1) i φ(x) = 0 poza tym. �atwo zobaczy¢ »e przesuni¦cia φ s¡
ortogonalne. Caªka z dowolnej dylatacji φ to zero. Dla j < 0 no±nik φj,k jest
odcinkiem o ko«cach b¦d¡cych caªkowitymi wielokrotno±ciami 2j i ma dªugo±¢
2j , a wi¦c φ jest staªe na no±niku φj,k, czyli

(φ, φj,k) = c

∫
φj,k = 0
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a wi¦c φj,k jest ortogonalne do φ. To ju» pozwala pokaza¢ »e ukªad φj,k jest
ortogonalny. Do±¢ ªatwo mo»na pokaza¢ »e funkcja o no±niku w (0, 1), maj¡ca
caªk¦ 0 i staªa na odcinkach postaci (k2−l, (k + 1)2−l) jest kombinacj¡ liniow¡
φj,k z l ≤ j ≤ 0. St¡d wynika »e ukªad φj,k jest zupeªny. Troch¦ inny przykªad
mo»na otrzyma¢ nast¦puj¡co. Niech I = (−2π, π)∪ (π, 2π). Niech ψ(ω) = 1 dla
ω ∈ I i zero poza tym. φ de�nujemy wzorem

φ̂ = ψ.

Ortogonalno±¢ i zupeªno±¢ wystarczy pokaza¢ po stronie transformacji Fouriera.
Po stronie transformacji Fouriera przesuni¦cia caªkowitoliczbowe przechodz¡ na
mno»enie przez exp(ikω). Dylatacje pozostaj¡ dylatacjami. Jako »e no±nik ψ to
I to no±niki dylatacji s¡ rozª¡czne i pokrywaj¡ z dokªadno±ci¡ do zbioru miary
zero caª¡ prost¡. A wi¦c wystarczy pokaza¢ »e

exp(ikω)ψ

tworz¡ baz¦ ortogonaln¡ w L2(I). Ale to jest standartowe twierdzenie o szere-
gach Fouriera.

Oba nasze przykªady s¡ do±¢ nieregularne. By dosta¢ bardziej regularny
przykªad potrzeba wi¦cej wysiªku. Dobra konstrukcja bazuje na �ltrach zwier-
ciadlanych (ang. quadrature mirror �lter). Niech hk b¦dzie ci¡giem sko«czonym
liczb rzeczywistych. De�nujemy gk = (−1)kh1−k i

m0(ω) =
1√
2

∑
hk exp(−ikω)

m1(ω) =
1√
2

∑
gk exp(−ikω)

Powiemy »e hk zadaj¡ �ltr zwierciadlany je±li m0(0) = 1 i

|m0(ω)|2 + |m1(ω)|2 = 1

Zauwa»my »e z okre±lenia m1 wynika »e

m1(ω) = − exp(−iω)m̄0(ω + π)

czyli te»
|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2 = 1.

Dalej b¦dziemy zakªada¢ »e dla |ω| < π mamy m0(ω) 6= 0.
Falk¦ podstawiow¡ φ i funkcj¦ skaluj¡c¡ ψ de�niujemy wzorami

φ̂(ω) = m1(2−1ω)

∞∏
j=2

m0(2−jω),

ψ̂(ω) =

∞∏
j=1

m0(2−jω).
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Z zaªo»enia m0(0) = 1 i m0 jest gªadkie, wi¦c

m0(2−jω) = 1 +O(|2−jω|)

a wi¦c niesko«czone produkty wy»ej s¡ zbie»ne. Jako »e |m0(ω)| ≤ 1 i |m1(ω)| ≤
1 to

|φ̂(ω)| ≤ 1

a wi¦c mno»enie transformacji Fouriera przez φ̂ daje operator ograniczony na
L2. Oznaczmy

pk(ω) =

k∏
j=1

m0(2−jω).

pk ma okres 2k+1π i dla k > 1 speªnia

pk(ω) = m0(2−kω)pk−1(ω).

A wi¦c ∫ 2kπ

−2kπ
|pk(ω)|2dω =

∫ 2k+1π

0

|pk(ω)|2dω

=

∫ 2kπ

0

|pk(ω)|2dω +

∫ 2k+1π

2kπ

|pk(ω)|2dω

=

∫ 2kπ

0

|pk(ω)|2dω +

∫ 2kπ

0

|pk(ω + 2kπ)|2dω

=

∫ 2kπ

0

|m0(2−kω)|2|pk−1(ω)|2dω +

∫ 2kπ

0

|m0(2−kω + π)|2|pk−1(ω + 2kπ)|2dω

=

∫ 2kπ

0

(|m0(2−kω)|2 + |m0(2−kω + π)|2)|pk−1(ω)|2dω

=

∫ 2kπ

0

|pk−1(ω)|2dω.

Indukcyjnie∫ 2kπ

−2kπ
|pk(ω)|2dω =

∫ 2π

−2π
|p1(ω)|2dω =

∫ 2π

−2π
|m0(2−1ω)|2dω

= 2

∫ π

−π
|m0(ω)|2dω = 2

∫ 2π

0

|m0(ω)|2dω

= 2

∫ π

0

|m0(ω)|2 + |m0(ω + π)|2dω = 2π

Wynika st¡d »e ∫ 2kπ

−2kπ
|ψ̂(ω)|2dω ≤ 2π
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czyli te» ∫
|ψ̂(ω)|2dω ≤ 2π

co oznacza »e ψ i φ s¡ w L2. Nasze zaªo»enia o m0 implikuj¡ »e dla |ω| ≤ π

mamy ψ̂(ω) 6= 0, czyli na przedziale [−π, π] moduª ψ̂(ω) jest ograniczony z doªu.
De�nujemy qk(ω) = pk(ω) dla ω ∈ [−2kπ, 2kπ] i zero poza tym. Mamy wzór

ψ̂(ω) = pk(ω)ψ̂(2kω)

co razem z oszacowaniem z doªu na ψ̂(ω) oznacza »e |qk(ω)| jest ograniczone

przez wielokrotno±¢ |ψ̂(ω)|. A wi¦c na mocy twierdzenia Lebesque'a o zbie»no±ci
ograniczonej

‖ψ̂ − qk‖L2 → 0

czyli
‖ψ̂‖L2 = 2π.

Jak wcze±niej de�nujemy

ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx− k).

Mamy
ψ̂0,k(ω) = exp(−ikω)ψ̂.

Podobny rachunek jak wy»ej pokazuje »e

(ψ̂, exp(−ikω)ψ̂) =

∫ 2π

−2π
exp(ikω)|m0(2−1ω)|2dω

=

∫ 4π

0

exp(ikω)|m0(2−1ω)|2dω

=

∫ 2π

0

exp(ikω)(|m0(2−1ω)|2 + |m0(2−1ω + π)|2)dω

=

∫ 2π

0

exp(ikω)dω = 0

dla k 6= 0. A wi¦c ψ0,k tworz¡ ukªad ortogonalny.

Rozwa»aj¡c produkt dla φ̂ pokazujemy »e

‖φ̂‖2L2 =

∫ 2π

−2π
|m1(2−1ω)|2 = 2π

i podobnie jak dla ψ0,k pokazujemy »e φ0,k tworz¡ ukªad ortogonalny.
Nast¦pnie

(ψ̂, exp(−ikω)φ̂) =

∫ 2π

−2π
exp(ikω)m0(2−1ω)m̄1(2−1ω)dω
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= 2

∫ π

−π
exp(i2kω)m0(ω)m̄1(ω)dω

= 2

∫ 2π

0

exp(i2kω)m0(ω)m̄1(ω)dω

= −2

∫ 2π

0

exp(i2kω)m0(ω) exp(iω)m0(ω + π)dω.

Jednak»e ∫ 2π

π

exp(i2kω)m0(ω) exp(iω)m0(ω + π)dω

=

∫ π

0

exp(i2kω)m0(ω + π) exp(i(ω + π))m0(ω + 2π)dω

= −
∫ π

0

exp(i2kω)m0(ω) exp(iω)m0(ω + π)dω

Tote»

−2

∫ 2π

0

exp(i2kω)m0(ω) exp(iω)m0(ω + π)dω = 0

czyli φ0,k s¡ ortogonalne do ψ. Oznaczmy przez Vj przestrze« rozpi¦t¡ przez
ψj,k za± przez Wj przestrze« rozpi¦t¡ przez φj,k. Mamy

ψ̂−1,k(ω) = 2−1/2 exp(−ikω/2)ψ̂(2−1ω) = 2−1/2 exp(−ikω/2)

∞∏
j=2

m0(2−jω).

Dla f =
∑
k akψ−1,k mamy wi¦c

f̂(ω) = 2−1/2ψ(2−1ω)
∑
k

ak exp(−ikω/2) = â(2−1ω)ψ(2−1ω).

Jako »e m0(2−1ω) i m1(2−1ω) s¡ kombinacjami liniowymi exp(−ikω/2) to φ ∈
V−1 and ψ ∈ V−1. Oznacza to »e V0 ⊂ V−1, czyli ogólniej Vj ⊂ Vl dla j ≥ l.
Mamy te» φj,k ∈ Vj−1, co oznacza »e dla j > 1 φj,k jest ortogonalne do φ0,k. Sto-
suj¡c dylatacje widzimy teraz »e φj,k tworz¡ ukªad ortogonalny. Chcieliby±my
jeszcze pokaza¢ zupeªno±¢.

Dla f1, f2 ∈ V−1 mamy te»

(f̂1, f̂2) =

∫
â1(2−1ω)â2(2−1ω)|ψ(2−1ω)|2dω

=

∫ 4π

−4π
â1(2−1ω)â2(2−1ω)|m0(2−2ω)|2dω

=

∫ 2π

−2π
â1(2−1ω)â2(2−1ω)dω.

Wynika st¡d »e przeksztaªcenie f 7→ â uto»samia V−1 z L2([−2π, 2π]). Przy
tym uto»samieniu V0 przechodzi na funkcje postaci m0(2−1ω)â(ω) z â o okresie
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2π. Podobnie W0 przechodzi na funkcje postaci m1(2−1ω)â(ω) z â o okresie 2π.
Niech P oznacza rzut ortogonalny z V1 na V0 za± Q rzut na W0. W terminach â
mo»na wyrazi¢ P nast¦puj¡co: mno»ymy â przez m̄0(2−1ω), potem dodajemy
warto±ci w ω i ω + 2π (co daje funkcj¦ o okresie 2π), potem mno»ymy przez
m0(2−1ω). Podobnie zapisuje si¦ Q, tyle »e u»ywamym1. Obliczmy teraz P+Q.
Je±li â(ω) = 1, â(ω + 2π) = 0, to w ω dostaniemy

|m0(2−1ω)|2 + |m1(2−1ω)|2 = 1,

za± w ω + 2π dostaniemy

m0(2−1ω + π)m̄0(2−1ω) +m1(2−1ω + π)m̄1(2−1ω)

= m0(2−1ω+π)m̄0(2−1ω)+exp(−i(ω/2+π))m̄0(2−1ω+π+π) exp(iω/2)m0(2−1ω+π)

= m0(2−1ω + π)m̄0(2−1ω)− m̄0(2−1ω)m0(2−1ω + π) = 0.

A wi¦c P +Q = I, czyli V−1 = V0 ⊕W0. Teraz wida¢ »e dla m ≤ l mamy

Vm−1 = Wm ⊕Wm+1 ⊕ · · · ⊕Wl ⊕ Vl

czyli φj,k z m ≤ j ≤ l tworz¡ baz¦ ortogonaln¡ dopeªnia ortogonalnego Vl w
Vm−1. Mo»na te» pokaza¢ »e

⋃
j Vj to caªe L

2, za±
⋂
Vj = {0} co ozncza »e nasz

ukªad jest zupeªny
Uzasadnili±my »e φ jest w L2. Jednak»e, mo»na pokaza¢ wi¦cej. Mianowicie,

zakªadamy »e nasz �ltr jest rz¦du N , tzn.

m0(ω) = (1 + exp(iω))Nf(ω)

gdzie f jest gªadkie i |f(ω)| ≤ B. Wtedy mamy

|(φ̂)(ω)| ≤ C(1 + |ω|)−N+log(B)/ log(2)

tzn. dla dostatecznie du»ego N − log(B)/ log(2) nasze φ jest funkcj¡ Ck.
Przykªadem ci¡gu speªniaj¡cego warunek wy»ej z N = 2 i B =

√
3/4 jest

h0 = (1 +
√

3)/(4
√

2),

h1 = (3 +
√

3)/(4
√

2),

h2 = (3−
√

3)/(4
√

2),

h3 = (1−
√

3)/(4
√

2).

Nasz wzór na φ i ψ mo»na te» zapisa¢ w terminach splotu. Mianowicie de�nu-
jemy znakowan¡ miary dyskretne µ i ν wzorami

µ =
1√
2

∑
hkδk

ν =
1√
2

∑
gkδk
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Wtedy µ̂ = m0, ν̂ = m1. Niech Dt oznacza dylatacj¦ miary, tzn.

Dtν =
1√
2

∑
gkδkt

Wtedy
ψ = D2−1µ ∗D2−2µ ∗D2−3µ ∗ . . .

za±
φ = D2−1ν ∗D2−2µ ∗D2−3µ ∗ . . .

St¡d wynika »e φ i ψ maj¡ no±niki zwarte. Mamy te»

D2ψ = µ ∗ ψ,

D2φ = ν ∗ ψ.
Dodatkowo, je±li

f =
∑
k

akψj,k

to f mo»na rozbi¢ na dwie cz¦±ci: jedn¡ która jest podobn¡ sum¡ z j powi¦k-
szonym o 1 i druga gdzie te» j jest powi¦kszone o 1 a ψj+1,k jest zast¡pine przez
φj+1,k. Mianowicie, f ∈ Vj . Jak pokazali±my Vj = Wj+1 ⊕ Vj+1. Rzut na Vj+1

wyliczali±my nast¦puj¡co. Mamy

f̂ = â(2kω)ψ̂(2kω).

By dosta¢ element Vj+1 mno»yl±my przez m̄0(2kω), dodajemy warto±ci w ω
i ω + π po czym mono»yli±my przez m0(2kω). Na poziomie wspóªczynników
ostatnie mno»enie mo»na pomin¡¢ bo u»ycie ψj+1,k automatycznie uwzgl¦dnia
czynnik m0(2kω). Dodanie warto±ci w ω i ω+π na poziomie wspóªczynników to
po prostu pomini¦cie nieparzystych wspóªczynników Fouriera. Mno»enie przez
m̄0(2kω) po stronie przestrzennej oznacza splot, czyli wspóªczyniki bj rzutu na
Vk+1 dostajemy wzorem

bj =
∑
n

hn−2jan.

Komentarz: Bez spr¦»enia zespolonego byªoby h2j−n co jest normalnym wzorem
na splot, ale wy»ej uwzgl¦dnili±my sprz¦»enie. Ze wzgl¦du na skalowanie ψj,k
znikn¡ª czynnik 1/

√
2.

Podobnie wspóªczynniki cj rzutu na Wk+1 s¡ dane wzorem

cj =
∑
n

gn−2jan.

Czyli to rozbicie wyliczamy w czasie liniowym, wykonuj¡c operacj¦ podobn¡ do
splotu. Czªony z ψ (czyli bj) przetwarzamy rekursywnie. Jako »e ilo±¢ czªonów
w sumie do rekursywnego przetwarzania maleje w przybli»eniu do poªowy, to
caªy algorytm jest asymptotycznie liniowy.

Wypadaªby by jeszcze powidzie¢ jak znale¹¢ inne ci¡gi h. W tym celu za-
uwa»my »e wystarczy znale¹¢ |m0|2. Mianowicie, |m0|2(ω) jest postaci

∑
ck exp(−kω)

z symetrycznymi rzeczywistymi ck, tzn. ck = c−k. Zachodzi lemat
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Lemat 3.1 Je±li A(ω) =
∑
ck exp(−ikω), ck = c−k, A(ω) ≥ 0 dla rzeczywi-

stych ω, i jedynym rzeczywistymi zerami A(ω) s¡ ω z exp(−iω) = −1, to ist-

niej¡ rzeczywiste hk takie »e przy B(ω) =
∑
k hk(exp(−ikω) dla rzeczywistych

ω mamy

A(ω) = |B(ω)|2

Szkic dowodu: Zamiast exp(−iω) wygodnie jest rozpatrywa¢ zespolone z.
Rzeczywiste ω) odpowiada |z| = 1. Jako B mo»na wzi¡±¢ wielomian od z
(ujemne pot¦gi elimunujemy mno»a¢ przez pot¦g¦ z co nie zmienia moduªu).
Piszemy

B(z) = c
∏
k

(z − zk)

Wtedy, uwzgl¦dniaj¡c »e dla |z| = 1 mamy z−1 = z̄

A(z) = c2
∏
k

((z − zk)(z−1 − z̄k))

czyli aby znale¹¢ B musimy wybra¢ niektóre z czynników A. Jako »e A ma
symetryczne wspóªczynniki, to je±li z jest pierwiatkiem A to równie» z−1 jest
pierwiastkiem A. A wi¦c by dosta¢ B speªniaj¡ce A(z) = |B(z)|2 musimy
wybra¢ po jednym czynniku z ka»dej pary zer z, z−1. Je±li z 6= z−1 to jest to
mo»liwe. Potencjanie kªopotliwe jest z ∈ {1,−1}. Lecz z zaªo»enia jedyne zero
A o module 1 to z = −1. Ale Ama parzyst¡ ilo¢ zer, wi¦c zero w −1 ma parzyst¡
krotono±¢, wi¦c mo»na doda¢ do B czynnik z + 1 z krotno±ci¡ podzielon¡ przez
2.

Ale trzeba te» zagwarantowa¢ »e B ma wspóªczynniki rzeczywiste, tzn. wraz
ka»dym zerem doda¢ te» jego sprz¦»enie zespolone. Jako »e A ma rzeczywste
wspóªczynniki to je±li z jest pierwiatkiem A to równie» z̄ jest pierwiastkiem
A. Czyli je±li |z| 6= 1 to zera A s¡ w czwórkach i wybieramy do B par¦ zer
sprz¦»onych z czwórki. Potencjalny kªopot to zera z moduªem równym 1, lecz
z zaªo»enia jedynym takim zerem jest z = −1, które jest rzeczywiste wi¦c nie
sprawia problemu. Zaªo»enie A(z) ≥ 0 dla |z| = 1 oznacza »e czynnik staªy ma
pierwiastek rzeczywisty. �

A wi¦c pozostaje poda¢ metod¦ konstrukcji wielomianów trygonometrycz-
nych które s¡ symetryczne, speªniaj¡

A(ω) +A(ω + π) = 1

i s¡ podzielne przez (1 + exp(iω))2N . Y. Meyer podaª wzór

A(ω) = 1− c
∫ ω

0

sin(t)2N−1dt

gdzie

c =
(2N − 1)!

((N − 1)!)222N−1
.
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Oczywi±cie A jest wielomianem trygonometrycznym stopnia 2N . Jako »e sinus
jest nieparzysty, to po scaªkowaniu dostajemy funkcj¦ parzyst¡. Zauwa»my »e
sin(t+ π) = − sin(t), czyli∫ ω

0

sin(t)2N−1dt = −
∫ πω

π

sin(t)2N−1dt.

A wi¦c

A(ω) +A(ω + π) = 2− c
(∫ ω

0

sin(t)2N−1dt+

∫ ω+π

0

sin(t)2N−1dt

)

= 2− c
(∫ ω

0

sin(t)2N−1dt+

∫ π+ω

π

sin(t)2N−1dt+

∫ π

0

sin(t)2N−1dt

)
= 2− c

∫ π

0

sin(t)2N−1dt = 1.

c wy»ej jest dobrane wªa±nie tak by mie¢ ostatni¡ równo±¢. Wida¢ te» »e A(ω) ≥
0 i dla ω = π mamy zero rz¦du 2N :

A(ω + π) = −c
∫ π+ω

π

sin(t)2N−1dt = c

∫ ω

0

sin(t)2N−1dt

co ma zero rz¦du 2N bo sin(t)2N−1 ma zero rz¦du 2N−1 a caªkowanie powi¦ksza
rz¡d zera o 1.
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