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1 Uzupelnienie o iteracji Czebyszewa
Powiedzieliémy ze btad przy iteracji punktu statego
Tit1 = z; +vi(Az; — b)

spelnia
Tigtl — Too = (Ti — Too) + Vi A(Ti — Too).

gdzie x4, jest dokladnym rozwigzaniem. Efekt iteracji mozna zapisa¢ jako
Tn — Too = P(A) (20 — Too)
gdzie
n
P(z) =[]0 -%2)
j=1

jest wielomianem takim ze P(0) = 1. Zakladamy ze A jest macierza syme-
tryczna dodatnie okreslona, taka ze spektrum jest zawarte w przedziale [m, M].
Aby zminimalizowa¢ blad szukamy wielomianu P takiego ze P(0) = 1 za$

sup |P(z)]
z€[m,M]

jest minimalne. PowiedzieliSmy ze rozwigzaniem jest przeskalowany wielomian
Czebyszewa T,,, tzn. P(z) = cT,(az + b) gdzie az + b przesztalca przedzial
[m, M] na [—1,1] zas c jest tak dobrane by P(0) = 1. Mamy

T,.(z) = 27" cos(n arccos(z)).

n arccos(z) przyjmuje wszystkie wartosci w przedziale [0, 7n]. Na tym przedziale
cosinus zeruje sie w punktach k7/2 gdzie k = 1,3,...,2n — 1 jest liczba niepa-
rzysta. Daje to n zer, a wiec wszystkie zera wielomianu Czebyszewa spelniaja

km/2 = narccos(z)

czyli
km
z= COS(%)



z k jak wyzej. Przeksztalcenie z [m, M| na [—1, 1] jest zadane wzorem

2(z—m) ]
M —m
czyli z jest zerem P gdy
2(z—m) k
A 1 COS(;)
czyli
1 km
2= (M —m)cos(—)+M+m|.
n

Oznaczajac przez zp warto$¢ odpowiadajaca k mamy

o) =c[[G—=) =T]1 - i).

Oznaczmy przez 0,,(i) odwzorowanie 1-1 z liczb catkowitych od 1 do n w liczby
nieparzyste od 1 do 2n — 1. Wazér wyzej oznacza ze y; = dla pewnego

26, (1)
0,,. Pozostaje dobraé 6,, tzn. dobraé¢ kolejnos¢ zer. Roézne kolejnosa nie sa

réwnowazne. By zminimalizowaé propagacje btedéw chcemy zminimalizowaé

max - sup [1—
G=Le 2 [, M] H Ty, (i )

Jednakze, w praktyce trzeba wiecej: warunek wyzej jedynie méwi o wplywie
btedu z posrednich etapéw na koncowy wynik. Jesli w posrednich etapach btedy
beda zbyt silnie narasta¢ to moga stac sie wieksze od poprawnego wyniku i przez
to spowodwaé znaczne bledy zaokraglenia. Kryterium dobrego doboru kolej-
nosci nie jest jednoznaczne, ponizej pokazemy jedng z mozliwych konstruke;ji,
ktora jest w pewnym sensie optymalna. Konstrukcja 6,, jest rekursywna. Dla
parzystego stopnia przyjmujemy

02, (21 — 1) = 0,,(2),
02, (21) = 4n — 60,,(7)
dla 7 =1,...,n. Dla nieparzystego stopnia
O2n41(2i — 1) = 0,,(7),

02n+1(2i) =4n+ 2 — gn(l)

dlai=1,...,n oraz
02n+1(27’b—|— 1) = 2n—|— 1

Uzasadnienie wyboru wymaga troche wysitku, dlatego je pominiemy. Ale tatwo
zobaczy¢ ze przyjecie 0o, 11(2n+1) = 2n+1 jest dobre. Mianowicie odpowiedni
pierwiastek jest w §rodku przedziatu, czyli odpowiedni czynnik ma najmniejsze



supremum na przedziale, totez dodanie tego czynnika nie moze powiekszy¢ su-
premum, co oznacza ze w minimalizujemy wplyw bledu na koncowy wynik.

Wida¢ tez ze nasza reguta dodaje pierwiastki parami, tzn. po dodaniu
pierwiastka zp wielomianu Czebyszewa dodamy —z; (to jest w terminach ory-
ginalnych wielomianéw Czebyszewa, faktycznie dodajemy przeskalowane pier-
wiastki). Czyli dodamy czynnik kwadratowy, symetryczny wzgledem $rodka
przedziatu. Mamy wzor

Ton(2) = 27T, (2T5(2)).

Z tego wzoru wynika ze nasz czynnik kwadratowy na taki sam wplyw na po-
§rednie produkty jak czynnik liniowy z T, tyle ze przy innym podstawieniu
(przedziale). Naturalne jest to dodawanie czynnikow kwadratowych do Ts, w
kolejnosci czynnikéw liniowych dla T5,, pojedynczy czynnik nie powinien zbyt
wiele zmieni¢, a jesli kolejnosé¢ dla T,, byla dobra to tacznie kolejnosé¢ dla T,
tez powinna by¢ dobra. Nie jest to pelne uzasadnienie, ale pokazuje ze reguta
jest rozsadna.

Innymi stowy, w miare tatwo mozna zrobi¢ doéé¢ dobry wybér kolejnosci, to
ze pod pewnym wzgledem wybér jest optymalny niewiele tu poprawia (choé
jest to mila wlasnoéc¢). Z drugiej strony, po prostu mnozac czynniki po ko-
lei dostaniemy wykltadniczy wzrost maksimum, czyli mielibySmy niestabilnosé
numeryczng. Mnozac czynniki w odwréconej kolejnosci w pierwszych etapach
dostaniemy znaczny wzrost posrednich wynikéw co tez prowadzi do probleméw.

2 Uzupeklnienie o FFT

Dla niektérych operatoréw znane sa szybkie metody przejscia z bazy odpowia-
dajacej warto$cion w punktach do bazy zlozonej z funkcji wltasnych i z po-
wrotem. Typowym przykltadem jest algorytm FFT i jego warianty. W ze-
spolonym wariancie exponenty e;(k) = exp(2mijk/N), gdzie ¢ jest jednostka
urojong za$§ j = 0,1,..., N — 1, tworza baze dla operatora réznicy w przod
(Af)(k) = f(k+1)—f(k) z okresowymi warunkami brzegowymi f(k+N) = f(n).
Latwo sprawdzi¢ ze e; tworzg uklad ortogonalny wzgledem standartowego pro-

duktu skalarnego
N—

(f.9)=">_ f(k)g(k)

k=0

—

Z ortogonalnosci jesli f =3, cje; to

Podobny wzér daje f w terminach e;. Te wzory faktycznie oznaczaja mnozenie
przez odpowiednia macierz ktora jest gesta (wszysktie elementy sa niezerowe).
Na pierwszy rzut nie widaé zeby to sie dalo zrobi¢ proscie;j.



Jednakze, oznaczajac

(DFT(f))(j) = Y f(k)a"

z a=e_1(1) = exp(—2mi/N) widzimy ze przejscia miedzy bazami sprowadzaja
sie do obliczania DFT. Ponadto a jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia N z
1. Jesli N = ML to biorac j = Ls +t, k = Ml + n, mamy

M-1 L—-1
(DFT(£)(G) = Y (a")™a™ Y f(ML+n) ()"
n=0 =0

Mianowicie
jk=(Ml+n)(Ls+t) = Lns+nt+ Mt + Nst

Mamy a” = 1, czyli

(DFT(f))(j) = D f(k)a* =

S

—1L-1
Z f Ml+n a(Ml-‘rn)(Lé-‘rt) _
=0

3
Il
o

g
5

—1L-1
f Ml+n Lns+nt+MIt —

=0

Il
o

n

S

L—1
(aL)nsant Z f(Ml + n)(aM)lt
1=0
Powyzsze wyrazenie mozna obliczaé¢ jako M aplikacji DFT dtugosci L do od-
powiednich fragmentéw f, mnozenie po sktadowych wektoréw dtugosci N i L

aplikacji DFT dlugosci M. Dokladniej, niech g,; bedzie wewnetrzng sume i
ozanczmy

3
Il
<

fa(l) = F(M1+n),

hn(t) = antgn,t
Wtedy
nt = DFT(fn)(t)a

1 na mocy wzoru wyzej
DFT(f)(j) = DFT(hy)(s)

Rekursywnie stosujac ten wzor DFT mozna obliczac¢ przy pomocy O(nlog(n))
operacji. Dokladniej, jesli N = 27, to biorac M = 2 i L = 2"~ ! widzimy ze



zewnetrzene DFT zawieraja sume dlugosci 2, czyli mozna je obliczy¢ kosztem
2N mnozeri i N dodawan. Czynnik a™ przy naiwnym podej$ciu wymagatby N
mnozen, ale te mnozenia i zewnetrzne DF'T mozna polaczyé w jeden operator.
Podobnie jak DF'T ten operator odpowiada mnozeniu przez macierz. Dzieki
temu ze zewnetrzne DF'T' ma dlugo$¢ 2 odpowiednia macierz ma tylko dwa
niezerowe elementy w kazdym wierszu, w wiec mnozenie przez ta macierz mozna
wykonaé¢ przy pomocy 2N mnozen i N dodawari.

Wewnerzne DFT dtugosci 2"~ ! obliczamy rekursywnie w podobny sposéb.
Czyli lacznie mamy r krokéw, a w kazdym kroku 2N mnozen i N dodawaii co
w sumie daje 2rN mnozen i N dodawan. Jako ze r to O(log(N)) to dostajemy
obiecana ztoznosé O(N log(N)).

Uwaga: przy naiwnych obliczaniu najbardziej kosztowne byloby obliczanie
poteg a. Ale przy ustalonym N te potegi mozna stablicowac¢, dlatego pomijam
koszt ich obliczania.

Powyzsze oszacowanie mozna nieco polepszy¢ zauwazajac ze w DFT dtugo-
§ci 2 wspotezynniki to 11 —1. A wiec zamiast mnozy¢ przez —1 mozemy odej-
mowacé co oszczedza ponad potowe mnozeni. Nieco lepszy wynik mozna uzyskaé
stosujac jako podstawowy blok DFT dilugosci 4. Wtedy wspolczynniki to 1,
i, —1 1 —i. Przy reprezentacji liczb zespoloych jako pary liczb rzeczywistych
sktadajace sie z czeSci rzeczywistej i urojonej mnozenie przez ¢ sprowadza sie
do zastapienia czesci rzeczywistej przez urojong zas czesci urojonej przez minus
czeSé rzeczywista. A wiec DFT dtugosci 4 mozna obliczyé kosztem poréwny-
walnym do 3 dodawan zespolonych. Tak jak poprzednio potrzeba N mnozen
przez czynniki a™. Dla parzystego r uzywajac DFT dlugosci 4 potrzebujemy
r/2 krokow, a wiec taczny koszt jest poréwnywalny z (3/2)r N dodawan zespo-
lonych i rN/2 mnozeni zespolonych. Jako ze dodawanie zespolone wymaga dwu
dodawan rzeczywistych a mnoznie zespolone mozna zrealizowa¢ przy pomocy
4 mnozen rzeczwistych i dwu dodawan to w terminach operacji rzeczywistych
mamy 2r N mnozen rzeczywistych i 4rN dodawan.

Dla poréwnania wersja ze DFT dtugosci 2 potrzebowata 47N mnozen rze-
czywistych i 4r N dodawan.

Jesli N nie jest potega 2 to sytuacja sie komplikuje. Mozemy uzy¢ metode
wyzej o ile N ma niezbyt duzy czynnik pierwszy p, koszt odpowiedniego kroku
jest wtedy rzedu O(Np), jednakze stale sa wieksze niz dla p = 2. W praktyce
czesto mozemy powiekszy¢ N do kolejnej potegi 2. Wieksze N powieksza koszt
(potencjalnie nawet dwukrotnie, $rednio rzedu /2) ale jest to proste rozwigzanie
pozwalajace stosowaé standartowe F'FT. Przy dtuzszych transformacjach moze
sie oplacié¢ uzycie dodatkowych czynnikéw, np. 3.

Dotychczas rozpatrywalismy F FT jako operacje jednowymiarowa. Wielowy-
miarowe F'FT obliczamy transformujac najpierw wzgledem pierszej zmiennej,
potem drugiej itd. Ideowo daje to podony efekt jak robicie N = LM ktoére
uzyliSmy w wymiarze 1. Ale wzory sg prostsze.

Warto tu doda¢ ze dla duzych N na wspoélczesnych komputerach istotny
staje sie czas dostepu do pamieci. Mianowicie, F'/F'T ma do$§¢ nieregularny
dostep do pamieci i to moze zajac¢ wiecej czasu niz obliczenie. Ale w algorytmie
FFT mamy nieco swobody w kolejnosci obliczeil co mozna uzy¢ do zmniejszenia



kosztu dostepu do pamiaci przy zachowaniu liczby operacji arytmetycznych.

Zauwazny ze z macierzowego punktu widzenia FFT dtugosci N = 2" spro-
wadza sie to inloczynu r (czy r/2) macierzy unitarnych majach 2 lub 4 elementy
w wierszu. A wiec zgodnie z naszym wynikiem o btedzie zookraglen blad ten
nie przekracza Cre gdzie € to dokladnosé arytmetyki maszynowej za§ C' jest
niezbyt duza stala. Oznacza to ze z punktu widzenia bledu zaokraglenia FFT
zachowuje sie bardzo dobrze, znacznie lepiej niz beposrednie obliczanie DF'T z
definicji (gdzie zamiast Cr mieliby§my N).

Przy pomocy transformacji zespolonej mozna tez oblicza¢ transformacje rze-
czywiste: sinusowa i kosinusowa. Jednakze mozna uzyska¢ nieco wieksza szyb-
kosé obliczajac transformacje rzeczywiste bezposrednio stosujac do wyprowadz-
nia wzoréw wzory na sinus i kosinus sumy katow.

3 Reprezentacja funkcji

Dotychczas reprezentowalismy funkcje przy pomocy wartosci w punktach. Robi-
lismy tak zaréwno w przypadku réwnan zwyczajnych jak i w metodach na siat-
kach. Jednakze, taka reprezentacja oznacza ze wartosci w innych punktach nie sg
wyznaczone jednoznacznie, aby je otrzymac potrzebna jest np. interpolacja. Dla
réwnan zwyczajnych nie jest to problemem. Jednakze dla réwnan czastkowych
sytuacja sie komplikuje. W metodach wielosiatkowych chcemy przechodzié¢ mie-
dzy siatkami. Aby efektywnie obstuzy¢ lokalne osobliwosci chcieliby$my uzywac
metody adaptacyjne. Wymagaloby to niejednostajnych siatek, co do§¢ znacz-
nie komplikuje wzory réznicowe. Sytuacja sie upraszcza jesli reprezentujemy
funkcje we wszystkich punktach. W dalszym ciggu wystarczy nam reprezenta-
cja przez elementy skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej. Doktadniej,
zakladamy ze nasze funkcje naleza do nieskonczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej W. W tej przestrzeni wyrdzniamy skoriczenie wymiarowa podprze-
strzen V' C W i w obliczeniach uzywamy tylko elementéw V. Jakie przestrzenie
pojawiaja sie w praktyce? Klasycznie W moze by¢ przestrzenia funkcji C¥,
tzn. funkcji majacych k ciaglych pochodnych. Dla réwnan czastkowych czesto
bardziej naturalne sy przestrzenie Sobolewa. W najprostszym przypadku defi-
nijemy przestrzen Sobolowa H (k) jako przestrzen funkcji majacych k stabych
(dystrybucyjnych) pochodnych w L? z iloczynem skalarnym

(fo ) = (1= A)*f,g).
Dla k£ =1 daje to

(foghmay = (L= A)f.g) = (fr9) = D (97 f.9)

i=1

n

=(f.9)+ Z(Biﬁ 0:9)

i=1



Dla normy oznacza to ze

11 Zr ) = 17122 + D 10:f 2.

i=1

Ogolniej oznaczajac przez f transformacje Fouriera f mamy

(T= A)f(w) = (14w f(w).

Wzor ten pozwala zdefinowaé¢ utamkowe potegi (1 — A)® jako operatory ktore
mnoza transformacje Fouriera przez (1 + |w|?)2. To pozwala zdefiniowaé

oraz
1F sy = 1L = A)*2f | 2.

Dosé tatwo pokazaé ze dla k < s elementy przestrzeni H(s) maja wszystkie
pochodne dystrybucyjne 0 f rzedu do k (tzn. |a| < k) w L2, Nieco wiecej wy-
sitku pozwala pokaza¢ ze sg to naprawde tzw. pochodne mocne, tzn. pochodne
mozna otrzymac jako granice w L? ilorazéw réznicowych.

Klasyczny lemat Sobolewa moéwi ze dla s > n/2 przestrzenn H(s) jest za-
warta w przestrzeni funkcji ciaglych zas wielokrotno$é normy Sobolewa majo-
ryzuje norme supremum. A wiec regularno$é¢ w sensie przestrzeni Sobolewa tzn.
przynalezno$é¢ do H(s) z duzym s implikuje rowniez regularno$é¢ w klasycznym
sensie.

Dla funkcji z nos$nikiem zwartym (czy ogolniej szybko malejacych w nieskon-
czonodci) zwykla regularnosé implikuje regularno$¢ w przestrzeni Sobolewa. A
wiec zgrubnie zwykta regularnos$é i regularno$¢ w sensie przestrzeni Sobolewa
daja podobny efekt. Jednakze przestrzenie Sobolewa pozwalaja znacznie bar-
dziej precyzyjnie mierzy¢ regularno$é. Np. jesli g € H(s), f € L?i

Af=g

to f € H(s+2). Czyli f ma dwie pochodne wiecej niz g. A wiec f ma dokladnie
taka regularnosé jaka jest potrzebna by otrzymaé¢ Af € H(s). Ogolniej méwimy
o eliptycznej regularnosci: podobna wlasno$é¢ jest prawdziwa dla operatoréw
eliptycznych.

Podobny wynik dla normy L jest falszywy, czyli nie ma podobne poprawy
regularnodci: istnieje ciggle g takie ze f speliajace

Af=g

nie ma dwu ciagtych pochodnych (pochodne sg w L2, ale nie sg lokalnie ogra-
niczone).

W zagadnieniach nieliniowych moga sie przydaé przestrzenie Sobolowa W (s, p)
modelowane na LP:

1 lw sy = (1= )2 || 1.



Dla 1 < p < oo teoria operatoréw rozniczkowych w przestrzeniach W (s, p) jest
podobna do teorii w przestrzeni L%, w szczegdlnodci jest poprawa regularnosci
rozwigzan. Inna klasyczna rodzing przestrzeni sa przestrzenia Holderowskie.
Dla 0 < s < 1 definiujemy

() — 1)

[ fllcesy = I fllLe + sup
) ety | =l

Dla s = k + s¢ definujemy

fllce = Ifllcaw + D 10%Fllcso)-

lol=k

Niekedy trzeba bardziej skomplikowane przestrzenie jak przestrzenie Triebla-
Lizorkina, przestrzenie Orlicza czy przestrzenie Morreya. Mogg sie przydaé
normy mieszane gdzie funkcje traktujemy jako funkcje mniejszej ilosci zmien-
nych o warto$ciach wektorowych w przestrzeni funkcji od pozostatych zmien-
nych. Przydatne tez sa przestrzenie wagowe, np. jesli w jest waga to norma
wagowej przestrzeni LP to

1l = ( / P (@)w(@)dz) P = w7 .

Dla wielu przestrzeni zachodzi eliptyczna regularnosé.

Wiele z wystepujach wyzej przestrzeni funkcyjnych jest zdefiniowane na ca-
tym R™. Wiekszo$¢ definicji tatwo uogdlni¢ na rozmaitosci rézniczkowe, ale
nie bedzie nam to potrzebne. Natomiast potrzebne sa przestrzenie Sobolewa
w obszarach. Tu pojawia sie zalezno§¢ of warunkéw brzegowych. Zerowy wa-
runek brzegowy to po prostu funkcje ktére mozna przedtuzyé¢ przez 0 na caly
przestrzen, czyli te funkcje z H(s) ktore sa zerem poza Q. Dualna do niej
jest przestrzen tych funkcji ktore mozna przedtuzy¢ do funkcji z H(s) na calej
przestrzeni. Warto tez wspomnie¢ ze dla s > 1/2 obciecie funkcji z H(s) do pod-
przestrzeni kowymiaru 1 nalezy do H(s—1/2), co pozwala rozwazaé ogolniejsze
warunki brzegowe.

Powyzej naszkicowaliSmy mozliwe przestrzenie W. Teraz popatrzymy na
podprzestrzenie skoriczenie wymiarowe przydatne w obliczeniach. Klasyczna
taka przestenia jest przestrzen wielomianéw ustalonego stopnia. Jednakze spra-
wia ona klopoty:

e wielomiany nie sa elementami LP na calej przestrzeni, trzeba sie ograniczaé
do zbioréw ograniczonych (czy ogolniej skoriczonej miary)

e klasyczna baza jednomiandw jest zle uwarunkowana, troche pomagaja wie-
lomiany ortogonalne

e wielomiany sa z natury globalne i bardzo regularne, Zle reprezentuja oso-
bliwosci



Przy pracy z operatorami rozniczkowymi naturalne jest uzycie funkcji wta-
snych wybranego operatora czy operatorow. W szczego6lnosci eksponenty z uro-
jonym wyktadnikiem sg funkcjami wlasnymi wszystkich pochodnych. Prowa-
dzi to naturalnie do reprezentacji szeregami Fouriera czy podobnymi szeregami
funkcji wlasnych. Tu funkcje bazowe sa zwykle ortogonalne i te reprezentacje sa
dos¢ dobrze uwarunkowane. Jednakze, funkcje wtasne podobnie jak wielomiany
tacza zachowanie lokalne z globalnym co czesto jest nieporzadane. Dodatkowo,
dla ciekawszych operatoréw funkcje wtasne moga by¢ trudne do obliczenia.

3.1 Funkcje sklejane

Bardzo pozyteczna klasa funkcji sa funkcje sklejane. Ogodlne, dziedzina 2 jest
podzielna na podzbiory €; i na kazdym podzbiorze zadajemy funkcje f;, tzn.
dla z € Q; mamy

f(@) = fi ().

Oczywiscie, na przekrojach Q; definicje muszg sie zgadzac¢. Jedli chcemy lepsza
regularno$é¢ f to pojawiajg sie dodatkowe warunki. Czesto jako f; bierze sie
wielomiany ustalonego stopnia. Np. interpolacja liniowa na prostej moze by¢
traktowana jako funkcja sklejana stopnia 1 (tzn. kazde f; jest stopnia 1). Za-
uwazmy, ze jesli na prostej sklejamy wielomiany stopnia k tak by dostaé¢ funkcje
klasy C* na zbiorze spéjnym, to ta funkcja jest wielomianem. A wiec, by dostaé
nietrywialy wynik musimy skleja¢ wielomiany stopnia wyzszego niz k. Innymi
stowy, sklejajac funkcje liniowe dostaniemy funkcje ciggte, lecz nie dostaniemy
ciekawych funkeji C'. Sklejajac wielomiany kwadratowe mozna dostaé¢ funkcje
klasy C'. Np. zadajac wartosci w dyskretnym zbiorze punktéw, za$ w jednym
punkcie dodatkowo zadajac pierwsza i druga pochodng otrzymany jednoznacz-
nie wyznaczong funkcje sklejana taka ze nieciagtosci drugiej pochodnej sa tylko
w zadanych punktach. Ogdlniej, z wielomianéw stopnia k+ 1 daje sie zbudowaé
funkcje C*. Niekiedy warto ostabi¢ warunek na gtadkosé, tak by dostaé¢ wicksza
swobode co np. moze pozwoli¢ na mniejsza norme H(s). Mozna zauwazy¢ ze
przestrzen wielomianéw stopnia [ ma wymiar [+ 1, za§ warunek C* w punkcie x;
daje k + 1 rownan na wspoétczynniki. Stad mozna pokazaé ze przestrzen takich
funkcji sklejanych ma wymiar m(l+1)—(m—1)(k+1) = (m—-1)({{—k)+1+ 1.

W przypadku wielowymiarowym sytuacja sie komplikuje. Jak moéwilismy
mamy zbiory spdjne bardziej skomplikowane niz przedzialty. Zwykle zaklada sie
ze dziedzina funkcji jest podzielona na w miare proste figury geometryczne jak
sympleksy czy kostki (na plaszczyznie trojkaty i kwadraty). Jak poprzednio
chcemy by funkcja na kazdym podzbiorze podziatu byta wielomianem stopnia
liC* w caloéci. Dlal = 1, k = 0 i podziatu na sympleksy dalej sytuacja jest
prosta: wielomian stopnia 1 jest jednoznacznie wyznaczony przez wartosci na
wierzchotkach sympleksu i dla zadanych wartosci istnieje doktadnie jeden wie-
lomian stopnia 1 z tymi warto$ciami w wierzchotkach. W efekcie, funkcja jest
jednoznacznie zadana przez wartoéci w wierzchotkach symplekséw i tak otrzy-
mana funkcja automatycznie jest ciagta (bo wartosci na wspolnych brzegach sie
zgadzaja). W podobny sprob mozna pokaza¢ ze wielomian stopnia 2 na tréj-



kacie jest jednoznacznie wyznczony przez wartosci w wierzchotkach tréokata i
w $rodkach bokow. A wiec zadajac wartoSci w wierzchotkach i srodkach bokow
otrzymamy ciagla funkcje sklejana. Jednakze, gdy chcemy uzyska¢ funkcje klasy
C"' to przy podziale na sympleksy wielomiany stopnia 1 czy 2 nie wystarcza by
uzyskaé¢ zadane wartosci w wierzchotkach.

Na plaszczyznie przy podziale na trojkaty prawie wystarcza wielomiany stop-
nia 3. Mianowicie mozna dowolnie zadaé¢ wartosci i pierwsze pochodne w wierz-
chotkach. To spowoduje ze wartosci na brzegowych odcinkach beda sie zgadzag.
Zgodnos¢ wartosSci na brzegowym odcinku oznacza ze pochodna w kierunku
stycznym to odcinka bedzie sie zgadza¢. By uzyska¢ C' potrzebowaliby$my
jeszcze zgodno$é pochodnych w kierynku normalnym. Jednakze mamy tylko
jeden dodatkowy parametr do dyspozycji, co ogélnie nie wystarcza. Jednakze,
wielomian stopnia 3 na tréjkacie jest jednoznacznie wyznaczony przez wartosci
i pierwsze pochodne w wierzchotkach oraz wartos¢ w srodku trojkata. Daje to
dogodng parametryzaje przestrzeni funkcji sklejanych z wielomianéw stopnia 3.

Uzywajac prostokaty mozna tworzy¢ funkcje w sposob produktowy. Biorac
po skltadowych wielomiany stopnia 3 dostaniemy w efekcie wielomian stopnia
6. Z takich kawalkéw mozna skleja¢ funkcje C' z zadanymi wartosciami w
wierzchotkach.

Powyzej mowilismy o kilku najprostszych przypadkach, w literaturze jest ich
troche wiece;j.

3.2 Bazy falkowe

W wielu problemach przydatne sa dobrze zlokalizowane przestrzennie i regularne
funkcje. Sa ograniczenia dla istnienia takich funkcji. Np. nie istniejg funkcje
analityczne o nognikach zwartych. W L? zasada nieoznaczonosci daje istotne
ograniczenie: im lepiej funkcja jest zlokalizowana przestrzennie, tym mniej jest
regularna. Z obliczeniowego punktu widzenia jest wygodne gdy nasze funkcje
tworza baze ortogonalna. W najprostszym przypadku funkcja i jej przesuniecia
datyby baze ortogonalng. Ale taki warunek jest zbyt klopotliwy. Jesli funkcja
jest dobrze zlokalizowana i regularna to naturalne jest uzycie dylatacji funkcji.
Prowadzi to do pojecia falki podstawowej i bazy falkowej. Doktadniej, powiemy
ze ¢ jest falka podstawowg jesli zestaw funkcji ¢; , zadany wzorem

pjn(x) =222 9z — k)

jest baza ortogonalng w L2. Istnienie bazy falkowej nie jest sprawa oczywista.
Prostym przykladem jest baza Haara: ¢(z) = —1 dla =z € (0,1/2), ¢(z) =1
dla z € (1/2,1) i ¢(z) = 0 poza tym. Latwo zobaczyé ze przesuniecia ¢ sa
ortogonalne. Calka z dowolnej dylatacji ¢ to zero. Dla j < 0 noénik ¢; 1 jest
odcinkiem o koricach bedacych catkowitymi wielokrotnoéciami 27 i ma dtugoéé
27, a wiec ¢ jest state na noéniku @k, czyli

(D, 0jk) = C/¢j,k =0
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a wiee ¢; 1 jest ortogonalne do ¢. To juz pozwala pokazaé¢ ze uklad ¢;; jest
ortogonalny. Dosé¢ tatwo mozna pokazaé ze funkcja o nosniku w (0, 1), majaca
catke 0 i stala na odcinkach postaci (k27!, (k + 1)27!) jest kombinacja liniowa
¢jk z 1 <j<0. Stad wynika ze uklad ¢; ; jest zupelny. Troche inny przyktad
mozna otrzymac nastepujaco. Niech I = (=27, 7)U (7, 27). Niech ¢(w) =1 dla
w € I i zero poza tym. ¢ definujemy wzorem

b= 1.

Ortogonalno$¢ i zupelnosé wystarczy pokazaé po stronie transformacji Fouriera.
Po stronie transformacji Fouriera przesuniecia catkowitoliczbowe przechodzg na
mnorzenie przez exp(ikw). Dylatacje pozostaja dylatacjami. Jako 7ze nosnik 1) to
I to nosniki dylatacji sa roztaczne i pokrywaja z dokladnoscia do zbioru miary
zero calg prosta. A wiec wystarczy pokazaé ze

exp(ikw)y

tworza baze ortogonalna w L2(I). Ale to jest standartowe twierdzenie o szere-
gach Fouriera.

Oba nasze przyklady sa dos¢ nieregularne. By dosta¢ bardziej regularny
przyklad potrzeba wiecej wysitku. Dobra konstrukcja bazuje na filtrach zwier-
ciadlanych (ang. quadrature mirror filter). Niech hj bedzie ciagiem skoriczonym
liczb rzeczywistych. Definujemy g = (—1)%h;_4 i

mo(w) = \% Z hi, exp(—ikw)

my(w) = \% ng exp(—ikw)
Powiemy ze hy zadaja filtr zwierciadlany jesli mo(0) =11
mo(@)[2 + i ()| = 1
Zauwazmy ze z okreslenia m wynika ze
m1(w) = — exp(—iw)mo(w + )

czyli tez
[mo(w)[? + [mo(w +m)[* = 1.

Dalej bedziemy zakladaé¢ ze dla |w| < 7 mamy mg(w) # 0.
Falke podstawiowa ¢ i funkcje skalujaca 1 definiujemy wzorami

Ow) = mi(27'w) [ mo(2-7w),

=2

d(w) = Hmo(Tjw)-

11



Z zalozenia mo(0) = 11 my jest gladkie, wiec
mo(277w) =14+ 0|27 wl)

a wiec nieskoniczone produkty wyzej sa zbiezne. Jako ze |mo(w)| < 11 |mq(w)] <
1+to .
[p(w)] <1

a wiec mnozenie transformacji Fouriera przez ¢ daje operator ograniczony na
L?. Oznaczmy

k
pr(w) = H mo(277w).
j=1

pr ma okres 28117 i dla k > 1 spelnia

Pr(w) = mo(27 w)pr—1(w).

A wiec
Qkﬂ 2k+lw
[ meira= [ P
— 2k 0
2k ok+ln
- / o) P + / o1 () P
0 2k

2kw ka
= / |pk(w)|2dw + / |p(w + 2k7r)|2dw
0 0
2kﬂ Qkﬂ
_ / 1m0 (2w [2pre_1 () 2 + / Imo (2w + 1) [2pe_1 (w + 257) 2w
0 0

- /0 ﬂ(|m0(2_kw)|2 + [mo (27 w + ) %) Ipr—1 (w)[*dw

2k
= [ )P
0

Indukcyjnie

2k 2m 2m
[ o= [ mPdo= [ jmo(2 i) Pde

—2kq —27 —27

s 27
:2/ Imo (@) 2des = 2/ o (w)[2des
0

= 2/ |mo(w)]? + |mo(w + m)|2dw = 27
0
Wynika stad ze
2k
[ li@Pde < 2n

—2km
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czyli tez
/w(w)ﬁdw < or

co oznacza ze 1 i ¢ sa w L?. Nasze zalozenia o mg implikujg ze dla |w| < 7
mamy 1 (w) # 0, czyli na przedziale [—, 7] modul ¢ (w) jest ograniczony z dotu.
Definujemy g (w) = pr(w) dla w € [—2F7, 2F7] i zero poza tym. Mamy wzor

h(w) = pr(w)i(2w)

co razem z oszacowaniem z dotu na ¥ (w) oznacza ze |qi(w)| jest ograniczone
przez wielokrotnosé [¢(w)|. A wiec na mocy twierdzenia Lebesque’a o zbieznosci
ograniczonej R

14 = qrllz> = 0

czyli R
19|22 = 2.

Jak wczesniej definujemy
V() = 279227z — k).
Mamy . R
Yok (w) = exp(—ikw)y.
Podobny rachunek jak wyzej pokazuje ze
2w

(1), exp(—ikw)e)) = / exp(ikw)|mo (2™ w)|?dw

—27
4
:/ exp(ikw)|mo (27 w)|?dw
0
2
:/ exp (k) (Imo (2~1w) |2 + [mo (2w + 7)[2)dew
0

27
:/ exp(ikw)dw =0
0

dla k # 0. A wiec 9 1, tworza uklad ortogonalny.
Rozwazajac produkt dla gZ; pokazujemy ze

2m
6l = [ @) = 2m

i podobnie jak dla 1, pokazujemy ze ¢q  tworza uklad ortogonalny.
Nastepnie

2w

(1), exp(—ikw)d) = [2 exp(ikw)mo(27  w)my (27 w)dw
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=2 /7T exp(i2kw)mo(w)mq (w)dw

—T

2m
= 2/0 exp(i2kw)mo(w)my (w)dw

= —2/0 ' exp(i2kw)mo(w) exp(iw)mg(w + 7)dw.

Jednakze )
/ exp(i2kw)mo(w) exp(iw)mo(w + 7)dw
= / exp(i2kw)mo(w + 7) exp(i(w + 7))mo(w + 27)dw
0
= —/ exp(i2kw)mg(w) exp(iw)mo(w + m)dw
0
Totez

2
—2/ exp(i2kw)mg(w) exp(iw)mo(w + m)dw = 0
0

czyli ¢o 1, sa ortogonalne do 1. Oznaczmy przez V; przestrzein rozpiety przez
;1 za$ przez W, przestrzen rozpieta przez ¢; . Mamy

Vo1 (W) = 2712 exp(—ikw/2) (27 w) = 272 exp(—ikw/2) ﬁ mo(2 7 w).
Jj=2

Dla f =), agtb—1,, mamy wiec

Flw)=27"29(27'w) Y~ ax exp(—ikw/2) = a2 w)h(27 w).
k

Jako ze mo(27'w) i m1 (27 w) sa kombinacjami liniowymi exp(—ikw/2) to ¢ €
V_1 and ¢ € V_;. Oznacza to ze Vo C V_y, czyli ogélniej V; C V; dla j > I.
Mamy tez ¢; 1 € Vj_1, co oznacza ze dla j > 1 ¢; ;. jest ortogonalne do ¢q j. Sto-
sujac dylatacje widzimy teraz ze ¢, tworza uklad ortogonalny. Chcieliby$my
jeszcze pokazaé zupelosé.

Dla fl, fg eV, maimy tez

(s fo) = / 01 (27 W) (27 w) (2 w) 2w

4
= [ a2 @ ) me(2 ) s
—4m

:/ ! a1(27 ' w)ae (27 w)dw.

—27

Wynika stad ze przeksztalcenie f +— @ utozsamia V_; z L*([—2m,27]). Przy
tym utozsamieniu V przechodzi na funkcje postaci mo(2~'w)a(w) z @ o okresie
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27. Podobnie W przechodzi na funkcje postaci m; (27 w)a(w) z a o okresie 27.
Niech P oznacza rzut ortogonalny z V; na Vy za$ @ rzut na Wy. W terminach a
mozna wyrazi¢ P nastepujaco: mnozymy a przez mo(2”'w), potem dodajemy
wartosci w w i w + 27 (co daje funkcje o okresie 27), potem mnozymy przez
mo(2~'w). Podobnie zapisuje si¢ @, tyle ze uzywamy m;. Obliczmy teraz P+Q.
Jesli a(w) =1, a(w + 27) =0, to w w dostaniemy

Imo(27 W) [? + [ (27 w)* = 1,
za§ w w + 27 dostaniemy
mo(27 w + m)mo(27 w) + mi (27w + )My (27 w)
= mo (27 wm)me (27 w) Fexp(—i(w/24) ) (2 wm+7) exp(iw/2)me (2 w)
=mo (27 w + 7)mo(27w) — Mo (27 w)me(2 7w + ) = 0.
A wiec P+ Q =1, czyli V_; = Vi & Wy. Teraz widaé¢ ze dla m <[ mamy
Vi1 =Wn&Wni @& oW, eV

czyli ¢; 1 z m < j < [ tworza baze ortogonalng dopelnia ortogonalnego V; w
Vin—1. Mozna tez pokazac ze | J; V; to cale L2, za$ N V; = {0} co ozncza ze nasz
uktad jest zupelny

Uzasadnili$my ze ¢ jest w L2. Jednakze, mozna pokazaé¢ wiecej. Mianowicie,
zaktadamy ze nasz filtr jest rzedu IV, tzn.

mo(w) = (1 + exp(iw))V f(w)
gdzie f jest gladkie i |f(w)| < B. Wtedy mamy
[($)(w)| < C(1 + |w|)~NHloa(B)/ loa(2)

tzn. dla dostatecznie duzego N — log(B)/log(2) nasze ¢ jest funkcja C*.
Przyktadem ciagu spetiajacego warunek wyzej z N =21 B = \/3/4 jest

ho = (1+V3)/(4V2),

h = (3+V3)/(4V2),
he = (3— V3)/(4V2),
hs = (1 - V3)/(4V2).

Nasz wzor na ¢ i ¢ mozna tez zapisa¢ w terminach splotu. Mianowicie definu-
jemy znakowang miary dyskretne p i v wzorami

w= %thék
v= %Z%(Sk
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Wtedy i = mg, ¥ = m;. Niech D, oznacza dylatacje miary, tzn.

1
Div=— )
t \/ﬁzgk kt

Wtedy

’lb = DQ—l/},*DQ—QIU,*DQ—S,LL*
zas

(;52 DQ—IV*DQ—ZM*DQ—BILL*

Stad wynika ze ¢ i ¥ maja nosniki zwarte. Mamy tez
DZ/(/) = p* wv

D2¢ =V * w
Dodatkowo, jesli

F= arix
o

to f mozna rozbi¢ na dwie czesdci: jedng ktéra jest podobna suma z j powiek-
szonym o 1 i druga gdzie tez j jest powigkszone o 1 a 1)j41 . jest zastapine przez
¢j+1,k- Mianowicie, f € Vj. Jak pokazaliSmy V; = W1 @ Vjy1. Rzut na V4
wyliczaliSmy nastepujaco. Mamy

f = a(2kw)d(2Fw).

By dosta¢ element V;;; mnozyl§my przez mo(2Fw), dodajemy wartosci w w
i w+ 7 po czym monozyli§my przez mg(2*w). Na poziomie wspotezynnikow
ostatnie mnozenie mozna poming¢ bo uzycie 141, automatycznie uwzglednia
czynnik mg(2*w). Dodanie wartosci w w i w -+ na poziomie wspétczynnikow to
po prostu pominiecie nieparzystych wspélczynnikéw Fouriera. Mnozenie przez
mo(2Fw) po stronie przestrzennej oznacza splot, czyli wspotczyniki b; rzutu na
Vi+1 dostajemy wzorem
bj = Z hn_gjan.
n

Komentarz: Bez sprezenia zespolonego byloby hoj_, co jest normalnym wzorem
na splot, ale wyzej uwzgledniliSmy sprzezenie. Ze wzgledu na skalowanie );
zniknat czynnik 1/+/2.

Podobnie wspoétczynniki ¢; rzutu na Wy, s3 dane wzorem

Cj = E 9n—250n.
n

Czyli to rozbicie wyliczamy w czasie liniowym, wykonujac operacje podobng do
splotu. Czlony z v (czyli b;) przetwarzamy rekursywnie. Jako ze ilo§¢ czlonéw
w sumie do rekursywnego przetwarzania maleje w przyblizeniu do polowy, to
caly algorytm jest asymptotycznie liniowy.

Wypadaltby by jeszcze powidzie¢ jak znalezé inne ciggi h. W tym celu za-
uwazmy ze wystarczy znalezé |mg|?. Mianowicie, |mg|?(w) jest postaci > ¢ exp(—kw)
z symetrycznymi rzeczywistymi cy, tzn. ¢ = c_j. Zachodzi lemat
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Lemat 3.1 Jesli A(w) = > ¢ exp(—ikw), ¢, = c—, Alw) > 0 dla rzeczywi-
stych w, i jedynym rzeczywistymi zerami A(w) sg w z exp(—iw) = —1, to ist-
niejg rzeczywiste hy, takie ze przy B(w) = Y, hi(exp(—ikw) dla rzeczywistych
w mamy

Aw) = |B(w)[?

Szkic dowodu: Zamiast exp(—iw) wygodnie jest rozpatrywaé zespolone z.
Rzeczywiste w) odpowiada |z| = 1. Jako B mozna wziag$¢ wielomian od z
(ujemne potegi elimunujemy mnozaé¢ przez potege z co nie zmienia modutu).
Piszemy

B(z) = cH(z — 2k)
k

Wtedy, uwzgledniajac ze dla |z| = 1 mamy 27! = z

Az) = A TJ( =z (7" = 2)
k

czyli aby znalez¢ B musimy wybraé¢ niektore z czynnikéow A. Jako ze A ma
symetryczne wspotezynniki, to jedli z jest pierwiatkiem A to réwniez z—! jest
pierwiastkiem A. A wiec by dosta¢ B spehiajace A(z) = |B(2)?> musimy
wybraé po jednym czynniku z kazdej pary zer z,z7'. Jedli z # 27! to jest to
mozliwe. Potencjanie klopotliwe jest z € {1,—1}. Lecz z zalozenia jedyne zero
A omodule 1toz = —1. Ale A ma parzysta ilo¢ zer, wiec zero w —1 ma parzysta
krotonosé, wiec mozna dodaé¢ do B czynnik z + 1 z krotnoscig podzielong przez
2.

Ale trzeba tez zagwarantowaé ze B ma wspoélczynniki rzeczywiste, tzn. wraz
kazdym zerem dodaé tez jego sprzezenie zespolone. Jako ze A ma rzeczywste
wspotczynniki to jesli z jest pierwiatkiem A to réwniez z jest pierwiastkiem
A. Czyli jedli |z| # 1 to zera A sa w czworkach i wybieramy do B pare zer
sprzezonych z czworki. Potencjalny klopot to zera z modutem réwnym 1, lecz

z zalozenia jedynym takim zerem jest z = —1, ktore jest rzeczywiste wiec nie
sprawia problemu. Zalozenie A(z) > 0 dla |z| = 1 oznacza ze czynnik staly ma
pierwiastek rzeczywisty. O

A wiec pozostaje poda¢ metode konstrukeji wielomianéw trygonometrycz-
nych ktére sa symetryczne, spetniaja

Alw) + Alw+7m) =1
i sa podzielne przez (1 + exp(iw))?V. Y. Meyer podal wzér

Alw)=1- c/ sin(t)?N ~lat
0

gdzie
B (2N —1)!
GRS
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Oczywiscie A jest wielomianem trygonometrycznym stopnia 2IN. Jako ze sinus
jest nieparzysty, to po scatkowaniu dostajemy funkcje parzysta. Zauwazmy ze
sin(t + 7) = —sin(t), czyli

/ sin(t)2N*1dt:—/ sin(t)?N~1at.
0 T

A wiec

Aw)+Alw+m)=2—c (/Ow sin(t)*V1at + /()LWr sin(t)ZNldt)

w T+w T
=2—c (/ sin(t)QN_ldt + / sin(t)QN_ldt + / sin(t)QN_ldt>
0 x o

=2-— c/ sin(t)*V1ldt = 1.
0

¢ wyzej jest dobrane wlasnie tak by mieé¢ ostatnig rownosé. Widac tez ze A(w) >
01i dla w = 7 mamy zero rzedu 2N:

T4w

A(w+7r):—c/

™

sin(t)*N " ldt = c/ sin(t)*V ~1at
0

co ma zero rzedu 2N bo sin()2V 1

rzad zera o 1.

ma zero rzedu 2N —1 a calkowanie powieksza
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