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1 Równania w postaci dywergencyjnej

Dla dodatnio okre±lonego operatora A rozwi¡zywanie równania równania Ax = b
jest równowa»ne minimalizacji formy

〈x, 1

2
Ax+ b〉

(w praktycznych sytuacjach cz¦sto pierwotnym problemem jest minimalizacja
wy»ej, a rozwi¡zanie równania ±rodkiem do celu). Je±li x wy»ej przebiega prze-
strze« niesko«czenie wymiarow¡ V to minimalizacja wygl¡da na trudny pro-
blem. Praktyczn¡ metod¡ przybli»onego rozwi¡zania problemu minimalizacji
jest u»ycie sko«czenie wymiarowej podprzestrzeni W ⊂ V . Je±li przestrze« W
jest dobrze dobrana to rozwi¡zanie w przestrzeni W b¦dzie bliskie rozwi¡zaniu
w V . Dla W problem sprowadza si¦ do wyznaczenia odpowiedniego operatora
sko«czenie wymiarowego i algebry liniowej (by¢ mo»e stosuj¡c metody które
omawiali±my dla równa« siatkowych).

Nieco ogólniejszy operator mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co

1

2
Ax = F (x)

gdzie F jest funkcj¡ nielinow¡. Konkreteniej, operator mo»e wygl¡da¢ nast¦pu-
j¡co:

Af = (−1)k
∑

|α|,|β|<k

∂α(aα,β∂
βf)

gdzie aα,β zale»¡ od wspóªrz¦dnej przestrzennej i dla ka»dego x tworz¡ macierz
dodatnio okre±lon¡. Je±li aα,β zale»¡ od f , to wtedy operator b¦dzie nieliniowy.
Ogólniej, mo»na rozpatrywa¢ operatory postaci

Af = (−1)k
∑
|α|≤k

∂αuα(f)
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gdzie uα zale»ny od f i pochodnych f do rz¦du k. Przy odpowienich zaªo»enich
nasz operator b¦dzie eliptyczny. Np. dla A wy»ej z aα,β jednostanie oszaco-
wanym z doªu zakªadaj¡c »e w A wyst¦puj¡ tyko czªony maksymalnego rz¦du
mamy

〈Af, f〉 = (−1)k
∑

|α|,|β|=k

〈∂α(aα,β∂
βf), f〉 =

∑
|α|,|β|=k

〈aα,β∂βf, ∂αf〉

(ten rachunek wymaga odpowiednich warunków brzegowych, pozwaj¡cych na
caªkowanie przez cz¦±ci). Dalej je±li aα,β jest jednostajnie oszacowane z doªu
(jako macierz dodatnio okre±lona) to

〈Af, f〉 ≥ c
∑
|α|=k

‖∂αf‖2L2 ≈ ‖f‖2H(k)

Je±li aα,β s¡ ograniczone z góry, to wtedy

|〈Af, g〉| ≤ C‖f‖H(k)‖g‖H(k)

A wi¦c zamiast równania
Af = b

mo»na rozpatrywa¢ równanie

〈Af, g〉 = 〈b, g〉.

Powiemy »e f ∈ H(k) jest sªabym rozwi¡zaniem równania Af = b wtedy i tylko
wtedy gdy równanie wy»ej jest by¢ speªnione dla dowolnego g ∈ H(k).

Komentarz: Powy»ej mo»na rozpatrywa¢ A jako operator z H(k) w H(−k).
Wtedy 〈·, ·〉 reprezentuje naturaln¡ dualno±¢ mi¦dzy przestrzeniamiH(k) iH(−k).
Dokªadniej, dla dowolnego k funkcje gªadkie o no±niku zwartym tworz¡ podzbiór
g¦sty w H(k). Na funkcjach gªadkich o no±niku zwartym mo»na rozpatrywa¢
zwykªy iloczyn skalarny na L2. Ten iloczyn skalarny rozszerza si¦ do ci¡gªej
formy liniowej wzgl¦dem pierwszego argumentu i antyliniowej wzgl¦dem dru-
giego argumentu na H(k) ×H(−k). Ta forma zadaje dualno±¢ mi¦dzy H(k) a
H(−k), tzn. ka»dy funkcjonaª linowy ci¡gªy φ na H(k) jest postaci

φ(u) = 〈u, v〉

dla odpowiedniego v ∈ H(−k). Ponadto ‖φ‖ = ‖v‖. Dla k > 0 przestrzenieH(−k)
mo»na by de�niowa¢ jako to dystrybucje które zadaj¡ ci¡gªe funkcjonaªy na
H(k) i de�niowa¢ norm¦ na H(−k) jako norm¦ funkcjonaªu na H(k). Dualno±¢
wy»ej jest bardzo po»yteczna bo wzory u»ywaj¡ce dualno±¢ 〈·, ·〉 s¡ znacznie
prostsze ni» wzory u»ywaj¡ce iloczyn skalarny na H(k).

Przy odpowiednich (do±¢ sªabych) zaªo»eniach mo»na pokaza¢ »e sªabe roz-
wi¡zania istniej¡ i s¡ jednoznaczne. Podamy tu jedynie niektóre z prostszych
wyników. Powiemy »e (ogólnie nieliniowy) operator T z przestrzeni Hilberta V
do V ′ (przestrzeni dualnej) jest monotoniczny je±li dla ka»dego u, v ∈ V mamy

<(〈T (u)− T (v), u− v〉) ≥ 0.
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Jesli dodatkowo istnieje m > 0 taki »e dla ka»dego u, v ∈ V zachodzi

<(〈T (u)− T (v), u− v〉) ≥ m‖u− v‖2

to powiemy »e T jest silnie monotoniczny.
Komentarz: Przy uto»samieniu V = V ′ operator dodatnio okre±lony jest mo-

notoniczny. Jednak»e, s¡ te» nieliniowe przykªady. W przypadku rzeczywistym
je±li a jest monotoniczn¡ funkcj¡ jednej zmiennej, to operator

T (u)(x) = a(u(x))

jest operatorem monotonicznym. Podobnie

T (u)(x) = ∂x1
(a(∂x1

u(x)))

jest operatorem monotonicznym.
Powiemy »e T jest Lipschitzowski na V ze staª¡M je±li dla ka»dego u, v ∈ V

mamy
‖T (u)− T (v)‖ ≤M‖u− v‖.

Lemat 1.1 Je±li T jest Lipschitzowski i silnie monotoniczny z przestrzeni Hil-
berta V do V ′ to dla ka»dego f ∈ V ′ równanie

Tu = f

ma jednoznaczne rozwi¡zanie

Dowód. Przestrze« Hilberta jest kanonicznie izomor�czna ze swoj¡ prze-
strzni¡ dualn¡, wi¦c mo»na przyj¡¢ H = H ′. Rozwa»my operator Aε zadany
wzorem

Aε(u) = u− ε(T (u)− f)

Mamy
‖Aε(u)−Aε(v)‖2 = ‖(u− v)− ε(T (u)− T (v))‖2

= ‖u− v‖2 − 2ε<(〈T (u)− T (v), u− v〉) + ε2‖T (u)− T (v)‖2

≤ ‖u− v‖2 − 2εm‖u− v‖2 + ε2M‖u− v‖2 = (1− 2εm+ ε2M)‖u− v‖2.
A wi¦c dla dostatecznie maªych ε > 0 operator Aε jest zw¦»aj¡cy i dlatego ma
dokªadnie jeden punkt staªy. Ale punkty staªe Aε to rozwi¡zania Tu = f . �

Lemat 1.2 (Laxa-Milgrama) Je±li A(u, v) jest form¡ liniow¡ w pierwszym ar-
gumencie, antyliniow¡ w drugim argumencie (tzn. A(u, λv) = λ̄A(u, v)), ogra-
niczon¡ i koercywn¡ tzn.

<(A(u, u)) ≥ m‖u‖2

na przestrzeni Hilberta V , to dla ka»dego ci¡gªego antyliniowego F na V istnieje
jednoznacznie wyznaczone u ∈ V takie »e dla ka»dego v ∈ V mamy

A(u, v) = F (v).
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Dowód. Przy ustalonym u ∈ V forma φu(v) = A(u, v) jest ci¡gª¡ form¡
antyliniow¡ na V , wi¦c istnieje jednoznacznie wyznaczone T (u) ∈ V takie »e

A(u, v) = 〈T (u), v〉.

T jest operatorem liniowym i ci¡gªym (na mocy ograniczono±ci A). Na mocy ko-
ercywno±ci A operator T jest monotoniczny. A wi¦c do T stosuje si¦ poprzedni
lemat. Je±li f ∈ V jest taki »e 〈f, v〉 = F (v) to u z poprzedniego lematu daje
rozwi¡zanie. �

2 Metoda elementów sko«czonych

Metoda elementów sko«czonych polega na szukaniu przybli»onych rozwi¡za« w
przestrzeni funkcji sklejanych. Dokªadniej, dla konkretno±ci rozwa»amy

T (u) =
∑
|α|≤k

∂αaα(u).

gdzie aα zale»¡ od wspóªrz¦dnej przestrzennej x i od pochodnych u do rz¦du k
wª¡cznie. Przy naturalnym zaªo»eniu

‖aα(u)‖L2 ≤ Cα‖u‖H(k)

operator T odwzorowuje H(k) w H(−k) (pochodne rz¦du mniejszego i równego
α daj¡ operatory ograniczone z L2 w H(−k)). Nasz¡ przestrzeni¡ Hilberta jest
H(k). Zakªadamy »e T jest operatorem monotonicznym. Dla problemu

T (u) = f

rozpatrujemy podprzestrze« W ⊂ V . Rzutowanie PW z V ′ na W ′ de�nujemu
jako obci¦cie funkcjonaªu do przestrzeni W . Niech TW = PWT . Je±li T jest
monotoniczny lub ±ci±le monotoniczny to TW ma t¡ sam¡ wªasno±¢, bo dla
u, v ∈W mamy

〈TW (u)− TW (v), u− v〉 = 〈PW (T (u)− T (v)), u− v〉 = 〈T (u)− T (v), u− v〉

gdzie PW mo»emy pomin¡¢ bo u−v ∈W . Podobnie, je±li T jest Lipschitzowski
ze staª¡ M to TW jest Lipschitzowski ze staª¡ nie przekraczaj¡c¡ M . A wi¦c
lemat o istnieniu i jednoznaczno±ci dziaªa dla TW , czyli istnieje jednoznaczne
uW takie »e

TW (uW ) = PW f.

Chcieliby±my oszacowa¢ bª¡d spowodowany przez u»ycie uW . Zauwa»my
najpierw »e je±li u jest dokªadnym rozwi¡zaniem to dla ka»dego v ∈W mamy

〈T (u)− T (uW ), v〉 = 0.
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Mianowicie, dla ka»dego v ∈ V mamy

〈T (u), v〉 = 〈f, v〉

dla ka»dego v ∈W mamy
〈T (u), v〉 = 〈f, v〉

i nasz¡ równo±¢ otrzymujemy odejmuj¡c dwie równo±ci wy»ej.
Je±li T jest operatorem dodatnio okre±lonym oznacza to »e uW jest najlep-

szym przybli»eniem do u w normie wyznaczonej przez T . Tzn. de�niuj¡c

〈u, v〉T = 〈Tu, v〉

dostajemy nowy iloczyn skalarny na V i w tym iloczynie skalarnym uW jest
rzutem ortogonalnym u na W . Czyli

‖u− uW ‖T = min
v∈W
‖u− v‖T .

Ogólniej mamy

Lemat 2.1

‖u− uW ‖ ≤
M

m
min
v∈W
‖u− v‖

gdzie M jest staª¡ Lipschitza dla T za± m jest staª¡ koercywno±ci.

Komentarz: Lemat u»ywa norm¦ na V która zwykle jest ró»na ni» ‖ · ‖T .
Dowód: Jak zauwa»yli±my wy»ej, dla v ∈W mamy

〈T (u)− T (uW ), uW − v〉 = 0.

Teraz

m‖u− uW ‖2 ≤ 〈T (u)− T (uW ), u− uW 〉 = 〈T (u)− T (uW ), u− v〉

≤ ‖T (u)− T (uW )‖‖u− v‖ ≤M‖u− uW ‖‖u− v‖.

A wi¦c

‖u− uW ‖ ≤
M

m
‖u− v‖.

Bior¡c minimum prawej strony dostajemy wynik. �

Teraz naturalne jest pytanie jak maªe mo»e by¢ ‖u − v‖? Podstawowym
parametrem jest wielko±¢ podziaªu, dalej przez h b¦dziemy oznacza¢ maksimum
±rednic komórek podziaªu. Chcieliby±my otrzyma¢ oszacowanie typu

(1) min
v∈W
‖u− v‖H(l) ≤ Ck,lhk−l‖u‖H(k).

Wymaga to u»ycia wielominów dostatecznie wysokiego stopnia: ªatwo zoba-
czy¢ »e potrzebne s¡ wielomiany stopnia co najmniej k − 1. S¡ te» subtelno±ci
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zwi¡zane z warunkami brzegowymi i przynale»no±ci¡ funkcji sklejanych do wªa-
±ciwego H(l). Zauwa»my »e je±li funkcja sklejana jest ci¡gªa to ma jedn¡ sªab¡
pochodn¡ która jest lokalnie ograniczona, a wi¦c w obszarze ograniczonym na-
le»y ona do H(1). Je±li funkcja sklejana ma skok na ±ciance wymiaru n − 1,
to taka funkcja nie nale»y do H(1). Ogólniej, je±li funkcja sklejana jest Ck to
nale»y do H(k + 1), za± nieci¡gªo±¢ k-tej pochodnej na ±ciance wymiaru n − 1
wyklucza przynale»no±¢ do H(k+1). Dla równa« rz¦du 2 wystarcza nam H(1),
czyli ci¡gªe funkcje sklejane, dla równa« rz¦du 4 potrzebujemy H(2), czyli funk-
cje sklejane klasy C1, ogólniej Ck−1 dla równa« rz¦du 2k.

Je±li brzeg jest krzywoliniowy, a brzegi naszych komórek s¡ prostoliniowe (za-
warte w hiperpªaszczy¹nie kowymiaru 1) to odlegªo±¢ brzegu obszaru do brzegu
najbli»szej komórki mo»e by¢ rz¦du h2. Przy zerowych warunkach brzegowych
na brzegu obszaru i na brzegowych komórkach podziaªu mo»e to da¢ bª¡d mak-
symalmy (L∞) rz¦du h2. Bª¡d w przestrzeni H(k) b¦dzie nieco mniejszy, ale
dla l = 0 (czy te» l = 1) i k = 3 bª¡d przy brzegu spowoduje »e oszacowania
(1) nie da si¦ osi¡gn¡¢ (dla k = 2 bª¡d przy brzegu nie wyklucza (1)). Mo»liwe
rozwi¡zania:

• u»y¢ k = 2

• zag¦±ci¢ podziaª przy brzegu

• u»y¢ komórki z brzegiem krzywoliniowym

• u»y¢ zamian¦ zmiennych by wyprostowa¢ brzeg

Warto tu wspomnie¢ »e w przypadku gdy l > 1 i brzeg sumy komórek nie
pokrywa si¦ z brzegiem obszaru to norm¦ H(l) w (1) liczymy po sumie komórek
(na wi¦kszym zbiorze mo»emy mie¢ nieci¡gªo±¢ pierwszej pochodnej uW ).

Nasze podstawowe oszcowanie dla operatora rz¦du 2l byªo w normie H(l).
A wi¦c zakªadaj¡c »e zachodz¡ Lemat 2.1, oszacowanie (1) i »e dokªadne roz-
wi¡zanie jest w H(k) mamy

‖u− uW ‖H(l) = O(hk−l)

Dla liniowego dodatnio okre±lonego T , przy zaªo»eniu »e norma H(2) rozwi¡-
zania szacuje si¦ przez wielokrotno±¢ normy L2 prawej strony mo»na pokaza¢ »e
norma L2 bª¦du jest istotnie mniejsza. Mianowicie, niech w b¦dzie rozwi¡zaniem
równania z praw¡ stron¡ u− uW

Tw = u− uW .

Z zaªo»enia
‖w‖H(2) ≤ C1‖u− uW ‖L2 .

Mamy
‖u− uW ‖2L2 = 〈u− uW , u− uW 〉 = 〈u− uW , Tw〉

= 〈T (u)− T (uW ), w〉.
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Na mocy wªasno±ci rozwi¡za« sªabych, dla dowolnego v ∈W mamy

〈T (u)− T (uW ), v〉 = 0.

A wi¦c
‖u− uW ‖2L2 = 〈T (u)− T (uW ), w − v〉

≤ ‖T (u)− T (uW )‖H(−1)‖w − v‖H1

≤M‖u− uW ‖H(1)C2h‖w‖H(2)

≤MC3h
k−1‖u‖H(k)C2hC1‖u− uW ‖L2

= C4h
k‖u‖H(k)‖u− uW ‖L2 .

Czyli
‖u− uW ‖L2 ≤ C4h

k‖u‖H(k).

3 O implementacji metody elementów sko«czo-

nych

B¦dziemy zakªada¢ »e Ω =
∑k
j=1 Ωj gdzie Ωj s¡ prostymi zbiorami takimi jak

odcinki, trójk¡ty (sympleksy w wy»szym wymiarze), albo kwadraty (kostki w
wy»szym wymiarze). W praktyce, by obsªu»y¢ zakrzywiony brzeg nale»aªoby
wzi¡±¢ obraz powy»szego zbioru przez odpowiednie odwzorowanie, dla uprosz-
czenia notacji pominiemy to. Zakªadamy przekrój Ωj ∩Ωk albo jest pusty, albo
jest wspóln¡ sciank¡ ni»szego wymiary (czyli wn¦trza Ωj s¡ rozª¡czne).

3.1 W¦zªy i funkcjonaªy w¦zªowe

Potrzebujemy w miar¦ wygodn¡ baz¦ dla przestrzeni funkcji sklejanych. Ro-
bimy to reprezentuj¡c wielomiany przez warto±ci ich i pochodnych w punktach.
Dokªadniej, zakªadamy te» »e zadane s¡ w¦zªy x1, . . . , xm ∈ Ω. Wielomian na
Ωj chcemy reprezentowa¢ przez warto±ci i pochodne w punktach xk takich »e
xk ∈ Ωj . W najprostszym przypadku mamy reprezentacj¦ przez warto±ci w
punktach. Jak ju» powiedzieli±my, wielomian liniowy jest jednoznacznie zadany
przez warto±ci w wierzchoªkach trójk¡ta (ogólniej przez warto±ci w wierzchoª-
kach sympleksu). A wi¦c je±li Ωj tworz¡ triangulacj¦ Ω za± xk s¡ wierzchoªkami
triangulacji i u»ywamy przybli»enie liniowe to elementW jest jednoznacznie wy-
znaczony przez warto±ci w punktach xk. Podobnie, wielomian kwartatowy jest
jednoznacznie wyznaczony przez warto±ci w wierzchoªkach i ±rodkach boków.
Podobna reprezenatcja u»ywaj¡ca wi¦kszej ilo±ci punktów dziaªa dla wielomia-
nów wy»szych stopni i w wy»szych wymiarach. Warto±¢ w punkcie jest funkcjo-
naªem liniowym na W , je±li u»ywamy reprezentacj¦ przez warto±ci w punktach
to odpowiednie funkcjonaªy nazywamy funkcjonaªami w¦zªowymi.
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Na rysunku ilustrujemy rozmieszczenie punktów w¦zªowych dla wielomianów
stopnia 3 na trójk¡cie.

Mo»na te» u»ywa¢ warto±ci pochodnych jako funkcjonaªów w¦zªowych. Dla
wielomianów stopnia 3 na trójk¡cie mo»na u»y¢ warto±ci i warto±ci pierwszych
pochodnych w ±rodkach boków i dodatkowo warto±¢ w ±rodku trójk¡ta. Niestety,
odpowiednia funkcja sklejana dalej mo»e mie¢ nieci¡gª¡ pochodn¡ bo pochodne
w kieronku normalnym do boków nie musz¡ si¦ zgadza¢. Jednak»e, u»ywa-
j¡c pochodne jako funkcjonaªy w¦zªowe zmniejszamy wymiar przestrzeni W , co
zwykle jest korzystne. Mianowicie, w typowej triangulacji z M wierzchoªkami
mamy w przybli»eniu 2M trójk¡tów i 3M kraw¦dzi. Reprezentacja stopnia 3
przez warto±ci w punktach ma w przybli»eniu M punktów w¦zªowych w wierz-
choªkach, 2 · 3M = 6M punktów w¦zªowych na kraw¦dziach i 2M punktów
w¦zªowych w ±rodkach trójk¡tów, co daje ª¡cznie wymiar 9M . Reprezentacja
przez pochodne w wierzchoªkach ma 3M funkcjonaªów w wierzchoªkach (war-
to±¢ i dwie pochodne na wierzchoªek) i w przybli»eniu 2M na warto±ci w ±rodku
trójk¡ta, razem 5M .

Do uzyskania C1 potrzebujemy co najmniej stopie« 5. Do wyznaczenia wie-
lomianu stopnia 5 wystarcza zadanie pochodnych do rz¦du 2 w wierzchoªkach i
pochodnych normalnych w ±rodkach boków. To gwarantuje zgodno±¢ wielomia-
nów na wspólnych bokach i zgodno±¢ pochodnych normalnych do boków, czyli
ci¡gªo±¢ pochodnych.
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Na rysunku pokazujemy odpowiednie punkty w¦zªowe. Punkty z powójnymi
kóªkami reprezentuj¡ warto±ci i pochodne do rz¦du 2. Strzaªki reprezentuj¡
pochodne normalne.

Przy u»yciu wielomianów stopnia 5 jak wy»ej potrzebujemy 6 wspóªczyn-
ników na wierzchoªek triangulacji i po jednym na ±rodek krawi¦dzi, czyli w
przybli»eniu przyM wierzchoªkach potrzebujemy 6M wspóªczynników w wierz-
choªkach i 3M na ±rodkach kraw¦dzi, razem 9M , a wi¦c porównywalnie do
reprezentacji przez warto±ci w punktach dla stopnia 3. Oczywi±cie, stosunkowo
maªa ilo±¢ wspóªczynników wynika z tego »e warunek C1 wprowadza zale»no±ci
mi¦dzy wspóªczynnikami na s¡siednich trójk¡tach.

W przypadku kwadratów (czy kostek) naturalne s¡ elementy produktowe.
Na odcinku wielomian stopnia 3 jest wyznaczony przez warto±ci i pierwsze po-
chodne na ko«cach. Odpewiednie wielomiany na kwadracie maj¡ stopie« 3
wzgl¦dem kazdej zmeiennej z osobna, ale ª¡czny stopie« wynosi 6. Taki wie-
lomian jest wyznaczony przez 4 wspóªczynniki w ka»dym wierzchoªku: war-
to±¢, dwie pierwsze pochodne i drug¡ pochodn¡ mieszan¡. Przy podziale liczba
kwadratów jest w przybli»eniu równa liczbie wierzchoªków, a wi¦c wymiar od-
powiedniej przestrzeni na M wierzchoªkach to 4M . Przy tym otrzymujemy
funkcje klasy C1. Podobn¡ konstrukcj¦ mo»na przeprowadzi¢ dla wielomianów
stopnia 5 wzgl¦dem ka»dej zmiennej. Teraz trzeba 9 wspóªczynników w ka»-
dym wierzchoªku, wymiar przestrzemi w przybli»eniu wynosi wi¦c 9M dla M
wierzchoªków. Otrzymujemy funkcje klasy C2.

3.2 Macierz ukªadu

W sªabym sformuªowaniu rozwi¡zujemy równanie

〈Tu, v〉 = 〈f, v〉.
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Dla uproszczenia zakªadaj¡c »e operator jest rz¦du 2 i liniowy mo»emy napisa¢:

Tu =
∑
k,l

∂k(ak,l∂lu) +
∑
k

ak∂ku+ a0u

(teoretycznie mog¡ te» by¢ czªony typu ∂l(blu) ale dla nas nie wprowadzaj¡ one
istotnej zmiany). Dla uproszczenia b¦dziemy te» zakªada¢ »e nasze przestrzenie
Hilberta s¡ rzeczywiste, tak »e pominiemy sprz¦»enia zespolone. Caªkuj¡c przez
cz¦±ci dostaniemy

〈Tu, v〉 = −
∑
k,l

〈ak,l∂lu, ∂kv〉+
∑
k

〈ak∂ku, v〉+ 〈a0u, v〉

Zakªadaj¡c jak poprzednio »e Ω =
∑
j Ωj , »e wn¦trza Ωj s¡ rozª¡czne za± brzegi

maj¡ miar¦ 0 mo»emy napisa¢

〈ak,l∂lu, ∂kv〉 =

∫
Ω

ak,l(x)∂lu(x)∂kv(x)dx =
∑
j

∫
Ωj

ak,l(x)∂lu(x)∂kv(x)dx.

Zauwa»my »e dla u, v ∈W pojedyncze wyra»enie∫
Ωj

ak,l(x)∂lu(x)∂kv(x)dx

zwiera caªk¦ z wielomianu ∂lu(x)∂kv(x) razy wspóªczynnik ak,l po prostym zbio-
rze Ωj . Dla ak,l które jest staªe czy ogólniej jest wielomianem te caªki s¡ ªatwe
do dokªadnego oblicznia. W innych przypadkach mo»na jej przybli»a¢ (np.
przybli»aj¡c ak,l wielomianem) lub oblicza¢ numerycznie. Jak powiedzieli±my
elementyW reprezentujemy przez warto±ci funkcjonaªów w¦zªowych φm. Na Ωj
mo»emy znale¹¢ odpowiedni¡ baz¦ dualn¡ tak »e

v|Ωj
=

∑
φm(v)ηm,j .

Wy»ej dla uproszcznia notacji u»ywamy peªny zestaw funkcjonaªów w¦zªowych,
je±li φm(v) jest niepotrzebne na Ωj to po prostu przyjmujemy »e ηm,j = 0. Do
bazy zaliczamy tylko niezerowe ηm,j .

Piszemy teraz

Aj,k,l,m,n =

∫
Ωj

ak,l(x)∂lηm,j∂kηn,jdx

Podobnie piszemy

Aj,k,m,n =

∫
Ωj

ak(x)∂lηm,jηn,jdx,

Aj,m,n =

∫
Ωj

a0(x)ηm,jηn,jdx,

Bj,m,n = −
∑
k,l

Aj,k,l,m,n +
∑
k

Aj,k,m,n +Aj,m,n

10



i
Bm,n =

∑
j

Bj,m,n.

Macierz B wy»ej nazywamy macierz¡ ukªadu (w angielskiej literaturze jest te»
nazwa sti�ness matrix). Skoro

u|Ωj =
∑

φmηm,j

to

−
∑
k,l

∫
Ωj

ak,l(x)∂lu(x)∂kv(x)dx+
∑
k

∫
Ωj

ak(x)∂ku(x)v(x)dx

+

∫
Ωj

a0u(x)v(x)dx =
∑
m,n

Bj,m,nφm(u)φn(v)

A wi¦c

〈Tu, v〉 =
∑
m,n

Bm,nφm(u)φn(v)

czyli macierz B faktycznie reprezentuje nasz operator gdy reprezentujemy funk-
cje przez warto±ci funkcjonaªów w¦zªowych. W praktyce liczba komórk podziaªu
jest du»a w stosunku do wymiaru u»ywanej przez nas przestrzeni wielomianów
na Ωj . Powoduje to »e macierz B jest macierz¡ rzadk¡, cho¢ proporcja niezero-
wych elementów jest wi¦ksza ni» w macierzach które pojawiaj¡ si¦ przy prostych
przybli»eniach ró»nicowych.

Przy programowaniu metody elementów sko«czonych trzeba wybra¢ repre-
zentacj¦ macierzy B. Nie zawsze warto jawnie tworzy¢ macierz B. Typowe
algorytmy iteracyjne potrzebuj¡ tylko oblicza¢ produkty Bu dla u ∈ W . Lecz
do tego wystarczaj¡ Bj,m,n. Zauwa»my »e przy ustalonym j niezerowe elementy
Bj,m,n tworz¡ stosunkowo maª¡ macierz Bj . Warto±¢ Bu mo»na oblicza¢ jako

Bu =
∑
j

Bju.

Oczywi±cie ª¡czna liczba niezerowych elementów macierzy Bj jest wi¦ksza lub
równa ilo±ci niezerowych elementów macierzy B. Lecz dla macierzy rzadkich
trzeba te» pami¦ta¢ poªo»enie niezerowych elementów. Dla macierzy Bj wy-
starcza odpowiednio±¢ mi¦dzy wspóªrz¦dymi u a wspóªrz¦dnymi na Ωj . Je±li
Ωj jest trójk¡tem i u»ywamy wielomiany stopnia 3 to wymiar przerzeni wie-
lomianów to 10. Czyli dla ustalonego j wystarcza 10 liczb by opisa¢ zwi¡zek
elementów Bj (któr¡ mo»na reprezentowa¢ w sposób g¦sty) z wspóªrz¦dnymi u.
Dla macierzy B takich liczb trzeba wi¦cej. Dokªadniej, dla pojedynczego trój-
k¡ta macierz Bj ma 10 · 10 = 100 elementów. Macierz B ma w przybli»eniu 76
elementów na trójk¡t czyli tworz¡c B ze 100 elementów oszcz¦dzimy 24. Lecz
przy prostej reprezentacji ka»dy element B wymaga informacj¦ o poªo»eniu,
tzn. dodatkow¡ liczb¦ caªkowit¡. 76 − 10 = 66 liczb caªkowitych zwykle zaj-
muje wi¦cej miejsca ni» 24 liczby zmiennopozycyjne, wi¦c nie tworz¡c macierzy
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B oszcz¦dzimy pami¦¢. Przy mno»eniu, mno»¡c przez Bj musimy wykona¢ 10
indeksowanych dost¦pów do pami¦ci by wybra¢ potrzebne wspóªrz¦dne, samo
mno»enie przez Bj mo»emy wykona¢ w miar¦ szybk¡ procedur¡ dla peªnych
macierzy, po czym u»y¢ 10 indesowancych dost¦pów by uaktualni¢ skªadowe
wyniku. Przy najprostszej rzadkiej reprezentacji B ka»de mno»enie przez ele-
ment B prowadzi do indeksowanego dost¦pu do pami¦ci. A wi¦c koszt iloczynu
Bu przy rzadkiej reprezentacji B mo»e by¢ wy»szy od kosztu mno»enia przy
niejawnej reprezentacji za pomoc¡ Bj .

Uwaga: U»ywaj¡c macierz B musimy opowiednio reprezentowa¢ f . Chodzi o
to »e gdy u»ywamy funkcjonaªy w¦zªowe jako wspóªrz¦dne to iloczyn skalarny we
wspóªrz¦dnych zwykle nie pokrywa si¦ z iloczynem skalarnym w L2. Dostaniemy
macierze

Cj,m,n =

∫
Ωj

ηm,jηn,j

i
Cm,n =

∑
j

Cj,m,n.

Wtedy

〈f, v〉 =
∑
n,m

Cm,nφm(f)φn(v) =
∑
n

fnφn(v)

gdzie

fn =
∑
m

Cm,nφm(f).

Przykªad: Dla T = −∂2
x na odcinku i funkcji sklejanych stopnia 2 repre-

zentowanych przez warto±ci w punktach macierz Bj na odcinku jednostkowym
to

1

3

 7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7

 .
Macierz Cj to

1

15

 2 1 −1
1 8 1
−1 1 2

 .
3.3 Rozwi¡zywanie macierzy ukªadu

Metody rozwi¡zywania macierzy ukªadu s¡ podobne do metod u»ywanych dla
przybli»e« ró»nicowych. W najprostszym przypadku równanie Bu = f mo»na
rozwi¡zywa¢ bezpo±rednio korzystaj¡c z algorytmów dla macierzy rzadkich.
Niekiedy, szczególnie dla maªych lecz nieregularnych problemów mo»e to by¢
preferowana metoda. Mo»na stosowa¢ metody iteracyjne (np. z przyspiesza-
niem Czebyszewa czy metod¦ sprz¦»onych gradientów). Mo»na te» stosowa¢
metody wielosiatkowe. Ze wzgl¦du na to »e w metodzie elementów sko«czonych
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macierze nie s¡ tak rzadkie jak przy przybli»eniach ró»nicowych, metody bezpo-
±rednie mog¡ by¢ przydatne dla nieco wi¦kszych problemów. Warto te» zauwa-
»y¢ »e przy metodach bezpo±rednich gªówny koszt to rozkªad LU , co oznacza
»e wielokrotne rozwi¡zywanie ukªadu z ró»nymi prawymi stronami jest niewiele
bardziej kosztowne od rozwi¡zania pojedynczego ukªadu. To zjawisko oznacza
»e mo»e by¢ atrakcyjna metoda dwu siatek: na mniejszej stosujemy metod¡
bezpo±redni¡, na wi¦kszej iteracj¦, której du»y krok najpierw rozwi¡zuje pro-
blem na mniejszej siatce, potem ograniczona liczba iteracji na wi¦kszej siatce
poprawia rozwi¡zanie. Jest to uproszczona wersja metody wielosiatkowej. W
porównaniu do metody bezpo±redniej rozkªad LU na mniejszej siatce jest du»o
ta«szy ni» na peªnej siatce. Dzi¦ki temu »e rozkªad LU obliczamy tylko raz u»y-
cie metody bezpo±redniej na mniejszej siatce mo»e by¢ ta«sze od wielokrotnego
stosowania metody iteracyjnej (co ma miejce w peªnej metodzie wielosiatkowej).

3.4 Mody�kacje

Dotychczas zakªadali±my »e warunki brzegowe s¡ speªnione dokªadnie i »e W ⊂
H(k). Jednak»e, zapisuj¡c form¦ dwuliniow¡ odpowiadaj¡c¡ naszemu operato-
rowi jako

〈Tu, v〉
∑
j

∫
Ωj

∑
|α|≤k

aα(u)∂αv

widzimy »e ma ona naturalne rozszerzenia na funkcje sklajane u, nawet je±li u /∈
H(k). Je±li u /∈ H(k) to caªkowanie przez cz¦±ci wprowadza wyrazy brzegowe
na brzegach Ωj i mo»na by si¦ obawia¢ znacznej utraty dokªadno±ci. Okazuje si¦
»e wyrazy brzegowe nie musz¡ by¢ dokªadnie 0, wystarczy »e s¡ maªe. Wyrazy
brzegowe b¦d¡ maªe gdy warto±ci u i pochodnych b¦d¡ si¦ zgadza¢ w niektórych
punktach brzegu.

Dlaczego takie podej±cie si¦ przydaje? Daje ono wi¦ksz¡ swobod¦ by speªni¢
dodatkowe warunki jak np. zasady zachowania. �atwiej buduje si¦ przestrzenie
dla operatorów wy»szego rz¦du. �atwiej te» uwzgl¦dnia si¦ zakrzywiony brzeg.

Istotn¡ zalet¡ metody elementów sko«czonych jest mo»liwo±¢ rozwi¡zywania
operatorów z nieci¡gªymi wspóªczynnikami. Dokªadniej, interesuj¡ nas opera-
tory ze wspóªczynnikami maj¡cymi skoki. Np. mamy pªyt¦ skªadaj¡c¡ si¦ z
cz¦sci wykonanych z ró»nych meteriaªów które maj¡ ró»ne parametry. W ta-
kim wypadku oczekujemy »e skok wspóªczynnika oznacza mniejsz¡ regularno±¢
rozwi¡zania, np. skok pochodnej. Naturalne podej±cie dobiera Ωj tak by skoki
wspóªczynników byªy na brzegach Ωj . Przy skoku wspóªczynnika nie nakªadamy
warunku ci¡gªo±ci na pochodne (cho¢ mo»e si¦ pojawi¢ warunek zgodno±ci ró»ny
od ci¡gªo±ci pochodnej).

Je±li oczekujemy »e rozwi¡zanie jest w niektórych miejscach mniej regularne
to ma sens zastosowanie g¦stszego podziaªu w tym miejscu. Je±li mamy szaco-
wanie bª¦du to mo»na adaptacyjnie (automatycznie) zag¦szcza¢ podziaª.

Wcze±niej gªównym sposobem osi¡gni¦cia zbie»no±ci byªo zag¦szczanie siatki
(podziaªu). Jednak»e mo»na te» podwy»sza¢ stopie« wielomianu. W niskich wy-
miarach cz¦sto daje to wi¦ksz¡ dokªadno±¢ ni» zag¦szczanie podziaªu. Miano-
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wicie, je±li dokªadne rozwi¡zanie jest bardzo regularne to podwy»szanie stopnia
mo»e da¢ wykªadnicze malenie bª¦du, czyli metod¦ niesko«czonego rz¦du.

Warunek dodatniej okre±lono±ci czy monotoniczno±ci mo»e by¢ ogranicza-
j¡cy. Jednym ze sposobów by go uzyska¢ jest zast¡pienie operatora liniowego
A przez A∗A. Oznacza to podwojenie rz¦du operatora, co zwykle jest nieko-
rzystne. Lecz dla operatora A rz¦du 1 dostajemy A∗A rz¦du 2 co cz¦sto daje
dobry efekt. Przy tym czasami operatory wy»szego rz¦du daje si¦ zast¡pi¢ przez
systemy rz¦du 1.
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