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1 Roéwnania w postaci dywergencyjnej

Dla dodatnio okre§lonego operatora A rozwigzywanie rownania réwnania Az = b
jest rownowazne minimalizacji formy

(x, %A:v +b)

(w praktycznych sytuacjach czesto pierwotnym problemem jest minimalizacja
wyzej, a rozwigzanie rownania $rodkiem do celu). Jesli z wyzej przebiega prze-
strzen nieskonczenie wymiarowa V to minimalizacja wyglada na trudny pro-
blem. Praktyczng metoda przyblizonego rozwigzania problemu minimalizacji
jest uzycie skonczenie wymiarowej podprzestrzeni W C V. Je§li przestrzen W
jest dobrze dobrana to rozwiazanie w przestrzeni W bedzie bliskie rozwiazaniu
w V. Dla W problem sprowadza sie do wyznaczenia odpowiedniego operatora
skoriczenie wymiarowego i algebry liniowej (by¢ moze stosujac metody ktore
omawialiSmy dla rownan siatkowych).
Nieco ogdélniejszy operator moze wyglada¢ nastepujaco

%Az = F(x)

gdzie F jest funkcja nielinows. Konkreteniej, operator moze wygladaé nastepu-
jaco:
Af =(=1DF > 0%(aapd”f)
leel, 181 <k
gdzie a, g zalezg od wspolrzedne] przestrzennej i dla kazdego = tworzg macierz

dodatnio okreslona. Jesli a, g zaleza od f, to wtedy operator bedzie nieliniowy.
Ogoélniej, mozna rozpatrywaé operatory postaci

Af =(=D)% >~ 0%ua(f)

|| <K



gdzie u,, zalezny od f i pochodnych f do rzedu k. Przy odpowienich zatozenich
nasz operator bedzie eliptyczny. Np. dla A wyzej z a,,g jednostanie oszaco-
wanym z dotu zaktadajac ze w A wystepuja tyko czltony maksymalnego rzedu
mamy

(A, Y= (D% Y7 (0000’ 1), /)= D (aa,p0°f,0°f)
lal,|8|=Fk lal,|8|=k

(ten rachunek wymaga odpowiednich warunkoéw brzegowych, pozwajacych na
calkowanie przez czesci). Dalej jesli aq g jest jednostajnie oszacowane z dotu
(jako macierz dodatnio okreslona) to

(AL Z e Y 10T ~ /I

la|=k

Jedli aq,p s ograniczone z gory, to wtedy

(AL, ) < Cllfll gl z e

A wiec zamiast rownania
Af=5b

mozna rozpatrywaé réwnanie

(Af,g) = (b, 9).

Powiemy ze f € H(k) jest stabym rozwigzaniem rownania Af = b wtedy i tylko
wtedy gdy réwnanie wyzej jest by¢ spelnione dla dowolnego g € H(k).

Komentarz: Powyzej mozna rozpatrywaé¢ A jako operator z H(k) w H(—k).
Wtedy (-, -) reprezentuje naturalng dualnos¢ miedzy przestrzeniami H (k)i H(—k).
Doktadniej, dla dowolnego k funkcje gltadkie o no§niku zwartym tworza podzbiér
gesty w H(k). Na funkcjach gtadkich o nos$niku zwartym mozna rozpatrywaé
zwykty iloczyn skalarny na L2. Ten iloczyn skalarny rozszerza sie do cigglej
formy liniowej wzgledem pierwszego argumentu i antyliniowej wzgledem dru-
giego argumentu na H(k) x H(—k). Ta forma zadaje dualno$¢ miedzy H (k) a
H(—k), tzn. kazdy funkcjonal linowy ciagly ¢ na H(k) jest postaci

P(u) = (u,0)

dla odpowiedniego v € H(—k). Ponadto ||¢|| = ||v||. Dla k > 0 przestrzenie H (—k)
mozna by definiowaé jako to dystrybucje ktére zadaja ciagle funkcjonaly na
H(k) i definiowac¢ norme na H(—k) jako norme funkcjonatu na H (k). Dualnosé
wyzej jest bardzo pozyteczna bo wzory uzywajace dualnosé (-,-) sa znacznie
prostsze niz wzory uzywajace iloczyn skalarny na H (k).

Przy odpowiednich (do$¢ stabych) zalozeniach mozna pokazaé ze stabe roz-
wigzania istnieja i sa jednoznaczne. Podamy tu jedynie niektére z prostszych
wynikow. Powiemy ze (ogolnie nieliniowy) operator T z przestrzeni Hilberta V/
do V' (przestrzeni dualnej) jest monotoniczny jesli dla kazdego u,v € V mamy

RUT (u) = T(v),u—wv)) = 0.



Jesli dodatkowo istnieje m > 0 taki ze dla kazdego u,v € V' zachodzi
RUT(w) = T(v),u—v)) = mllu— |

to powiemy ze T jest silnie monotoniczny.

Komentarz: Przy utozsamieniu V = V' operator dodatnio okreslony jest mo-
notoniczny. Jednakze, sg tez nieliniowe przyktady. W przypadku rzeczywistym
jesli a jest monotoniczng funkcja jednej zmiennej, to operator

T(u)(z) = au(z))

jest operatorem monotonicznym. Podobnie
T(u)(x) = O, (a(0r, u(x)))

jest operatorem monotonicznym.
Powiemy ze T jest Lipschitzowski na V' ze stala M jesli dla kazdego u,v € V
mamy
1T (u) = T(v)[| < Mlju—wvl|.

Lemat 1.1 Jesli T jest Lipschitzowski i silnie monotoniczny z przestrzeni Hil-
berta V do V' to dla kazdego f € V' réwnanie

Tu = f
ma jednoznaczne rozwigzanie

Dowdd. Przestrzen Hilberta jest kanonicznie izomorficzna ze swoja prze-
strznig dualng, wiec mozna przyja¢ H = H'. Rozwazmy operator A. zadany
wzorem

Ac(u) = u—e(T(u) = f)

Mamy
1A= (w) = Ac ()| = [I(u = v) = e(T(u) = T(v))|”

= [lu—v]* = 26R(T(w) = T(v),u —v)) + || T () = T(v)|*
< |lu—o||* = 2em|ju —v||* + 2M|lu — v||* = (1 — 2em + 2 M)|ju — v||*.

A wiec dla dostatecznie matych e > 0 operator A, jest zwezajacy i dlatego ma
doktadnie jeden punkt staly. Ale punkty state A. to rozwigzania Tu = f. O

Lemat 1.2 (Laza-Milgrama) Jesli A(u,v) jest formg liniowq w pierwszym ar-
gumencie, antyliniowq w drugim argumencie (tzn. A(u, \) = AA(u,v)), ogra-
niczong i koercywng tzn.

R(A(u, u)) = mllul®

na przestrzeni Hilberta V, to dla kazdego cigglego antyliniowego F' na V istnieje
jednoznacznie wyznaczone u € V takie Ze dla kazdego v € V mamy

A(u,v) = F(v).



Dowd6d. Przy ustalonym u € V forma ¢,(v) = A(u,v) jest ciagla forma
antyliniowa na V, wiec istnieje jednoznacznie wyznaczone T'(u) € V takie ze

A(u,v) = (T'(u), v).

T jest operatorem liniowym i ciaglym (na mocy ograniczonosci A). Na mocy ko-
ercywno$ci A operator T jest monotoniczny. A wiec do T stosuje sie poprzedni
lemat. Jesli f € V jest taki ze (f,v) = F(v) to u z poprzedniego lematu daje
rozwigzanie. O

2 DMetoda elementéw skorniczonych

Metoda elementow skoriczonych polega na szukaniu przyblizonych rozwigzan w
przestrzeni funkcji sklejanych. Doktadniej, dla konkretnosci rozwazamy

T(u) = Z 0%aq(u).

la|<k

gdzie a,, zaleza od wspolrzednej przestrzennej x i od pochodnych u do rzedu k
wlacznie. Przy naturalnym zatozeniu

laa(u)llz2 < Callullmw)

operator T odwzorowuje H (k) w H(—k) (pochodne rzedu mniejszego i rownego
a daja operatory ograniczone z L? w H(—k)). Nasza przestrzenia Hilberta jest
H(k). Zakladamy ze T jest operatorem monotonicznym. Dla problemu

T(u) = f

rozpatrujemy podprzestrzen W C V. Rzutowanie Py, z V' na W’ definujemu
jako obciecie funkcjonatu do przestrzeni W. Niech Ty = PwT. Jedli T jest
monotoniczny lub $ci§le monotoniczny to Ty ma ta sama wlasnoéé, bo dla
u,v € W mamy

(Tw (u) = Tw (v),u —v) = (Pw(T(u) = T(v)),u —v) = (T(u) = T(v),u—v)

gdzie Py mozemy pominaé¢ bo u—v € W. Podobnie, jesli T jest Lipschitzowski
ze stalyg M to Tw jest Lipschitzowski ze stala nie przekraczajaca M. A wiec
lemat o istnieniu i jednoznaczno$ci dziata dla Ty, czyli istnieje jednoznaczne
uyy takie ze

Tw (uw) = Pw f-

Chcieliby$my oszacowaé btad spowodowany przez uzycie uy . Zauwazmy
najpierw ze jesli u jest dokladnym rozwigzaniem to dla kazdego v € W mamy

(T(u) — T(uw),v) = 0.



Mianowicie, dla kazdego v € V mamy

(T(u),v) = (f;v)

dla kazdego v € W mamy
(T'(u),v) = (f,v)
i nasza réwnosé otrzymujemy odejmujac dwie rownosci wyze;j.
Jesli T jest operatorem dodatnio okres§lonym oznacza to ze uy jest najlep-
szym przyblizeniem do v w normie wyznaczonej przez T'. Tzn. definiujac

(u,v)r = (Tu,v)

dostajemy nowy iloczyn skalarny na V' i w tym iloczynie skalarnym wuy, jest
rzutem ortogonalnym u na W. Cazyli

lu—uwllz = min flu - vf|7.
Ogolniej mamy

Lemat 2.1

H | < M i | H
uU—1u — min ||ju —v
Wil = m veWw
gdzie M jest statq Lipschitza dla T zas m jest statq koercywnosci.

Komentarz: Lemat uzywa norme na V' ktora zwykle jest rozna niz || - ||
Dowod: Jak zauwazylismy wyzej, dla v € W mamy

(T(u) — T(uw), uw — v) = 0.

Teraz
mllu —uw||* < (T(u) = T(uw),u — uw) = (T(u) = T(uw),u — v)
<NT(w) = T(uw)llw = vl < Mllu = uw|[[lu = vl
A wiec
M
[u—uwl| < —llu—o.
m
Biorac minimum prawej strony dostajemy wynik. (]

Teraz naturalne jest pytanie jak male moze by¢ ||u — v||?7 Podstawowym
parametrem jest wielko$¢ podziatu, dalej przez h bedziemy oznacza¢ maksimum
$rednic komérek podziatu. Chcieliby§Smy otrzymaé oszacowanie typu

) . B < k-1 )
(1) neuvr&Hu vlla@) < Crah™  lullme)

Wymaga to uzycia wielominéw dostatecznie wysokiego stopnia: tatwo zoba-
czy¢ ze potrzebne sa wielomiany stopnia co najmniej k — 1. Sa tez subtelnosci



zwigzane z warunkami brzegowymi i przynaleznoscig funkeji sklejanych do wia-
sciwego H (1). Zauwazmy ze jesli funkcja sklejana jest ciagla to ma jedna staba
pochodna ktora jest lokalnie ograniczona, a wiec w obszarze ograniczonym na-
lezy ona do H(1). Jesli funkcja sklejana ma skok na Sciance wymiaru n — 1,
to taka funkcja nie nalezy do H(1). Ogolniej, jesli funkcja sklejana jest C* to
nalezy do H(k + 1), za$ nieciaglos¢ k-tej pochodnej na $ciance wymiaru n — 1
wyklucza przynaleznosé do H(k+1). Dla rownan rzedu 2 wystarcza nam H (1),
czyli ciggle funkcje sklejane, dla rownan rzedu 4 potrzebujemy H(2), czyli funk-
cje sklejane klasy C*, ogolniej C*~1 dla réwnan rzedu 2k.

Jesli brzeg jest krzywoliniowy, a brzegi naszych komorek sa prostoliniowe (za-
warte w hiperplaszczyznie kowymiaru 1) to odlegtosé brzegu obszaru do brzegu
najblizszej komoérki moze byé rzedu h?. Przy zerowych warunkach brzegowych
na brzegu obszaru i na brzegowych komérkach podziatu moze to da¢ btad mak-
symalmy (L>°) rzedu h?. Blad w przestrzeni H (k) bedzie nieco mniejszy, ale
dlal =0 (czy tez l = 1) i k = 3 blad przy brzegu spowoduje ze oszacowania
(1) nie da sie osiagnaé (dla k = 2 blad przy brzegu nie wyklucza (1)). Mozliwe
rozwigzania:

o uzyt k=2

e zagesci¢ podzial przy brzegu

e uzy¢ komorki z brzegiem krzywoliniowym

e uzy¢ zamiane zmiennych by wyprostowac brzeg

Warto tu wspomnie¢ ze w przypadku gdy [ > 1 i brzeg sumy komoérek nie
pokrywa sie z brzegiem obszaru to norme H(l) w (1) liczymy po sumie komorek
(na wiekszym zbiorze mozemy mieé¢ niecigglosé pierwszej pochodnej uyy).

Nasze podstawowe oszcowanie dla operatora rzedu 2! byto w normie H(I).
A wiec zakladajac ze zachodza Lemat 2.1, oszacowanie (1) i ze dokladne roz-
wigzanie jest w H (k) mamy

lu—uw || mqy = O(RFh)

Dla liniowego dodatnio okreslonego T, przy zalozeniu ze norma H (2) rozwia-
zania szacuje sie przez wielokrotnogé normy L? prawej strony mozna pokazaé ze
norma L? bledu jest istotnie mniejsza. Mianowicie, niech w bedzie rozwigzaniem
rOwnania z prawa strong u — uyy

Tw=u— uwy.
7 zalozenia
Wz < Cillu —uw L2

Mamy
lu—uwl2s = (u—uw,u —uw) = (u— uw, Tw)

= (T(u) = T(uw), w).



Na mocy wtlasnoéci rozwiazan stabych, dla dowolnego v € W mamy

(T(u) — T(uw),v) = 0.

A wiec
lu = wwllZ> = (T (u) = T(uw), w - v)
<|T(w) = T(uw) | z-yllw — vl m,
< Mlju = uw | ) C2hllw| )
< MC3h" 1 ul gy C2hC1 |lu — uw || 2
= C4hk”“”H(k)Hu —uw||e-
Czyli

w—uw||ze < Cah®||ull -

3 O implementacji metody elementéw skonczo-
nych

Bedziemy zaktadaé ze Q2 = 25:1 Q; gdzie €); sa prostymi zbiorami takimi jak
odcinki, trojkaty (sympleksy w wyzszym wymiarze), albo kwadraty (kostki w
wyzszym wymiarze). W praktyce, by obstuzyé¢ zakrzywiony brzeg nalezaloby
wzia$¢ obraz powyzszego zbioru przez odpowiednie odwzorowanie, dla uprosz-
czenia notacji pominiemy to. Zaktadamy przekroj €2; N €Yy, albo jest pusty, albo
jest wspolna scianka nizszego wymiary (czyli wnetrza €, sg rozlaczne).

3.1 Wezly i funkcjonaly wezlowe

Potrzebujemy w miare wygodna baze dla przestrzeni funkcji sklejanych. Ro-
bimy to reprezentujac wielomiany przez wartosci ich i pochodnych w punktach.
Doktadniej, zakladamy tez ze zadane sy wezly z1,..., 2, € Q. Wielomian na
; chcemy reprezentowac przez wartosci i pochodne w punktach x; takich ze
zr € Q;. W najprostszym przypadku mamy reprezentacje przez wartosci w
punktach. Jak juz powiedzieliSmy, wielomian liniowy jest jednoznacznie zadany
przez warto$ci w wierzcholtkach trojkata (ogolniej przez wartosci w wierzchol-
kach sympleksu). A wiec jesli ; tworzg triangulacje Q zas xj, sa wierzchotkami
triangulacji i uzywamy przyblizenie liniowe to element W jest jednoznacznie wy-
znaczony przez wartosci w punktach xi. Podobnie, wielomian kwartatowy jest
jednoznacznie wyznaczony przez warto$ci w wierzchotkach i §rodkach bokdéw.
Podobna reprezenatcja uzywajaca wiekszej ilodci punktow dziata dla wielomia-
now wyzszych stopni i w wyzszych wymiarach. Warto$¢ w punkcie jest funkcjo-
natem liniowym na W, jedli uzywamy reprezentacje przez wartosci w punktach
to odpowiednie funkcjonaty nazywamy funkcjonatami weztowymi.



Na rysunku ilustrujemy rozmieszczenie punktéw weztowych dla wielomianéw
stopnia 3 na tréjkacie.

Mozna tez uzywaé wartosci pochodnych jako funkcjonatéw weztowych. Dla
wielomianéw stopnia 3 na trojkacie mozna uzy¢ wartosci i wartosci pierwszych
pochodnych w §rodkach bokéw i dodatkowo warto$é¢ w srodku trojkata. Niestety,
odpowiednia funkcja sklejana dalej moze mie¢ nieciggta pochodna bo pochodne
w kieronku normalnym do bokéw nie musza sie zgadza¢. Jednakze, uzywa-
jac pochodne jako funkcjonaty weztowe zmniejszamy wymiar przestrzeni W, co
zwykle jest korzystne. Mianowicie, w typowej triangulacji z M wierzchotkami
mamy w przyblizeniu 2M tréojkatow i 3M krawedzi. Reprezentacja stopnia 3
przez warto$ci w punktach ma w przyblizeniu M punktéw weztowych w wierz-
chotkach, 2 - 3M = 6M punktéw wezlowych na krawedziach i 2M punktow
weztowych w §rodkach trojkatow, co daje lacznie wymiar 9M. Reprezentacja
przez pochodne w wierzchotkach ma 3M funkcjonaléw w wierzchotkach (war-
to$¢ 1 dwie pochodne na wierzcholek) i w przyblizeniu 2M na wartosci w §rodku
tréjkata, razem 5M.

Do uzyskania C! potrzebujemy co najmniej stopien 5. Do wyznaczenia wie-
lomianu stopnia 5 wystarcza zadanie pochodnych do rzedu 2 w wierzchotkach i
pochodnych normalnych w §rodkach bokéw. To gwarantuje zgodno$¢ wielomia-
néw na wspoélnych bokach i zgodno§¢ pochodnych normalnych do bokéw, czyli
ciagtos¢ pochodnych.



Na rysunku pokazujemy odpowiednie punkty weztowe. Punkty z powdjnymi
kotkami reprezentujg wartosci i pochodne do rzedu 2. Strzalki reprezentuja
pochodne normalne.

Przy uzyciu wielomianéw stopnia 5 jak wyzej potrzebujemy 6 wspotczyn-
nikéw na wierzcholek triangulacji i po jednym na $rodek krawiedzi, czyli w
przyblizeniu przy M wierzchotkach potrzebujemy 6 wspoétczynnikéw w wierz-
chotkach i 3M na §rodkach krawedzi, razem 9M, a wiec poréwnywalnie do
reprezentacji przez wartosci w punktach dla stopnia 3. Oczywiscie, stosunkowo
mala ilo§é wspdtczynnikéw wynika z tego ze warunek C' wprowadza zaleznosci
miedzy wspoélczynnikami na sasiednich tréjkatach.

W przypadku kwadratow (czy kostek) naturalne sa elementy produktowe.
Na odcinku wielomian stopnia 3 jest wyznaczony przez wartosci i pierwsze po-
chodne na koricach. Odpewiednie wielomiany na kwadracie maja stopien 3
wzgledem kazdej zmeiennej 7z osobna, ale taczny stopienn wynosi 6. Taki wie-
lomian jest wyznaczony przez 4 wspolczynniki w kazdym wierzchotku: war-
tos¢, dwie pierwsze pochodne i druga pochodng mieszana. Przy podziale liczba
kwadratéow jest w przyblizeniu réwna liczbie wierzchotkéw, a wiec wymiar od-
powiedniej przestrzeni na M wierzchotkach to 4M. Przy tym otrzymujemy
funkcje klasy C'. Podobng konstrukcje mozna przeprowadzi¢ dla wielomianéw
stopnia 5 wzgledem kazdej zmiennej. Teraz trzeba 9 wspédlczynnikéw w kaz-
dym wierzchotku, wymiar przestrzemi w przyblizeniu wynosi wiec 9M dla M
wierzchotkéw. Otrzymujemy funkcje klasy C2.

3.2 Macierz ukladu

W stabym sformutowaniu rozwigzujemy réownanie

(Tu,v) = (f,v).



Dla uproszczenia zaktadajac ze operator jest rzedu 2 i liniowy mozemy napisac:

Tu = Z Ok (ahl@lu) + Z arpOpu + agl
Tl %

(teoretycznie moga tez by¢ czlony typu 9;(bju) ale dla nas nie wprowadzaja one
istotnej zmiany). Dla uproszczenia bedziemy tez zaklada¢ ze nasze przestrzenie
Hilberta sg rzeczywiste, tak ze pominiemy sprzezenia zespolone. Calkujac przez
czesci dostaniemy

(Tu,vy = — Z(ak,lalu, Okv) + Z(akaku, v) + (aou,v)
k.l k
Zaktadajac jak poprzednio ze ) = Zj Q;, ze wnetrza 2, sy rozlaczne za$ brzegi
maja miare 0 mozemy napisaé

(ak, 10w, Okv) = /Qahl(x)alu(x)@kv(x)dx = Z/Q ag,1(2)Oyu(z)Okv(z)de.

Zauwazmy ze dla u,v € W pojedyncze wyrazenie

/am(x)ﬁlu(x)akv(x)dx
Q2
zwiera catke z wielomianu Ou(z)0v(z) razy wspotczynnik ay ; po prostym zbio-
rze §2;. Dla ay,; ktore jest stale czy ogolniej jest wielomianem te calki sg tatwe
do doktadnego oblicznia. W innych przypadkach mozna jej przybliza¢ (np.
przyblizajac ai,; wielomianem) lub oblicza¢ numerycznie. Jak powiedzieliSmy
elementy W reprezentujemy przez wartosci funkcjonatéw weztowych ¢,,. Na €;
mozemy znalez¢ odpowiednig baze dualna tak ze

vla, = Y bm () -

Wyzej dla uproszcznia notacji uzywamy pelny zestaw funkcjonaléw weztowych,
jesli ¢, (v) jest niepotrzebne na 2, to po prostu przyjmujemy ze 1, ; = 0. Do
bazy zaliczamy tylko niezerowe 7, ;.

Piszemy teraz

Ajkimon :/ g1 (2) 0N, Ok j Az
Q

;
Podobnie piszemy
Ajkmon =/ a ()01, 11 5,
Q

J

Aj,m,n = / ao(x)nm,jnn,jdxa
Q

J

Bj,'rn,n = - E Aj,k:,l,m,n + § Aj,k,nL,n + Aj,m,n
k,l k

10



Bm,n = § Bj,m,n~
J

Macierz B wyzej nazywamy macierza uktadu (w angielskiej literaturze jest tez
nazwa stiffness matriz). Skoro

’LL|Q]. - Z ¢mnm,j
to

>/ )l + 3 / et

k,l

+/Q agu(z)v(x)de = ZBj,m,n¢m(u)¢n(v)

A wiec
(Tu,v) = ZBm,n¢m(u)¢n(U)

czyli macierz B faktycznie reprezentuje nasz operator gdy reprezentujemy funk-
cje przez wartoSci funkcjonatéw weztowych. W praktyce liczba komérk podziatu
jest duza w stosunku do wymiaru uzywanej przez nas przestrzeni wielomianéw
na §2;. Powoduje to ze macierz B jest macierzg rzadka, cho¢ proporcja niezero-
wych elementow jest wieksza niz w macierzach ktére pojawiaja sie przy prostych
przyblizeniach réznicowych.

Przy programowaniu metody elementéw skonczonych trzeba wybraé repre-
zentacje macierzy B. Nie zawsze warto jawnie tworzy¢ macierz B. Typowe
algorytmy iteracyjne potrzebuja tylko obliczaé¢ produkty Bu dla u € W. Lecz
do tego wystarczaja Bjm,n. Zauwazmy ze przy ustalonym j niezerowe elementy
Bj m,n tworza stosunkowo mata macierz B;. Warto§¢ Bu mozna oblicza¢ jako

Bu = Z Bju.
J

Oczywiscie taczna liczba niezerowych elementéw macierzy B; jest wigksza lub
rowna ilodci niezerowych elementéw macierzy B. Lecz dla macierzy rzadkich
trzeba tez pamieta¢ polozenie niezerowych elementéw. Dla macierzy B; wy-
starcza odpowiednio§¢ miedzy wspolrzedymi v a wspotrzednymi na ;. Jesli
Q; jest trojkatem i uzywamy wielomiany stopnia 3 to wymiar przerzeni wie-
lomianéw to 10. Czyli dla ustalonego j wystarcza 10 liczb by opisaé zwiazek
elementéw B; (ktora mozna reprezentowac¢ w sposob gesty) z wspotrzednymi u.
Dla macierzy B takich liczb trzeba wiecej. Doktadniej, dla pojedynczego tréj-
kata macierz B; ma 10 - 10 = 100 elementéw. Macierz B ma w przyblizeniu 76
elementéw na trojkat czyli tworzac B ze 100 elementéw oszczedzimy 24. Lecz
przy prostej reprezentacji kazdy element B wymaga informacje o potozeniu,
tzn. dodatkowsa liczbe catkowita. 76 — 10 = 66 liczb catkowitych zwykle zaj-
muje wiecej miejsca niz 24 liczby zmiennopozycyjne, wiec nie tworzac macierzy
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B oszczedzimy pamieé. Przy mnozeniu, mnozgce przez B; musimy wykonac¢ 10
indeksowanych dostepéw do pamieci by wybraé¢ potrzebne wspoétrzedne, samo
mnozenie przez B; mozemy wykona¢ w miare szybka procedura dla pelnych
macierzy, po czym uzy¢ 10 indesowancych dostepéw by uaktualni¢ sktadowe
wyniku. Przy najprostszej rzadkiej reprezentacji B kazde mnozenie przez ele-
ment B prowadzi do indeksowanego dostepu do pamieci. A wiec koszt iloczynu
Bu przy rzadkiej reprezentacji B moze byé¢ wyzszy od kosztu mnozenia przy
niejawne]j reprezentacji za pomocg B;.

Uwaga: Uzywajac macierz B musimy opowiednio reprezentowaé f. Chodzi o
to ze gdy uzywamy funkcjonalty wezlowe jako wspotrzedne to iloczyn skalarny we
wspotrzednych zwykle nie pokrywa sie z iloczynem skalarnym w L?. Dostaniemy
macierze

Cjimn = / N,

J

Cm,n = § Cj,m,n'
J

Wtedy
(fyv) = Z Crnn®m(f)on(v) = Z Tnon(v)

gdzie
fo =Y Conn&m(f).

Przyktad: Dla T = —0? na odcinku i funkcji sklejanych stopnia 2 repre-
zentowanych przez warto§ci w punktach macierz B; na odcinku jednostkowym
to

1 7T -8 1
3 -8 16 -8

1 -8 7

Macierz C; to
2 1 -1
1
B 1 8 1
-1 1 2

3.3 Rozwigzywanie macierzy ukladu

Metody rozwiazywania macierzy uktadu sa podobne do metod uzywanych dla
przyblizerr r6znicowych. W najprostszym przypadku réwnanie Bu = f mozna
rozwiazywaé bezposrednio korzystajac z algorytméw dla macierzy rzadkich.
Niekiedy, szczegélnie dla matych lecz nieregularnych probleméw moze to byé
preferowana metoda. Mozna stosowa¢ metody iteracyjne (np. z przyspiesza-
niem Czebyszewa czy metode sprzezonych gradientow). Mozna tez stosowaé
metody wielosiatkowe. Ze wzgledu na to ze w metodzie elementéw skoriczonych
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macierze nie sg tak rzadkie jak przy przyblizeniach réznicowych, metody bezpo-
§rednie moga by¢ przydatne dla nieco wiekszych probleméw. Warto tez zauwa-
zy¢ ze przy metodach bezpos$rednich gléwny koszt to rozktad LU, co oznacza
ze wielokrotne rozwiagzywanie uktadu z réznymi prawymi stronami jest niewiele
bardziej kosztowne od rozwiazania pojedynczego uktadu. To zjawisko oznacza
ze moze by¢ atrakcyjna metoda dwu siatek: na mniejszej stosujemy metoda
bezposrednia, na wiekszej iteracje, ktorej duzy krok najpierw rozwigzuje pro-
blem na mniejszej siatce, potem ograniczona liczba iteracji na wiekszej siatce
poprawia rozwiazanie. Jest to uproszczona wersja metody wielosiatkowej. W
poréwnaniu do metody bezposredniej rozklad LU na mniejszej siatce jest duzo
taniszy niz na pelnej siatce. Dzieki temu ze rozktad LU obliczamy tylko raz uzy-
cie metody bezposredniej na mniejszej siatce moze by¢ tansze od wielokrotnego
stosowania metody iteracyjnej (co ma miejce w pelnej metodzie wielosiatkowej).

3.4 Modyfikacje

Dotychczas zaktadalismy ze warunki brzegowe sa spelnione dokltadnie i ze W C
H(k). Jednakze, zapisujac forme dwuliniowa odpowiadajaca naszemu operato-

rowi jako
(Tu, v)Z/Q Z ao(u)0™v

i Jal<k

widzimy Ze ma ona naturalne rozszerzenia na funkcje sklajane u, nawet jesli u ¢
H(k). Jesli u ¢ H(k) to catkowanie przez czeSci wprowadza wyrazy brzegowe
na brzegach 2; i mozna by sie obawia¢ znacznej utraty doktadnosci. Okazuje sie
ze wyrazy brzegowe nie musza by¢ doktadnie 0, wystarczy ze sa male. Wyrazy
brzegowe beda mate gdy wartosci u i pochodnych beda sie zgadza¢ w niektérych
punktach brzegu.

Dlaczego takie podejscie sie przydaje? Daje ono wieksza swobode by spetnié¢
dodatkowe warunki jak np. zasady zachowania. Yatwiej buduje sie przestrzenie
dla operatoréw wyzszego rzedu. Latwiej tez uwzglednia sie zakrzywiony brzeg.

Istotna zaleta metody elementéw skonczonych jest mozliwosé rozwiazywania
operatorow z niecigglymi wspoétczynnikami. Dokladniej, interesuja nas opera-
tory ze wspolczynnikami majacymi skoki. Np. mamy plyte skladajaca sie z
czesci wykonanych z réznych meteriatow ktore maja rézne parametry. W ta-
kim wypadku oczekujemy ze skok wspotczynnika oznacza mniejsza regularnosé
rozwigzania, np. skok pochodnej. Naturalne podejécie dobiera €; tak by skoki
wspotczynnikéw byly na brzegach ;. Przy skoku wspétczynnika nie naktadamy
warunku ciagtosci na pochodne (cho¢ moze sie pojawié warunek zgodnosci rozny
od cigglosci pochodnej).

Jesli oczekujemy ze rozwiazanie jest w niektorych miejscach mniej regularne
to ma sens zastosowanie gestszego podzialu w tym miejscu. Jesli mamy szaco-
wanie bledu to mozna adaptacyjnie (automatycznie) zageszczac¢ podzial.

Wezesniej glownym sposobem osiagniecia zbieznosci byto zageszczanie siatki
(podziatu). Jednakze mozna tez podwyzszaé stopien wielomianu. W niskich wy-
miarach czesto daje to wieksza dokladnosé niz zageszczanie podziatu. Miano-
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wicie, jesli doktadne rozwigzanie jest bardzo regularne to podwyzszanie stopnia
moze da¢ wykladnicze malenie btedu, czyli metode nieskonczonego rzedu.

Warunek dodatniej okreslonoéci czy monotonicznoéci moze byé ogranicza-
jacy. Jednym ze sposobéw by go uzyskaé jest zastapienie operatora liniowego
A przez A*A. Oznacza to podwojenie rzedu operatora, co zwykle jest nieko-
rzystne. Lecz dla operatora A rzedu 1 dostajemy A*A rzedu 2 co czesto daje
dobry efekt. Przy tym czasami operatory wyzszego rzedu daje sie zastapié przez
systemy rzedu 1.
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