1 Kwadratury wysokiego rzedu

Majac dostepne wartosci funkcji f w n punktach aq,as, ..., a, natruralne jest uzycie przyblizenia

zadanego wzorem:
h n
/l f@)de ~ 3 wif(a:).
i=1

Punkty a; nazywamy weztami kwadratury, liczby w; wagami. Chcemy dobraé¢ a; oraz w; tak by
uzyska¢ mozliwie dobra dokladnosé. Prostym warunkiem jest by masz wzoér dawat doktadna wartosé
dla wybranych funkcji. W szczegdlnosci chcemy by wzor byl dokladny dla wielomianéw stopnia
mniejszego lub réwnego N z mozliwie duzym N. Warunek dokladnosci na wielomianch stopnia
muiejszego lub rownego N daje nam N + 1 rownan, powyzej mamy 2n parametrow (n wartosci
a; 1 n wartosci w;), wiec mozna liczy¢ ze istnieje rozwigzanie gdy N = 2n — 1. Dalej otrzymamy
odpowiedni wzor uzywajac wielomany ortogonalne. Dla uproszczenia wiekszo§¢ rozwazan bedziemy
prowadzi¢ na przedziale [—1,1].

2 Podstawowe wlasnosci

Powiemy ze wielomiany p; sa ortogonalne (na odcinku [—1,1]) jesli

1 dlai=j
(pi,pj) ={

0 w przeciwnym razie

gdzie 1
(i, pj) :/lpi(x)pj(x)dx.

Startujac z ciggu z, i = 0,1,... procedura Gramma-Schmidta produkuje ciag wielomianéw orto-
gonalych p; takich ze lin{z* : i = 0,1,...,n} =lin{p; : i = 0,1,...,n}. Przy tym p; sa wyznaczone
jednoznacznie z doktadnodcia do znaku przez warunki wyzej. Niekiedy wygodnie jest pomnozy¢ te
wielomiany przez stale zalezne od i. Jesli stala jest dobrana tak by wspoélczynnik przy najwyzszej

potedze byt dodatni za$
2

20+1

to tak otrzymane wielomiany nazywa sie wielomianami Legendre’a.

(pispi) =

Lemat 2.1 Jesli q jest wielomianem stopnia co najwyzej i — 1 to
Dowéd: ¢ € lin{1,...,z""'} =lin{p; : j =0,...,i — 1}. Czyli
i—1

q = Zijj.

=0



Teraz
i—1

(@:pi) = O _epinpi) =Y ¢i{pjpi) =0
=0 :

bo <pjapi> =0 dla 7 < 1. [l

-
|
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Kwadrature Gaussa rzedu N definiujemy jako sume

N
Gn(f) =D _wif(a:)

gdzie a; sa zerami py, za$ w; sa dobrane tak by wzor wyzej byt doktadny dla wielomianéw stopnia
mniejszego niz N. Mozna to zrobi¢ bo jak pokazemy poézniej a; sa rézne. Pokazemy tez ze a; €
(=1,1), a wiec w obliczeniach nie trzeba uzywac¢ wartosci f spoza odcinka.

Lemat 2.2 Kwadratura Gaussa na N punktach jest doktadna dla wielomiandw stopnia < 2N — 1.

Dowdd: Niech f bedzie wielomianem stopnia < 2N —1, za$ py bedzie wielomianem ortogonalnym
stopnia N. Dzielac z reszta piszemy

f=apn+7
gdzie stopnie ¢ i 7 nie przekraczaja N — 1. Wtedy

[ 1= [aysn=tapmy+ [r=[r

gdzie (¢, pn) = 0 na mocy Lematu 2.1.
Rowniez

> wif(w) = 3 wilatadpy(a) + @) = Y wir(a) = [ r

gdzie pomielismy czlony g(a;)py(a;) bo a; to zera py, za$ ostatnia rownosé¢ wynika z wyboru w;. O

Powyzszy rachunki wyjasniaja tez jak mozna bylo wymysle¢ kwadrature Gaussa. Mianowicie,
zakladamy ze kwadratura z weztami a; i wagami w; jest doktadna dla wielomianéw stopnia do 2n—1.
Niech

n
W(z) = H(x —a;)
i=1
bedzie wielomianem stopnia n zerujacym sie w punktach a;. Je§li P jest wielomianem stopnia
mniejszego lub réwnego n — 1 to nasza kwadratura ma da¢ doktadny wynik dla PW (ktory jest
stopnia mniejszego lub rownego 2n — 1). Ale PW zeruje sie¢ w punktach a; czyli suma przyblizajaca
calke jest zerem. A wiec

/1 P(z)W(z)dz =0
—1



czyli W jest ortogonalny do wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego lub réwnego n — 1. In-
nymi stowi, kwadratura Gaussa jest jedyna mozliwg kwadratura doktadng dla wielomianéw stopnia
mniejszego lub réwnego 2n — 1.

Rozwazamy teraz operator M, mnozenia przez x w L?([—1,1]), tzn.

(Mo f)(x) = 2f ().
M, jest operatorem samosprzezonym, tzn.

Niech Viy =lin{p; : i = 0,..., N — 1} bedzie przestrzenia wielomian6w stopnia nie przekraczaja-
cego N — 1. Niech Py bedzie operatorem rzutu ortogonalnego z L?([—1,1]) na Vi i niech

Tf = PyM,Py

Lemat 2.3 Dia f € Viy mamy
Tf=xf modpyn

tzn. Tf to reszta z dzielenia xf przez p,.

Dowdd: Dla f € Vy mamy Py f = f. xf jest wielomiem stopnia N, czyli dzielac z reszta przez

pN Mmamy
xf =cpy +r

Lecz r € Vi, za$ py jest ortogonalne do Vi, czyli
Pn(zf)=r.

Teraz
Tf=PvM,Pyf=Pn(xf)=r=2xf modpn.

Lemat 2.4 Jesli g = Zj c;xd jest wielomianem to
o(T)f = ;T f = (qf) mod py.
J

W szezegolnosci py (T) = 0.

Dowoéd: Pierwszy wzor to prosta indukcja bazujaca ma Lemacie 2.3. Drugi wynika bezposrednio
Z pierwszego. t

Lemat 2.5 T obcicte do Vy diagonalizuje sie i ma wartosci wtasne zawarte w przedziale (—1,1).



Dowod: T jest macierza samosprzezona, czyli diagonalizuje sie i wartosci wlasne T sg rzeczywiste.
Ponadto T + I obciety do przestrzeni Vi jest operatorem dodatnio okres§lonym:

— (LS f) o) = / @+ DR

gdzie uzylismy fakt ze dla f € Viy mamy Py f = f. Na przedziale [—1, 1] zachodzi  + 1 > 0, czyli
funkcja pod calka jest nieujemna. Ponadto jako wielomian nie moze by¢ stale réwnana zero dla
niezerowego f. Czyli

(T+D)f, f)=0

co oznacza ze T + I jest operatorem dodatnio okreslonym. Stad wynika ze wartosci wtasne 7'+ I sa
dodatnie, czyli wartosci wlasne T leza w (—1,00).

Podobnie pokazujemy ze —1 + I jest dodatnio okreslony i ze wartosci wiasne T leza w przedziale
(=00, 1). Lacznie wartosci wlasne T leza w przedziale (—1,1). O

Lemat 2.6 Jesli wielomian q stopnia N ma zero wielokrotne (byé moze zespolone) to operator U
na Vy zadany wzorem
Uf=(zf) modgq

ma nietrywialng klatke Jordana (nie diagonalizuje sie). Jesli a jest zerem q to a jest warto$cig
wtasng U.

Dowdd: Niech a bedzie zerem wielokrotnym q. Zapiszmy ¢ w postacie ¢ = (r —a)’q; gdzie j > 1.
Biezemy h; = (z — a)’q; dlai =0,...,j. Wtedy

zhi = (a+ (x — a))hi = ah; + hita

dla i < j. Przy tym dla ¢ < j stopiel h; jest mniejszy niz N, czyli h; € Py. Za§ hj = ¢ =0 mod g.
A wiec dla j > 1 mamy

(U - a)ho 7é 0,

(U - a)jho =0
czyli U nie diagonalizuje sie.

Jesli a jest zerem g to jak wyzej rozpatrujemy h;_; (gdzie teraz j > 0, lecz moze by¢ rowne 1).
Mamy
(U - a)hj_l = hj =0 mod q

czyli faktycznie a jest wartoscia wlasng za$ h;_; odpowiednim wektorem wlasnym. O

Lemat 2.7 Zera pn sq pojedyncze i zawarte w przedziale (—1,1).



Dowo6d: Z Lematu 2.3 wiemy ze na Vi operator T' jest zadany wzorem
Tf=xf mod py.

Gdyby py mial zero wielokrotne to na mocy Lematu 2.6 T nie moglby sie diagonalizowaé. Lecz
na mocy Lematu 2.5 operator T' diagonalizuje sie na Vi, czyli zera py sa pojedyncze. Na mocy
Lematu 2.6 zera py sa wartoSciami wlasnymi 7" ktore na mocy Lematu 2.5 leza w (—1,1). O

Lemat 2.8 Wagi w; kwadratury Gaussa sqg nieujemne. Zachodzi wzor

1
w; z/llj(x)dx

gdzie l; jest wielomianem stopnia N — 1 takim ze l;(a;) =1, zas lj(a;) =0 dla i # j.
Dowod: Jako ze ZJQ- jest wielomianem stopnia 2N — 2 to kwadratura Gaussa jest doktadna dla l]2-,
czyli

1
0< / lf-(x)dx = g wilf(ai) = wjljz(aj) = wj.
1 2

A wiec w; > 0. Podobnie, skoro I; jest stopnia NV — 1 to

1
[1 lj(z)de = Zwilj(ai) = wjlj(a;) = w;.

K2

3 Dalsze wzory, wagi

Lemat 3.1 Wielomiany p; spetniajg réwnosé
pi(z) = (=1)'pi(~2)

Dowdd: Istnieja tylko dwa wielomiany w stopnia i ortogonalne do wszystkich wielomianéw stop-
nia nie przekraczajacego n — 1 i takie ze

<w7w> = <piapi>
tzn. p; oraz —p;. Mianowicie ortogonalno$¢ wyznacza w z dokladnoscia do mnozenia przez stala, a
warunek wyzej na iloczyn skalarny pozostawia tylko dwie mozliwe state. Teraz patrzymy ze w(x) =
pi(—x) spelnia warunek wyzej, tzn. jest ortogonalne do wielomianéw stopnia nie przekraczajacego
n—11

(w, w) = (pi, pi)
czyli pi(—z) = pi(z) lub p;(—x) = —p;(z). Porownujac wspolczynik przy najwyzszej potedze dosta-
jemy znak plus dla parzystego i oraz minus dla nieparzystego i co daje wynik. O



Lemat 3.2 Wielomiany p, spelniajq zwigzek rekurencyjny postaci
TPn = AnPnt1 + bnDn_1.
Dowdd: Z lematu 2.3 dla N = n + 1 wiemy ze
TPn — GnPn+1 € VN
gdzie a,, jest dobrane tak by wspoétczynik przy 2"t w ap, — appps1 byl réowny 0. Czyli
n
TPn = AnPn1 = Z Cn,iDi
i=0
Mamy
(Pi,pi)en.i = (@pn, Pi) = an(Pn1,Pi) = (Tpn, i)
gdzie ostatnia réwnosé zachodzi bo p, 41 jest ortogonalne do p;. Dalej
(zpn, pi) = (Pn, Tpi)-
Dla i < n — 1 wielomian zp; ma stopieii mniejszy od n czyli ¢,,; = 0. Dla ¢ = n na mocy Lematu

3.1 p? jest funkcja parzysta, czyli zp? jest funkcja nieparzysta i

1
(P D) = / w2 (x)de = 0

-1

czyli réwniez ¢, , = 0. A wigc mamy réwnosé
ITPn — AnPn+1 = Cnn—1Pn—1

co daje wynik z b, = ¢y p—1. O

Lemat 3.3 Zachodzi wzor Christoffela-Darboux:

~ Vs () — g Lot @0a(y) = oo (@)Pns1 (y)
Zg;czpl( )pi(y) = dn vy

(271
Qi1

gdzie ¢; = d; = ¢ 2a3 o jest wspotczynnikiem przy ¥ w p;.

1
(pi,pi)’

Dowdd. Odejmujac wzor dla n — 1 od wzoru dla n widzimy ze wzor Christoffela-Darboux jest
réwnowazy rownosci

d, Prt1(2)pn(y) — Pn(@)Pnia (y) dn_lpn(l')pn—l(y) — Pn—1(%)Pn(y)
T —y T —y

cnPn(T)pn(y) =
czyli

cn(® = Y)pn(2)pn(y) = dn(Prr1(2)Pn(Y) = Pr(®)Pnr1(Y)) — dn1(Pn(2)Prn—1(y) — Prn—1(2)Pn(y))



Lewa strone mozemy rozpisa¢ jako
(enpn(2))pn(y) — pn (@) (Cnypn(y))-
Prawa strone mozemy przeksztalci¢ nastepujaco:
dn (P2 (2)pn(Y) = Pn(2)Pni1(¥) = dn1(pn(@)pn—1(y) — Pn—1(2)pn(y)) =

(dnpn+1 (CC) +dn_1Pn-1 (‘T))pn (y) - pn($>(dnpn+1 (y> +dp_1Pn—1 (y))

Poréwnujac obie strony widaé ze wystarczy pokazaé ze

Cnxpn(x) = dnpn+1($) + dn—lpn—l(x)

CnYDn (y) = dnanrl(y) + dnflpn71<y)

Druga rownosé otrzymujemy z pierwszej podstawiajac y zamiast x. Czyli wystarczy pokazaé ze
CnTPp = dpPny1 + dp_1Pn_1.

W Lemacie 3.2 pokazaliSmy ze
TPp = GnPp+1 + bnpnfl-

A wiec wystarczy pokazaé ze cpa, = d, 1 ze c,b, = dp—1. Wspolezynnik a,, jest wyznaczony
jednozncznie przez warunek réwnosci wyrazéow z x"t!. d,, jest dobrane tak ze zachodzi réwnosé
wspotczynnikéw przy 2" t!. Czyli faktycznie c,a, = d,. A wiec aby pokazaé¢ réwnosé

CnTPn = dpPny1 + dp_1Pn—1
wystarczy sprawdzié¢ ze iloczyny skalarny obu stron z p,_; sa rowne. Lecz

<Cnxpn7pn71> - Cn<pnv$pn71>~

Na mocy juz pokazanej rownosci c,a, = d,, stosujac ja dla n — 1 mamy

Cn—1TPn—1 = dnflpn + Cnflbnflpn72

czyli
y .
<Cnxpn7pn—1> = <pna dn—lpn + Cn—lbn—lpn—2> =
n—1
Cndnfl . dnfl
<pnapn> -
Cn—1 Cn—1

gdzie uzylismy rowosé ¢, (pn,pn) = 1. Po prawej stronie liczymy

=8

n—1

<dnpn+1 + dnflpnflvpn71> = dn71<pn71,pn71> - c
n—1

gdzie ostatnia rownos$¢ wynika z definicji ¢,—1. A wiec otrzymaliSmy rownos¢ iloczynoéw skalarnych,
co koriczy dowod. O



Komentarz: Powyzszy dowod jest rachunkowy i moze wyglada¢ niezbyt intuicyjnie. Lecz znajac
Lemat 3.2 do$¢ tatwo zauwazy¢ ze musi by¢ proste wyrazenie dla (z — y)p,(z)p,(y) i caly dowod
sprowadza sie do wyznaczenia wspolczynnikéw w tym wyrazeniu. Standartowg sztuczka jest porow-
nywanie wspolczynnikéw przy najwyzszej potedze, co zrobiliSmy. Dla wielomianéw ortogonalnych
iloczyny skalarne pomagaja wyznacza¢ wspotczynniki i wtagnie uzylismy iloczyn skalarny do wyzna-
czenia drugiego wspélczynnika.

Lemat 3.4 Zachodzi wzor

—nao n+1)cp_10m-1
(1—a*)p), = ~Prt1 + ( Jon-10m Dn—1
Q1 CpQip

gdzie ¢; = 205 oy jest wspotczynnikiem przy ' w p;.

1
(pi,pi)’
Dowod: (1 — 22)p!, jest wielomianem stopnia n + 1, a wiec mozna go zapisa¢ jako kombinacje
liniowa p; z @ < n + 1. Liczac iloczyn skalarny catkujemy przez czeéci. (1 — z2)p;(x) jest zerem na
konicach przedziatu, wiec wyrazy brzegowe znikaja. Czyli

—562/2':1'% —xzixz—lnx —2?)p;i(z)) =
(1= 22y, i) /1pn<><<1 i) /p<><<1 i)

-1

~(pn, (1 = 2?)pi(2))").

Jeslii <n—1to ((1—22)p;(x)) ma stopiett mniejszy niz n i iloczyn wyzej znika. A wiec (1 —2?)p/,
jest kombinacja liniowa pp+1, pn 1 pn—1- Jednakze, z Lematu 3.1 wynika ze p, jest albo parzysty
albo nieparzysty. Dla parzystego p, wielomian (1 — 22)p/, jest nieparzysty i réwniez p,y1 i pn_1
sg nieparzyste. Czyli p, nie pojawi si¢ w wyrazeniu na (1 — 22)p/,. Podobne rozumowanie dziata
dla nieparzystego p,, wiec (1 — 2?)p/, jest kombinacja liniowa p,y1 i pn_1. Wspotczynnik przy
Pnt1 Otrzymujemy poréwnujac wspélczynniki przy najwyzszych potegach. Wspoélezynnik przy p,—1
otrzymujemy zapisujac ((1 — 22)p;(z))’ jako kombinacje liniowa p;. W tej kombinacji p,, wystepuje
ze wspotczynnikiem —(n + 1)ay,—1 /. Czyli

(n+ Dap—1

o, <pn , pn>

(1= 2)ph, pn—1) = = (P, (1 = 2)pp-1) =

Lemat 3.5 Waga w; kwadratury Gaussa z n wezatami wyraza sie wzorem

-1 1 2n+1
w; = — =
! dnpnt1(aj)pra;)  dn-1pp—1(aj)pn(a;)  cn(l— a?)(p’n(aj))Q

gdzie d,, jest z Lematu 3.3.

Dowdd: Przy ustalonym y mamy

/ > epi(@)pi(y)po(x)dz = eipi(y) (i, po) = copo(y)(pos po) = po(y)
—Li=0

=0



A wiec z wzoru Christoffela-Darboux

1
R e

Dla y = a; dostaniemy

po(a;) = —pusi(ay) /_ d,

Uwzgledniajac ze pg jest wielomianem stalym powyzsze upraszcza sie do

1
n(x
1= fdnan(aj)/ Pn( )d:c.

1T —ay

571(3;) po(z)dz.

Teraz niech [; bedzie wielomianem z Lematu 2.8 (z N = n). Wielomian (x — a;)l; jest stopnia n i
ma te same zera co p,, a wiec jest wielokrotnoscia p,,, czyli (z — a;)l; = Ap,,. Obliczajac pochodna
mamy

((z —aj)ly) =1; + (x — ay)l}

czyli ((z — aj)l;) (a;) = 1;(a;) = 1. A wiec

Wstawiac to do wzoru wyzej mamy

1
| = —dupnia(ay) / Pl (a;) () de
-1

czyli dzieki Lematowi 2.8
-1

1
w; = Li(x)dx =
! /4 ! dnpn+1(a;)p;,(az)
co daje pierwszy wzor.

Aby otrzymaé¢ drugi wzér stosujemy wzor Christoffela-Darboux z n — 1 otrzymujac

1
1= dn—lpn—l(aj)/ pn(x) dz.

,11'—01‘]'

Poréwnujac z poprzednim dowodem widzimy ze

—dnpni1(a;) = dn-1pn-1(a;)
co daje drugi wzor.

Uwzgledniajac posta¢ d,, wzor z Lematu 3.4 mozna zapisa¢ jako

1
(1 - x2)p/n = ?(_ndnpn+1 + (TL + 1)dn71pn71)~

Razem z réownoscia —d,pn+1(a;) = dn—1pn—1(a;) daje to

2n + 1

1
(1- xZ)p;(aj) = ;(”dn—lpn—l(aj) +(n+1)dy—1pn-1) = dp—1Pn—1

n n



czyli
Cn

o+ 1 (1- $2)P/n(aj) = dp_1Pn—-1

2
(1 = a3)(ph(a;))?

co po podstawieniu do drugiego wzoru daje trzeci wzor. O

Uwaga: Wielomiany Legendre’a p,, znormalizowalis§my tak by

(pioPi) = 5o
Di, Di) = % + 1
czyli
2141
C; =
2
podstawiajac to do trzeciego wzoru z Lematu 3.5 dostajemy wzor

2
(1 = a3) (P}, (a;))?

stosowany w programie przykladowym ex_gauss. input.

Komantarz. Dla kompletnodci nalezatoby powiedzie¢ jak mozna obliczaé¢ wielomiany p,. Bez-
posrednie uzycie procedury Gramma-Schmidta dziata, ale jest prostsza metoda: wielomiany mozna
oblicza¢ rekurencyjnie bazujac ma Lemacie 3.2. Latwo sprawdzi¢ ze pp = 1, p1 = x za$ kolejne
obliczamy jako

w; =

1
Pnt+1 = ?(xpn - bnpn—1)~

n
Wymaga to znajomosci wspoétezynnikéw a,, i b,. Wynosza one

B n+1
T on+1

an

n
C2n+4 1
Bez znajomosci a,, i b, tez mozna uzyé¢ Lemat 3.2, wtedy w kazdym kroku musimy obliczaé¢ iloczyn
skalarny i przy jego pomocy wyznaczamy b,,. a, zalezy od przyjeteje normalizacji, przy normalizacji
przy pomocy ¢, trzeba oblicza¢ drugi iloczyn skalarny. Takie uzycie Lematu 3.2 ciagle jest tarnsze
niz naiwna procedura Gramma-Schmidta startujaca z x.

Wyniki czesci pierwszej i wiele wynikéw tej czedci stosuje sie w ogdlniejszej sytuacji gdy

n

b
mmﬁzfm@mumm

gdzie w(z) > 0 na [a, b], dla kazdego i
b .
/ |z|*w(x)dr < oo

10



i w(x) jest niezerowe. Zaréownn a jak i b moga byé nieskonczone. Klasyczne przyklady to w(z) =
exp(—2?) na (—o00,00), w(z) = x*exp(—z) dla a > —1 na (0,00), w(z) = (1 — 2)*(1 + x)? dla
a,B8>—1na (—1,1).

Bardziej ogoélnie, mozna rozpatrywaé¢ skoriczone miary dodatnie p takie ze

b
/ lz|*dpu(z) < oc.

Aby dostaé nieskoriczony ciag wielomianow trzeba zakladaé ze miara nie jest skupiona na skonczonym
zbiorze punktoéw, w przeciwnym razie ciag sie urywa.
Klasyczny przyktad tego typu to miara odpowiadajaca sumowaniu,

o= Z neA"
n=1
dlaaeRiAe(0,1). Wtedy
[ H@dnt) = > nex ()
n=1

Klasyczny przyktad dla miary na zbiorze skonczonym to wielomiany Grama uzywane przy obli-
czaniu przyblizen Sredniokwadratowych.

4 Oszacowanie bledu

Klasycznie szacuje sie blad dla kwadratury Gaussa na n punktach przez wielko$¢ pochodnej rzedu
2n z calkowanej funkcji. Dokladniej, btad nie przekracza

22n+1 n! 4
2 s (e,
2n 4+ 1)((2n)1)? ze(-1,1)

To oszacowanie jest do§¢ doktadne, ale klopotliwe w uzyciu. W szczgblnosci nie jest catkiem jasne
jak blad zachowuje sie ze wzrostem n. Ponizej pokazemy mniej doktadne oszacowanie w terminach
przedtuzenia zespolonego f, ktore jest prawie tak dobre dla regularnych f, ma prosta zaleznosé¢ od
n i pozwala lepiej zrozumie¢ jak nieregularnosé f wplywa na blad.

Oszacowanie uzywa funkcji analitycznych. W pewnym sensie funkcji analityczne to najbardziej
regularne funkcje pojawiajace sie w analizie. Podamy tu kilka wtasnosci funkcji analitycznych

Lemat 4.1 Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna w sensie zespolonym na zbiorze S = {z : |S(z)] <
r} i spetnia ograniczenie |f(z)| < M dla z € S. Wtedy dla t € R zachodzi

£ ) < M

/'n’I’L

gdzie ™) oznacza pochodng rzedu n. Odwrotnie, jesli funkcja zespolona f zmiennj rzeczywistej spet-
nia oszacowanie wyzej, to przediuza sie jednoznacznie do funkcji rézniczkowalnej w sposdb zespolony
na zbiorze S spelniajgcej oszacowanie

M
| Gl

r

If(2)] <
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Lemat 4.2 Jesli r < 1 za$ f jest analityczna dla v < |z| < 1/r i dla tych z spetnia |f(2)| < M to
mozna zapisac

f(z) = i cj2’
j=—o00

gdzie wspotczynniki c; spetniajq
lej| < Mrl!

Dowdod: Istnienie takiego rozwiniecia to standartowy wynik analizy zespolonej. Pokazemy osza-
cowanie. Wspélczynnik ¢; mozna wyliczy¢ wzorem

1

=5 f(z)z77dz

|z|=s

Cj

gdzie wynik nie zalezy od s o ile r < s < 1/r. Wchodzac z wartoScig bezwzgledna pod znak catki

mamy
2

1 27 ) 1 . .
;| < %/0 |f(sexp(it)|s™/dt < %sﬂ ; Mdt = Ms™.

Poniewaz nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnego s € (r,1/r) mamy

le;| < inf Ms=7 = Myl
s€(r,1/r)

co daje wynik. O

Lemat 4.3 Jesli f spetnia zatoZenia Lematu 4.2, c; sq jak w tym lemacie zas N jest nieujemng
liczbg catkowitq to dla z takich |z| =1 mamy

N
oM yN+1
56 = 3 el < 2
j=—N
Dowédd:
N . . : o - oMpNH
|f(z) — Z ¢ 7| =| Z c;j2| < Z Myl =2 Z Mrl = T
i=—N §I>N 1> N J=N+1 "

Lemat 4.4 Dlar < 1, odwzorowanie z — %(z+ 1) odwzorowuje pierscieri r < |z| < 1/r na wnetrze
elipsy o Srodku w 0 zadnej rownaniem

dr—2+4r N2 +4r+2+r Dy = (r =)
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gdzie x to czeSé rzeczywista zas y to cze$é urojona. Ta elipsa ma rzeczywistq potos dlugosci

(=)

le = 2(r—1/2 — 71/2)

za$ urojong potos dtugosci
N Gt
YT o(r1/2 4172y

Dowdd pominiemy, sa to proste lecz dtugie rachunki. Gléwna cze$é rachunkéw daje sie wykonaé

przy pomocy komputera, lecz wyjasnienie szczegb6téw wychodzi poza ramy tego wykladu.
Istotne dla na jest ze dla r < 1lecz bliskich 1 w przyblizeniu I, ~ (1—r)/2 zas [, ~ 1+ (1—7)?/2.

Lemat 4.5 Dla z = x + iy gdzie x to cze$é rzeczywista zas y to cze$é urojona, przy |z| = 1 mamy
z = %(z+2z""). Ponadto
(27 +27)
jest wielomianem stopnia j od x (jest to wielokrotno$é wielomianu Czebyszewa).
Dowdd. Jedli |z] = 1 to 27! = x—iy co daje pierwsza rownosé. To ze (27 +277) jest wielomianem

od x stopnia j udowodnimy indukcyjnie. Dla j = 0 dostajemy stala 2, czyli wielomian stopnia 0,
dla j = 1 dostaniemy z pokazanej réwnosci 2z, czyli wielomian stopnia 1. Dla j > 1 mamy

j—1
ey =(z+2 YV =2 4277 4 ch(zk +27F).
k=0

7 zalozenia indukcyjnego (2* 4+ 27%) jest wielomianem od x stopnia k, czyli

tez jest wielomianem od x. O

Uwaga: Wielomany Czebyszewa czesto definuje sie jako T, = cos(n arccos(z)). Odpowiada to
zapisaniu z = exp(i arccos(x)). Wtedy

exp(ij arccos(zx)) + exp(—ij arccos(z))
2

1 . ,
§(ZJ +277) = = cos(j arccos(x))

co z dokladnosciag do wspoétezynnika przy =" zgadza sie z naszym okre§leniem.

Lemat 4.6 Jesli r < 1, f jest analityczna we wnetrzu elipsy z Lematu 4.4, 1 we wnetrzu tej elipsy

[f(2)] < M, N > 0 jest liczbg catkowitq, to istnieje wielomian w zmiennej x stopnia N taki Ze dla
€ [-1,1] mamy

2MrN+1

F@) —ue)] < S

13



Dowéd: Niech h(z) = f(3(z + 27')). Na mocy Lematu 4.4 funkcja h(z) jest analityczna dla
r < |z| < 1/r. Stosujac do h Lemat 4.3 widzimy ze istnieja c; takie ze dla |z| = 1 mamy

Ze wzgledu na to ze h(z~') = h(z) mamy c_; = ¢;. A wigc na mocy Lematu 4.5 dla |z| = 1 sume
N N
Z ¢z = ch(ZJ +277)
j=—N 7=0

mozna zapisaé¢ jako wielomian od x. Daje to szukane u. O

Lemat 4.7 Jesli r < 1, f jest analityczna we wnetrzu elipsy z Lematu 4.4, i we wnetrzu tej elipsy
|7 (2)] < M to blad kwadratury Gaussa na N punktach mozna oszacowaé jako

1 N SM 2N
I/_lf(w)daf—;wjf(aj)l <2

Dowdéd. Suma wag kwadratury Gaussa to 2 (tyle musi byé by calka stalej sie zgadzata). Z
Lematu 2.8 wagi sa dodatnie, a wiec jest to tez suma wartodci bezwzglednych. Kwadratura Gaussa
jest dokladna dla wielomianéw stopnia nie przekraczajacego 2N — 1. Stosujac Lemat 4.6 dla 2N —1
dostaniemy wielomian u stopnia nie przekraczajacego 2N — 1 taki ze biorac h(z) = f(z) — u(x)
mamy

2M 2N
h < .
b)) <
Teraz
1 N 1 N
[ o= wit@l =1 [ ha)ds =3 wihlay)] <
-1 j=1 -1 j=1
! ol oM 2N M 2N
/1h<x>dx|+|jzleh<aj>| <2 BT
gdzie zastapiliémy h przez oszacowanie jej wartosci bezwzgledne;j. O

Oszacowanie z Lematu 4.7 jest bardzo dobre dla r niezbyt bliskich 1, innymi stowy jesli f jest
funkcja analityczng we wnetrzu dostatecznie duzej elipsy. Gdy taka elipsa jest mata, to oszacowanie
daje staby wynik. W najgorszym przypadku, jesli f ma osobliwos$¢ na osi rzeczywistej to elipsa
redukuje sie do odcinka i nasze oszacownie nic nie daje.

14



5 Kwadratury adaptacyjne

Na koricu poprzedniej czeéci powiedzielismy ze jesli f jest mato regularna (analityczna w matlej elip-
sie lub majaca osobliwo$¢) to nasze oszacowanie jest stabe. Mozna wtedy poda¢ lepsze oszacowania,
ale problem jest rzeczywisty: dla nieregularnych f btad moze byé¢ duzy. Prostym rozwigzaniem jest
podziat odcinka na czesci, zastosowanie kwadratury Gaussa na kazdej czesci z osobna i dodanie wy-
nikéw (podobnie jak w metodzie prostokatéw czy Simpsona). Jednakze podzial na duza ilosé czesci
znacznie podnosi koszt obliczenn. Nasze oszacownie pokazuje ze jesli odcinek jest w miare daleko od
osobliwosci to btad jest bardzo maly i nie ma potrzeby dalszego podziatu takiego odcinka. Podejscie
adaptacyjne polego na wielokrotnych podziatach. W kazdym kroku szacujemy blad. Najprostsze
oszacowanie btedu polega na dwukrotnym wykonaniu obliczenia, np. na danym odcinku i przez
podzial na dwie potowy. Drugie obliczenie powinno by¢ doktadniejsze, a réznica daje dobre oszaco-
wanie btedu mniej doktadnego obliczenia. Jesli oszacowany blad jest zbyt duzy to odcinek dzielimy
na cze$ci np. dwie polowy i na kazdej czedci z osobna powtarzamy prodcedure. Jesli funkcja jest
wszedzie nieregularana to taka procedura nic nie daje w poréwnaniu z réwnomiernym podziatem.
Ale jesli ma tylko kilka punktowych osobliwosci, to wtedy w poblizu osobliwosci bedziemy uzywacé
krotkie przedzialty, a dalej dtugie, co prowadzi do sporej oszczednosci. Np. jesli jest osobliwo$é dla
z = 1, to mozna uzy¢ przedziaty [—1,0], [0,1/2], [1/2,3/4], [3/4,7/8] itd. Na kazdym z tych prze-
dzialow relatywna odleglo$é do osobliwosci jest taka sama i miare duza, a wiec oczekujemy duzej
dokladnosci. Jak uzyjemy n + 1 przedzialéw to dwa ostatnie beda postaci [1 — 27"+ 1 —27"] i
[1—27™1]. czyli dlugosci 27", Mozemy oczekiwaé ze btad na tych przedziatach bedzie rzedu 277, a
na pozastalych mniejszy lub poréwnywalny. Innymi stowy uzywajac n przedzialéw mozemy osiagnaé
laczna dokltadnosé rzedu 27 ". Jest to znacznie lepszy wynik od podziatu jednostajnego ktéry dla
poréwnywalnej dokladnosci wymagalby 2"+! przedzialow.

Skuteczno$¢ kwadratury adaptacyjnej polega na mozliwosci wykrycia osobliwosci z zachowania
funkcji stosunkowo daleko od osobliwosci. Jest tak np. dla osobliwosci typu algebraicznego, jak
f(z) = (1 — ) czy gdy funkcja jest sklejona z czesci i kazda czes¢ zajmuje dostatecznie duza czesé
odcinka, jak dla f(z) = |z| na [-1,1]. W praktyce kwadratury adaptacyjne dzialaja dobrze dla
duzych klas funkcji. Jednakze, jesli f ma osobliwos$é na malej czesci odcinka a na reszcie pokrywa
sie z bardzo regularng funkcja g to kwadratura adaptacyjna widzi tylko te punkty gdzie f jest
regularna i daje taki sam wynik jak dla g. Jednakze mala cze$¢ moze ciagle oznaczaé¢ blad ktéry
jest znacznie wiekszy niz blad dla regularnych funkcji. Dokladniej, je§li kwadratura adaptacyjna
uzywa n punktéw to moze nie zauwazy¢ nieregularnosci na odcinku dlugosci rzedu 1/n. Jesli f jest
klasy C! to nieregularno$é¢ na takim odcinku moze da¢ btad rzedu 1/n2. Prosty przyktad tego typu
pojawil sie w zadaniach, na [0, 1] przy malym a > 0 biorac f(z) = sin(|z — a|) dostajemy funkcje
ktora ma osobliwo$¢ (nieciaglta pochodna) w poblizu konca odcinka. Dla dostatecznie matych a
kwadratura Gaussa nie odrézni f od sin(z). Aby to lepiej zobaczy¢ dobrze sobie narysowac punkty
w ktorych kwadratura Gaussa oblicza wartosci f, zmiana f w innych punktach moze do$¢ znacznie
zmienié¢ funkcje ale kwadratura Gaussa da ten sam wynik.

Jesli funkcja f ma znane osobliwosci to mozna stosowaé specjalizowane kwadratury, np. z gory
podzieli¢ przedzial w punktach sklejenia f. Dla osobliwosci typu £ mozna potraktowaé x® jako wage
(czy czes¢ wagi) 1 uzy¢ wagowej wersji kwadratury Gaussa. Dla klasycznych przpadkéow prowadzi to
do bardziej wydajnych obliczen niz kwadratura adaptacyjna.

Jesli funkcja f ma osobliwosci w matych cze$ciach odcinka i nie wiemy gdzie te osobliwosci sa
polozone, to nie ma rady, jedyne wyjscie to obliczanie f w dostatcznie wielu punktach.

Prosta wersje kwadratury adaptacyjnej tatwo zaimplementowaé rekurencyjnie, dzielac odcinek
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i zatrzymuja¢ podzial gdy btad nie przekracza zadanej wielokrotnosci dtugosci odcinka. W takiej
wersji dobrze jest wprowadzi¢ ograniczenie na glebokos$¢ rekursji, bo na bardzo krétkich odcinkach
btad zaokraglenia nie pozwoli na osiagniecie zadanej doktadnosci. Sprytniejsza wersja uzywaltaby
kolejke, dzielac najpierw te odcinki ktére daja najwiekszy wktad do szacowanego bledu i zatrzymujac
podzialy gdy suma oszacowanych btedéw jest dostatecznie mata. Wersja rekursywna nie wie jaki jest
btad na innych przedzialach i dlatego musi uzywaé bardziej pesymistyczng regule wymagajaca by
btad na kazdym odcinku byt zadang wielokrotnoscia jego dtugosci. Wersja z kolejka moze pozwolié¢
na duzy blad wzgledny na niewielkiej liczbie krétkich odcinkdw.

5.1 Wariant Kronroda

Kwadratura Gaussa wyzszego rzedu uzywa zupelnie inne punkty niz kwadratura Gaussa nizszego
rzedu. Czyli by obliczy¢ kwadrature Gaussa na m punktach i kwadrature Gaussa na n punktach
potrzebujemy n + m wartosci catkowanej funkcji. Czyli dla m < n, szacujac btad przez poréwnanie
kwadratur dwu réznych rzedéw lepsza wartosé jest dokladna na wielomianch stopnia 2n — 1, za$
koszt jest m + n obliczen funkcji. Metoda sugerowana wyzej, choé¢ bardzo prosta jest nieco gorsza:
przedzial i dwa podprzedzialy wymagaja 3n punktéow. Jesli przedzial trzeba podzieli¢ to kazdy
nastepny podzial ma do dyspozycji wczedniej obliczona wartosé dla przedzialu, zag§ musi wykonaé
obliczenia dla dwu podprzedziatéw, czyli przedzialy otrzymane przez podzial wymagaja 2n punktow
by uzyska¢ dokltadng warto$¢ na wielomanach stopnia 2n — 1.

Kronrod zauwazyt, ze przy podobnym naktadzie pracy mozna podnie$¢ dokladno$é lepszego
przyblizenia. Mianowicie, majac n punktéw z kwadratury Gaussa mozna doda¢ n + 1 punktéw tak
by otrzymana z tych 2n + 1 punktéw kwadratura byta doktadna na wielomianach stopnia 3n + 1.

6 Funkcje okresowe i metoda prostokatow

Dla funkcji okresowych naturalne jest zastapienie wielomianéw przez wielomiany trygonometryczne,
tzn. chcemy by wzér calkowania numerycznego na przedziale [—m, 7] byl dokladny dla exp(ikz)
gdzie i jest jednostka urojona za$ k przebiega liczby catkowite od —N do N. Latwo sprawdzi¢ ze
uzywajac N +1 rownoodlegltych punktéw i rowne wagi dostaniemy wzor doktadny dla k z powyzszego
zakresu.

Zalozmy teraz ze wzér catkowania na N + 1 punktach a; jest dokladny dla exp(ikz) z k =
—N,...,N. Niech

N N+1
W(z) = H(exp(ix) —exp(iar)) = Z c exp(ikx).
1=0 k=0

W (z) zeruje sie w punktach a;, czyli dla exp(ijx)W (z) wzor calkowania numerycznego da nam zero.
Dla j = —N,...,—1 w wyrazeniu na exp(ijz)W (z) pojawiaja sie tylko eksponenty z indeksami z
przedzialu —N, N, czyli wzér ma by¢ doktadny, czyli

/7r exp(ijx)W(z)dx =0

—T

Eksponenty z urojonym argumentem sa ortogonalne, czyli w wyrazeniu na W (x) wspotczynniki ¢y
sarowne O dla k=1,...,N. Czyli

W(x) =exp(i(N + 1)x) + ¢
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co oznacza ze punkty sa rowno roztozone. Jedyna swoboda to cykliczne przesuniecie catego uktady
punktéw. Warunek na doktadno$é¢ wyznacza tez wagi, musza one by¢ réwne.

Lemat 4.3 mozna uzy¢ do oszacowania btedu. Doktadniej, dla funkcji okresowych mamy naste-
pujacy wariant:

Lemat 6.1 Jesli funkcja [ jest okresowa z okresem 27, analityczna w pasie —C < S(z) < C 1w
tym pasie |f(2)] < M to dla rzeczywistych z zachodzi

2M7ﬂNJrl

Z ¢;jexp(ijz)| < ﬁ
j=—N

gdzie r = exp(—C) za$
¢; :/ exp(—ijx) f(z)dx

—pi

Dowod: Niech h(z) = f(ilog(z)). Logarytm z jest zdefiniowany dla z # 0 z doktadnoscia do
catkowitej wielokrotnosci 27i. Jako ze f jest okresowa to wybor logarytmu nie wplywa na wartosé
h. h jest funkcja analityczna dla r < |z| < 1/r gdzie r jest jak wyzej i dla tych z mamy |h(z)| < M.
A wigc do h stosuje sie Lemat 4.3. OczywiScie mamy f(z) = h(exp(iz)). Latwo tez sprawdzié¢ ze c;
z Lematu 4.3 sa zadane wzorem z obecnego lematu, a wiec obecna nieréwnosé¢ wynika natychmiast
z Lematu 4.3. (|

Z lematu wynika oszacowanie dla btedu metody prostokatow:

Lemat 6.2 Jesli f spelnia zatozenia lematu wyzej, to

T ]27‘(’ 2M N+
] J@d N+1Zf e
Dowod: Dla
N
S = Z c;exp(ijz)
j=—N

mamy blad zero. Przy tym czlon z ¢y daje catke z f. A wiec blad szacujemy jako

- g j2rm m & g j2m
S DNER s ES S DMIEET o3

QM N+1
<2r—
1—r

A wiec pokazalismy ze dla funkcji okresowych metoda prostokatéw jest nieskoriczonego rzedu (i
pewnym sensie jest najlepsza metoda).
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7 Kwadratura Romberga

Inna metoda otrzymania kwadratury wysokiego rzedu jest metoda Romberga. Mianowicie, niech
T,.(f) oznacza wynik metody trapezow na n + 1 punktach (tzn. uzywajac podzial odcinka na
n czesci). Kwadratura Thr1 uzywa 2871 + 1, z czego 2% + 1 to punkty uzywane przez kwadra-
ture Thr, za$ 2% to dodane punkty (§rodki przedzialéw uzywanych przez Thr). A wiec kwadratury
T1,T5,Ty, ..., Tor mozna obliczy¢ praktycznie takim samym kosztem jak sama kwadrature Thx. Me-
toda Romberga tworzy kombinacje liniowa 77,75, Ty, ..., Tox tak by uzyska¢ doktadny wynik dla
wielomianéw stopnia 2k + 1. Kwadratura Romberga zachowuje sie do$¢ dobrze, lecz wymaga wiecej
punktéw niz kwadratura Gaussa.

8 Metoda podwdjnie wykladnicza

Uzasadnialiémy ze metoda prostokatéw jest metoda nieskoriczonego rzedu dla funkcji nieokresowych.
Z teoretyczngo punktu widzenia mozna tez rozwazaé¢ metode prostokatéw dla funkeji nieokresowych
na caltej prostej. Wymaga to nieskoriczonej sumy (dlatgo jest to metoda czysto teoretyczna):

/_OO f(x)dz = h Z f(kh)

k=—o00

Mozna pokazac ze przy odpowiednich zalozeniach na f jest to najdoktadniejsza metoda catkowania
numerycznego. Praktyczny wariant dostaniemy zaktadajac ze f bardzo szybko zbiega do 0 gdy
argument dazy do +o0o. Wtedy sume nieskoniczong mozna z duza doktadnoscia przyblizaé skoniczong
suma. Zalozenie o tym ze f bardzo szybko zbiega do 0 wydaje sie bardzo ograniczajace. Lecz dla h
na odcinku [—1, 1] mozna uzy¢ zamiane zmiennych

gdzie ¢(t) = tanh(ZF sinh(t)). ¢ odwzorowuje prosta rzeczywistag w odcinek (—1,1). Ze wzoru na
zamiane zmiennych

/_ 11 h(w)da = /_ O; £ ()t

Wyzej ¢'(t) bardzo szybko zbiega do zera dla ¢ — oo, czyli calke po prawej stronie mozna z
duza dokladnoscia przyblizaé¢ przez skoriczong sume z metody prostoktéow. Ze wzgledu na to ze
@' (t) =~ exp(—cexp(|t])) metode ta nazywa sie metoda podwodjnie wyktadniczg. Metoda to zachowuje
sie do$¢ dobrze jesli h ma potegowe osobliwosci na korncach przedziatu, co pozwala niekiedy stosowaé
ja zamiast kwadratur z wagami.
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