
1 Kwadratury wysokiego rz¦du

Maj¡c dost¦pne warto±ci funkcji f w n punktach a1, a2, . . . , an natruralne jest u»ycie przybli»enia
zadanego wzorem: ∫ h

l

f(x)dx ≈
n∑
i=1

wif(ai).

Punkty ai nazywamy w¦zªami kwadratury, liczby wi wagami. Chcemy dobra¢ ai oraz wi tak by
uzyska¢ mo»liwie dobr¡ dokªadno±¢. Prostym warunkiem jest by masz wzór dawaª dokªadn¡ warto±¢
dla wybranych funkcji. W szczególno±ci chcemy by wzór byª dokªadny dla wielomianów stopnia
mniejszego lub równego N z mo»liwie du»ym N . Warunek dokªadno±ci na wielomianch stopnia
mniejszego lub równego N daje nam N + 1 równa«, powy»ej mamy 2n parametrów (n warto±ci
ai i n warto±ci wi), wi¦c mo»na liczy¢ »e istnieje rozwi¡zanie gdy N = 2n − 1. Dalej otrzymamy
odpowiedni wzór u»ywaj¡c wielomany ortogonalne. Dla uproszczenia wi¦kszo±¢ rozwa»a« b¦dziemy
prowadzi¢ na przedziale [−1, 1].

2 Podstawowe wªasno±ci

Powiemy »e wielomiany pi s¡ ortogonalne (na odcinku [−1, 1]) je±li

〈pi, pj〉 =

{
1 dla i = j

0 w przeciwnym razie

gdzie

〈pi, pj〉 =
∫ 1

−1
pi(x)pj(x)dx.

Startuj¡c z ci¡gu xi, i = 0, 1, . . . procedura Gramma-Schmidta produkuje ci¡g wielomianów orto-
gonalych pi takich »e lin{xi : i = 0, 1, . . . , n} = lin{pi : i = 0, 1, . . . , n}. Przy tym pi s¡ wyznaczone
jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do znaku przez warunki wy»ej. Niekiedy wygodnie jest pomno»y¢ te
wielomiany przez staªe zale»ne od i. Je±li staªa jest dobrana tak by wspóªczynnik przy najwy»szej
pot¦dze byª dodatni za±

〈pi, pi〉 =
2

2i+ 1

to tak otrzymane wielomiany nazywa si¦ wielomianami Legendre'a.

Lemat 2.1 Je±li q jest wielomianem stopnia co najwy»ej i− 1 to

〈q, pi〉 = 0

Dowód: q ∈ lin{1, . . . , xi−1} = lin{pj : j = 0, . . . , i− 1}. Czyli

q =

i−1∑
j=0

cjpj .
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Teraz

〈q, pi〉 = 〈
i−1∑
j=0

cjpj , pi〉 =
i−1∑
j=0

cj〈pj , pi〉 = 0

bo 〈pj , pi〉 = 0 dla j < i. �

Kwadratur¦ Gaussa rz¦du N de�niujemy jako sum¦

GN (f) =

N∑
i=1

wif(ai)

gdzie ai s¡ zerami pN , za± wi s¡ dobrane tak by wzór wy»ej byª dokªadny dla wielomianów stopnia
mniejszego ni» N . Mo»na to zrobi¢ bo jak poka»emy pó¹niej ai s¡ ró»ne. Poka»emy te» »e ai ∈
(−1, 1), a wi¦c w obliczeniach nie trzeba u»ywa¢ warto±ci f spoza odcinka.

Lemat 2.2 Kwadratura Gaussa na N punktach jest dokªadna dla wielomianów stopnia ≤ 2N − 1.

Dowód: Niech f b¦dzie wielomianem stopnia ≤ 2N−1, za± pN b¦dzie wielomianem ortogonalnym
stopnia N . Dziel¡c z reszt¡ piszemy

f = qpN + r

gdzie stopnie q i r nie przekraczaj¡ N − 1. Wtedy∫
f =

∫
(qpN + r) = 〈q, pN 〉+

∫
r =

∫
r

gdzie 〈q, pN 〉 = 0 na mocy Lematu 2.1.
Równie» ∑

i

wif(ai) =
∑
i

wi(q(ai)pN (ai) + r(ai)) =
∑
i

wir(ai) =

∫
r

gdzie pomieli±my czªony q(ai)pN (ai) bo ai to zera pN , za± ostatnia równo±¢ wynika z wyboru wi. �

Powy»szy rachunki wyja±niaj¡ te» jak mo»na byªo wymy±le¢ kwadratur¦ Gaussa. Mianowicie,
zakªadamy »e kwadratura z w¦zªami ai i wagami wi jest dokªadna dla wielomianów stopnia do 2n−1.
Niech

W (x) =

n∏
i=1

(x− ai)

b¦dzie wielomianem stopnia n zeruj¡cym si¦ w punktach ai. Je±li P jest wielomianem stopnia
mniejszego lub równego n − 1 to nasza kwadratura ma da¢ dokªadny wynik dla PW (który jest
stopnia mniejszego lub równego 2n− 1). Ale PW zeruje si¦ w punktach ai czyli suma przybli»aj¡ca
caªk¦ jest zerem. A wi¦c ∫ 1

−1
P (x)W (x)dx = 0

2



czyli W jest ortogonalny do wszystkich wielomianów stopnia mniejszego lub równego n − 1. In-
nymi sªowi, kwadratura Gaussa jest jedyn¡ mo»liw¡ kwadratur¡ dokªadn¡ dla wielomianów stopnia
mniejszego lub równego 2n− 1.

Rozwa»amy teraz operator Mx mno»enia przez x w L2([−1, 1]), tzn.

(Mxf)(x) = xf(x).

Mx jest operatorem samosprz¦»onym, tzn.

〈Mxf, g〉 = 〈f,Mxg〉.

Niech VN = lin{pi : i = 0, . . . , N − 1} b¦dzie przestrzeni¡ wielomianów stopnia nie przekraczaj¡-
cego N − 1. Niech PN b¦dzie operatorem rzutu ortogonalnego z L2([−1, 1]) na VN i niech

Tf = PNMxPN

Lemat 2.3 Dla f ∈ VN mamy
Tf = xf mod pN

tzn. Tf to reszta z dzielenia xf przez pn.

Dowód: Dla f ∈ VN mamy PNf = f . xf jest wielomiem stopnia N , czyli dziel¡c z reszt¡ przez
pN mamy

xf = cpN + r

Lecz r ∈ VN , za± pN jest ortogonalne do VN , czyli

PN (xf) = r.

Teraz
Tf = PNMxPNf = PN (xf) = r = xf mod pN .

�

Lemat 2.4 Je±li q =
∑
j cjx

j jest wielomianem to

q(T )f =
∑
j

cjT
jf = (qf) mod pN .

W szczególno±ci pN (T ) = 0.

Dowód: Pierwszy wzór to prosta indukcja bazuj¡ca ma Lemacie 2.3. Drugi wynika bezpo±rednio
z pierwszego. �

Lemat 2.5 T obci¦te do VN diagonalizuje si¦ i ma warto±ci wªasne zawarte w przedziale (−1, 1).
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Dowód: T jest macierz¡ samosprz¦»on¡, czyli diagonalizuje si¦ i warto±ci wªasne T s¡ rzeczywiste.
Ponadto T + I obci¦ty do przestrzeni VN jest operatorem dodatnio okre±lonym:

〈(T + I)f, f〉 = 〈PNMxPNf, f〉+ 〈f, f〉 = 〈MxPNf, PNf〉+ 〈f, f〉

= 〈Mxf, f〉 − 〈f, f〉 =
∫ 1

−1
(x+ 1)|f |2(x)dx

gdzie u»yli±my fakt »e dla f ∈ VN mamy PNf = f . Na przedziale [−1, 1] zachodzi x + 1 ≥ 0, czyli
funkcja pod caªk¡ jest nieujemna. Ponadto jako wielomian nie mo»e by¢ stale równana zero dla
niezerowego f . Czyli

〈(T + I)f, f〉 ≥ 0

co oznacza »e T + I jest operatorem dodatnio okre±lonym. St¡d wynika »e warto±ci wªasne T + I s¡
dodatnie, czyli warto±ci wªasne T le»¡ w (−1,∞).

Podobnie pokazujemy »e −T + I jest dodatnio okre±lony i »e warto±ci wªasne T le»¡ w przedziale
(−∞, 1). �¡cznie warto±ci wªasne T le»¡ w przedziale (−1, 1). �

Lemat 2.6 Je±li wielomian q stopnia N ma zero wielokrotne (by¢ mo»e zespolone) to operator U
na VN zadany wzorem

Uf = (xf) mod q

ma nietrywialn¡ klatk¦ Jordana (nie diagonalizuje si¦). Je±li a jest zerem q to a jest warto±ci¡
wªasn¡ U .

Dowód: Niech a b¦dzie zerem wielokrotnym q. Zapiszmy q w postacie q = (x−a)jq1 gdzie j > 1.
Bie»emy hi = (x− a)iq1 dla i = 0, . . . , j. Wtedy

xhi = (a+ (x− a))hi = ahi + hi+1

dla i < j. Przy tym dla i < j stopie« hi jest mniejszy ni» N , czyli hi ∈ PN . Za± hj = q = 0 mod q.
A wi¦c dla j > 1 mamy

(U − a)h0 6= 0,

(U − a)jh0 = 0

czyli U nie diagonalizuje si¦.
Je±li a jest zerem q to jak wy»ej rozpatrujemy hj−1 (gdzie teraz j > 0, lecz mo»e by¢ równe 1).

Mamy
(U − a)hj−1 = hj = 0 mod q

czyli faktycznie a jest warto±ci¡ wªasn¡ za± hj−1 odpowiednim wektorem wªasnym. �

Lemat 2.7 Zera pN s¡ pojedyncze i zawarte w przedziale (−1, 1).
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Dowód: Z Lematu 2.3 wiemy »e na VN operator T jest zadany wzorem

Tf = xf mod pN .

Gdyby pN miaª zero wielokrotne to na mocy Lematu 2.6 T nie mógªby si¦ diagonalizowa¢. Lecz
na mocy Lematu 2.5 operator T diagonalizuje si¦ na VN , czyli zera pN s¡ pojedyncze. Na mocy
Lematu 2.6 zera pN s¡ warto±ciami wªasnymi T które na mocy Lematu 2.5 le»¡ w (−1, 1). �

Lemat 2.8 Wagi wj kwadratury Gaussa s¡ nieujemne. Zachodzi wzór

wj =

∫ 1

−1
lj(x)dx

gdzie lj jest wielomianem stopnia N − 1 takim »e lj(aj) = 1, za± lj(ai) = 0 dla i 6= j.

Dowód: Jako »e l2j jest wielomianem stopnia 2N − 2 to kwadratura Gaussa jest dokªadna dla l2j ,
czyli

0 <

∫ 1

−1
l2j (x)dx =

∑
i

wil
2
j (ai) = wj l

2
j (aj) = wj .

A wi¦c wj > 0. Podobnie, skoro lj jest stopnia N − 1 to∫ 1

−1
lj(x)dx =

∑
i

wilj(ai) = wj lj(aj) = wj .

�

3 Dalsze wzory, wagi

Lemat 3.1 Wielomiany pi speªniaj¡ równo±¢

pi(x) = (−1)ipi(−x)

Dowód: Istniej¡ tylko dwa wielomiany w stopnia i ortogonalne do wszystkich wielomianów stop-
nia nie przekraczaj¡cego n− 1 i takie »e

〈w,w〉 = 〈pi, pi〉

tzn. pi oraz −pi. Mianowicie ortogonalno±¢ wyznacza w z dokªadno±ci¡ do mno»enia przez staª¡, a
warunek wy»ej na iloczyn skalarny pozostawia tylko dwie mo»liwe staªe. Teraz patrzymy »e w(x) =
pi(−x) speªnia warunek wy»ej, tzn. jest ortogonalne do wielomianów stopnia nie przekraczaj¡cego
n− 1 i

〈w,w〉 = 〈pi, pi〉
czyli pi(−x) = pi(x) lub pi(−x) = −pi(x). Porównuj¡c wspóªczynik przy najwy»szej pot¦dze dosta-
jemy znak plus dla parzystego i oraz minus dla nieparzystego i co daje wynik. �
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Lemat 3.2 Wielomiany pn speªniaj¡ zwi¡zek rekurencyjny postaci

xpn = anpn+1 + bnpn−1.

Dowód: Z lematu 2.3 dla N = n+ 1 wiemy »e

xpn − anpn+1 ∈ VN

gdzie an jest dobrane tak by wspóªczynik przy xn+1 w xpn − anpn+1 byª równy 0. Czyli

xpn − anpn+1 =

n∑
i=0

cn,ipi

Mamy
〈pi, pi〉cn,i = 〈xpn, pi〉 − an〈pn+1, pi〉 = 〈xpn, pi〉

gdzie ostatnia równo±¢ zachodzi bo pn+1 jest ortogonalne do pi. Dalej

〈xpn, pi〉 = 〈pn, xpi〉.

Dla i < n − 1 wielomian xpi ma stopie« mniejszy od n czyli cn,i = 0. Dla i = n na mocy Lematu
3.1 p2n jest funkcj¡ parzyst¡, czyli xp2n jest funkcj¡ nieparzyst¡ i

〈xpn, pn〉 =
∫ 1

−1
xp2n(x)dx = 0

czyli równie» cn,n = 0. A wi¦c mamy równo±¢

xpn − anpn+1 = cn,n−1pn−1

co daje wynik z bn = cn,n−1. �

Lemat 3.3 Zachodzi wzór Christo�ela-Darboux:

n∑
i=0

cipi(x)pi(y) = dn
pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y

gdzie ci =
1

〈pi,pi〉 , di = ci
αi

αi+1
za± αi jest wspóªczynnikiem przy xi w pi.

Dowód. Odejmuj¡c wzór dla n − 1 od wzoru dla n widzimy »e wzór Christo�ela-Darboux jest
równowa»y równo±ci

cnpn(x)pn(y) = dn
pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
− dn−1

pn(x)pn−1(y)− pn−1(x)pn(y)
x− y

czyli

cn(x− y)pn(x)pn(y) = dn(pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y))− dn−1(pn(x)pn−1(y)− pn−1(x)pn(y))
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Lew¡ stron¦ mo»emy rozpisa¢ jako

(cnxpn(x))pn(y)− pn(x)(cnypn(y)).

Praw¡ stron¦ mo»emy przeksztaªci¢ nast¦puj¡co:

dn(pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y))− dn−1(pn(x)pn−1(y)− pn−1(x)pn(y)) =

(dnpn+1(x) + dn−1pn−1(x))pn(y)− pn(x)(dnpn+1(y) + dn−1pn−1(y)).

Porównuj¡c obie strony wida¢ »e wystarczy pokaza¢ »e

cnxpn(x) = dnpn+1(x) + dn−1pn−1(x)

i
cnypn(y) = dnpn+1(y) + dn−1pn−1(y)

Drug¡ równo±¢ otrzymujemy z pierwszej podstawiaj¡c y zamiast x. Czyli wystarczy pokaza¢ »e

cnxpn = dnpn+1 + dn−1pn−1.

W Lemacie 3.2 pokazali±my »e
xpn = anpn+1 + bnpn−1.

A wi¦c wystarczy pokaza¢ »e cnan = dn i »e cnbn = dn−1. Wspóªczynnik an jest wyznaczony
jednozncznie przez warunek równo±ci wyrazów z xn+1. dn jest dobrane tak »e zachodzi równo±¢
wspóªczynników przy xn+1. Czyli faktycznie cnan = dn. A wi¦c aby pokaza¢ równo±¢

cnxpn = dnpn+1 + dn−1pn−1

wystarczy sprawdzi¢ »e iloczyny skalarny obu stron z pn−1 s¡ równe. Lecz

〈cnxpn, pn−1〉 = cn〈pn, xpn−1〉.

Na mocy ju» pokazanej równo±ci cnan = dn, stosuj¡c j¡ dla n− 1 mamy

cn−1xpn−1 = dn−1pn + cn−1bn−1pn−2

czyli

〈cnxpn, pn−1〉 =
cn
cn−1

〈pn, dn−1pn + cn−1bn−1pn−2〉 =

cndn−1
cn−1

〈pn, pn〉 =
dn−1
cn−1

gdzie u»yli±my rówo±¢ cn〈pn, pn〉 = 1. Po prawej stronie liczymy

〈dnpn+1 + dn−1pn−1, pn−1〉 = dn−1〈pn−1, pn−1〉 =
dn−1
cn−1

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z de�nicji cn−1. A wi¦c otrzymali±my równo±¢ iloczynów skalarnych,
co ko«czy dowód. �
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Komentarz: Powy»szy dowód jest rachunkowy i mo»e wygl¡da¢ niezbyt intuicyjnie. Lecz znaj¡c
Lemat 3.2 do±¢ ªatwo zauwa»y¢ »e musi by¢ proste wyra»enie dla (x − y)pn(x)pn(y) i caªy dowód
sprowadza si¦ do wyznaczenia wspóªczynników w tym wyrazeniu. Standartow¡ sztuczk¡ jest porów-
nywanie wspóªczynników przy najwy»szej pot¦dze, co zrobili±my. Dla wielomianów ortogonalnych
iloczyny skalarne pomagaj¡ wyznacza¢ wspóªczynniki i wªa±nie u»yli±my iloczyn skalarny do wyzna-
czenia drugiego wspóªczynnika.

Lemat 3.4 Zachodzi wzór

(1− x2)p′n =
−nαn
αn+1

pn+1 +
(n+ 1)cn−1αn−1

cnαn
pn−1

gdzie ci =
1

〈pi,pi〉 , za± αi jest wspóªczynnikiem przy xi w pi.

Dowód: (1 − x2)p′n jest wielomianem stopnia n + 1, a wi¦c mo»na go zapisa¢ jako kombinacj¦
liniow¡ pi z i ≤ n + 1. Licz¡c iloczyn skalarny caªkujemy przez cz¦±ci. (1 − x2)pi(x) jest zerem na
ko«cach przedziaªu, wi¦c wyrazy brzegowe znikaja. Czyli

〈(1− x2)p′n, pi〉 =
∫ 1

−1
p′n(x)((1− x2)pi(x) = −

∫ 1

−1
pn(x)((1− x2)pi(x))′ =

−〈pn, ((1− x2)pi(x))′〉.

Je±li i < n− 1 to ((1−x2)pi(x))′ ma stopie« mniejszy ni» n i iloczyn wy»ej znika. A wi¦c (1−x2)p′n
jest kombinacj¡ liniow¡ pn+1, pn i pn−1. Jednak»e, z Lematu 3.1 wynika »e pn jest albo parzysty
albo nieparzysty. Dla parzystego pn wielomian (1 − x2)p′n jest nieparzysty i równie» pn+1 i pn−1
s¡ nieparzyste. Czyli pn nie pojawi si¦ w wyra»eniu na (1 − x2)p′n. Podobne rozumowanie dziaªa
dla nieparzystego pn, wi¦c (1 − x2)p′n jest kombinacj¡ liniow¡ pn+1 i pn−1. Wspóªczynnik przy
pn+1 otrzymujemy porównuj¡c wspóªczynniki przy najwy»szych pot¦gach. Wspólczynnik przy pn−1
otrzymujemy zapisuj¡c ((1− x2)pi(x))′ jako kombinacj¦ liniow¡ pi. W tej kombinacji pn wyst¦puje
ze wspóªczynnikiem −(n+ 1)αn−1/αn. Czyli

〈(1− x2)p′n, pn−1〉 = −〈pn, ((1− x2)pn−1〉 =
(n+ 1)αn−1

αn
〈pn, pn〉

Lemat 3.5 Waga wj kwadratury Gaussa z n w¦zaªami wyra»a si¦ wzorem

wj =
−1

dnpn+1(aj)p′n(aj)
=

1

dn−1pn−1(aj)p′n(aj)
=

2n+ 1

cn(1− a2j )(p′n(aj))2

gdzie dn jest z Lematu 3.3.

Dowód: Przy ustalonym y mamy∫ 1

−1

n∑
i=0

cipi(x)pi(y)p0(x)dx =

n∑
i=0

cipi(y)〈pi, p0〉 = c0p0(y)〈p0, p0〉 = p0(y)
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A wi¦c z wzoru Christo�ela-Darboux

p0(y) =

∫ 1

−1
dn
pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
p0(x)dx.

Dla y = aj dostaniemy

p0(aj) = −pn+1(aj)

∫ 1

−1
dn

pn(x)

x− aj
p0(x)dx.

Uwzgl¦dniaj¡c »e p0 jest wielomianem staªym powy»sze upraszcza si¦ do

1 = −dnpn+1(aj)

∫ 1

−1

pn(x)

x− aj
dx.

Teraz niech lj b¦dzie wielomianem z Lematu 2.8 (z N = n). Wielomian (x − aj)lj jest stopnia n i
ma te same zera co pn, a wi¦c jest wielokrotno±ci¡ pn, czyli (x− aj)lj = λpn. Obliczaj¡c pochodn¡
mamy

((x− aj)lj)′ = lj + (x− aj)l′j
czyli ((x− aj)lj)′(aj) = lj(aj) = 1. A wi¦c

p′n(aj)lj(x) =
pn(x)

x− aj
.

Wstawi¡c to do wzoru wy»ej mamy

1 = −dnpn+1(aj)

∫ 1

−1
p′n(aj)lj(x)dx

czyli dzi¦ki Lematowi 2.8

wj =

∫ 1

−1
lj(x)dx =

−1
dnpn+1(aj)p′n(aj)

co daje pierwszy wzór.
Aby otrzyma¢ drugi wzór stosujemy wzór Christo�ela-Darboux z n− 1 otrzymuj¡c

1 = dn−1pn−1(aj)

∫ 1

−1

pn(x)

x− aj
dx.

Porównuj¡c z poprzednim dowodem widzimy »e

−dnpn+1(aj) = dn−1pn−1(aj)

co daje drugi wzór.
Uwzgl¦dniaj¡c posta¢ dn wzór z Lematu 3.4 mo»na zapisa¢ jako

(1− x2)p′n =
1

cn
(−ndnpn+1 + (n+ 1)dn−1pn−1).

Razem z równo±ci¡ −dnpn+1(aj) = dn−1pn−1(aj) daje to

(1− x2)p′n(aj) =
1

cn
(ndn−1pn−1(aj) + (n+ 1)dn−1pn−1) =

2n+ 1

cn
dn−1pn−1
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czyli
cn

2n+ 1
(1− x2)p′n(aj) = dn−1pn−1

=
2

(1− a2j )(p′n(aj))2

co po podstawieniu do drugiego wzoru daje trzeci wzór. �

Uwaga: Wielomiany Legendre'a pn znormalizowali±my tak by

〈pi, pi〉 =
2

2i+ 1

czyli

ci =
2i+ 1

2

podstawiaj¡c to do trzeciego wzoru z Lematu 3.5 dostajemy wzór

wi =
2

(1− a2j )(p′n(aj))2

stosowany w programie przykªadowym ex_gauss.input.
Komantarz. Dla kompletno±ci nale»aªoby powiedzie¢ jak mo»na oblicza¢ wielomiany pn. Bez-

po±rednie u»ycie procedury Gramma-Schmidta dziaªa, ale jest prostsza metoda: wielomiany mo»na
oblicza¢ rekurencyjnie bazuj¡c ma Lemacie 3.2. �atwo sprawdzi¢ »e p0 = 1, p1 = x za± kolejne
obliczamy jako

pn+1 =
1

an
(xpn − bnpn−1).

Wymaga to znajomo±ci wspóªczynników an i bn. Wynosz¡ one

an =
n+ 1

2n+ 1

bn =
n

2n+ 1
.

Bez znajomo±ci an i bn te» mo»na u»y¢ Lemat 3.2, wtedy w ka»dym kroku musimy oblicza¢ iloczyn
skalarny i przy jego pomocy wyznaczamy bn. an zale»y od przyj¦teje normalizacji, przy normalizacji
przy pomocy cn trzeba oblicza¢ drugi iloczyn skalarny. Takie u»ycie Lematu 3.2 ci¡gle jest ta«sze
ni» naiwna procedura Gramma-Schmidta startuj¡ca z xi.

Wyniki cz¦sci pierwszej i wiele wyników tej cz¦±ci stosuje si¦ w ogólniejszej sytuacji gdy

〈pi, pj〉 =
∫ b

a

pi(x)pj(x)w(x)

gdzie w(x) ≥ 0 na [a, b], dla ka»dego i ∫ b

a

|x|iw(x)dx <∞
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i w(x) jest niezerowe. Zarównn a jak i b mog¡ by¢ niesko«czone. Klasyczne przykªady to w(x) =
exp(−x2) na (−∞,∞), w(x) = xα exp(−x) dla α > −1 na (0,∞), w(x) = (1 − x)α(1 + x)β dla
α, β > −1 na (−1, 1).

Bardziej ogólnie, mo»na rozpatrywa¢ sko«czone miary dodatnie µ takie »e∫ b

a

|x|idµ(x) <∞.

Aby dosta¢ niesko«czony ci¡g wielomianów trzeba zakªada¢ »e miara nie jest skupiona na sko«czonym
zbiorze punktów, w przeciwnym razie ci¡g si¦ urywa.

Klasyczny przykªad tego typu to miara odpowiadaj¡ca sumowaniu,

µ =

∞∑
n=1

nαλn

dla α ∈ R i λ ∈ (0, 1). Wtedy ∫
f(x)dµ(x) =

∞∑
n=1

nαλnf(n).

Klasyczny przykªad dla miary na zbiorze sko«czonym to wielomiany Grama u»ywane przy obli-
czaniu przybli»e« ±redniokwadratowych.

4 Oszacowanie bª¦du

Klasycznie szacuje si¦ bª¡d dla kwadratury Gaussa na n punktach przez wielko±¢ pochodnej rz¦du
2n z caªkowanej funkcji. Dokªadniej, bª¡d nie przekracza

22n+1(n!)4

2n+ 1)((2n)!)3
sup

x∈[−1,1]
|f (2n)|.

To oszacowanie jest do±¢ dokªadne, ale kªopotliwe w u»yciu. W szczgólno±ci nie jest caªkiem jasne
jak bª¡d zachowuje si¦ ze wzrostem n. Poni»ej poka»emy mniej dokªadne oszacowanie w terminach
przedªu»enia zespolonego f , które jest prawie tak dobre dla regularnych f , ma prost¡ zale»no±¢ od
n i pozwala lepiej zrozumie¢ jak nieregularno±¢ f wpªywa na bª¡d.

Oszacowanie u»ywa funkcji analitycznych. W pewnym sensie funkcji analityczne to najbardziej
regularne funkcje pojawiaj¡ce si¦ w analizie. Podamy tu kilka wªasno±ci funkcji analitycznych

Lemat 4.1 Niech funkcja f b¦dzie ró»niczkowalna w sensie zespolonym na zbiorze S = {z : |=(z)| <
r} i speªnia ograniczenie |f(z)| ≤M dla z ∈ S. Wtedy dla t ∈ R zachodzi

|f (n)(t)| ≤ Mn!

rn

gdzie f (n) oznacza pochodn¡ rz¦du n. Odwrotnie, je±li funkcja zespolona f zmiennj rzeczywistej speª-
nia oszacowanie wy»ej, to przedªu»a si¦ jednoznacznie do funkcji ró»niczkowalnej w sposób zespolony
na zbiorze S speªniaj¡cej oszacowanie

|f(z)| ≤ M

1− |Im(z)|
r
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Lemat 4.2 Je±li r < 1 za± f jest analityczna dla r ≤ |z| ≤ 1/r i dla tych z speªnia |f(z)| ≤ M to
mo»na zapisa¢

f(z) =

∞∑
j=−∞

cjz
j

gdzie wspóªczynniki cj speªniaj¡

|cj | ≤Mr|j|

Dowód: Istnienie takiego rozwini¦cia to standartowy wynik analizy zespolonej. Poka»emy osza-
cowanie. Wspóªczynnik cj mo»na wyliczy¢ wzorem

cj =
1

2πi

∫
|z|=s

f(z)z−jdz

gdzie wynik nie zale»y od s o ile r < s ≤ 1/r. Wchodz¡c z warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ pod znak caªki
mamy

|cj | ≤
1

2π

∫ 2π

0

|f(s exp(it)|s−jdt ≤ 1

2π
s−j

∫ 2π

0

Mdt =Ms−j .

Poniewa» nierówno±¢ zachodzi dla dowolnego s ∈ (r, 1/r) mamy

|cj | ≤ inf
s∈(r,1/r)

Ms−j =Mr|j|

co daje wynik. �

Lemat 4.3 Je±li f speªnia zaªo»enia Lematu 4.2, cj s¡ jak w tym lemacie za± N jest nieujemn¡
liczb¡ caªkowit¡ to dla z takich |z| = 1 mamy

|f(z)−
N∑

j=−N
cjz

j | ≤ 2MrN+1

1− r
.

Dowód:

|f(z)−
N∑

j=−N
cjz

j | = |
∑
|j|>N

cjz
j | ≤

∑
|j|>N

Mr|j| = 2

∞∑
j=N+1

Mrj =
2MrN+1

1− r
.

�

Lemat 4.4 Dla r < 1, odwzorowanie z 7→ 1
2 (z+

1
z ) odwzorowuje pier±cie« r < |z| < 1/r na wn¦trze

elipsy o ±rodku w 0 zadnej równaniem

4(r − 2 + r−1)x2 + 4(r + 2 + r−1)y2 = (r−1 − r)2

12



gdzie x to cz¦±¢ rzeczywista za± y to cz¦±¢ urojona. Ta elipsa ma rzeczywist¡ póªo± dªugo±ci

lx =
(r−1 − r)

2(r−1/2 − r1/2)

za± urojon¡ póªo± dªugo±ci

ly =
(r−1 − r)

2(r−1/2 + r1/2)
.

Dowód pominiemy, s¡ to proste lecz dªugie rachunki. Gªówn¡ cz¦±¢ rachunków daje si¦ wykona¢
przy pomocy komputera, lecz wyja±nienie szczegóªów wychodzi poza ramy tego wykªadu.

Istotne dla na jest »e dla r < 1 lecz bliskich 1 w przybli»eniu ly ≈ (1−r)/2 za± lx ≈ 1+(1−r)2/2.

Lemat 4.5 Dla z = x+ iy gdzie x to cz¦±¢ rzeczywista za± y to cz¦±¢ urojona, przy |z| = 1 mamy
x = 1

2 (z + z−1). Ponadto

(zj + z−j)

jest wielomianem stopnia j od x (jest to wielokrotno±¢ wielomianu Czebyszewa).

Dowód. Je±li |z| = 1 to z−1 = x−iy co daje pierwsz¡ równo±¢. To »e (zj+z−j) jest wielomianem
od x stopnia j udowodnimy indukcyjnie. Dla j = 0 dostajemy staª¡ 2, czyli wielomian stopnia 0,
dla j = 1 dostaniemy z pokazanej równo±ci 2x, czyli wielomian stopnia 1. Dla j > 1 mamy

(2x)j = (z + z−1)j = zj + z−j +

j−1∑
k=0

ck(z
k + z−k).

Z zaªo»enia indukcyjnego (zk + z−k) jest wielomianem od x stopnia k, czyli

zj + z−j = (2x)j −
j−1∑
k=0

ck(z
k + z−k)

te» jest wielomianem od x. �

Uwaga: Wielomany Czebyszewa cz¦sto de�nuje si¦ jako Tn = cos(n arccos(x)). Odpowiada to
zapisaniu z = exp(i arccos(x)). Wtedy

1

2
(zj + z−j) =

exp(ij arccos(x)) + exp(−ij arccos(x))
2

= cos(j arccos(x))

co z dokªadno±ci¡ do wspóªczynnika przy xn zgadza si¦ z naszym okre±leniem.

Lemat 4.6 Je±li r < 1, f jest analityczna we wn¦trzu elipsy z Lematu 4.4, i we wn¦trzu tej elipsy
|f(z)| ≤ M , N ≥ 0 jest liczb¡ caªkowit¡, to istnieje wielomian u zmiennej x stopnia N taki »e dla
x ∈ [−1, 1] mamy

|f(x)− u(x)| ≤ 2MrN+1

1− r

13



Dowód: Niech h(z) = f( 12 (z + z−1)). Na mocy Lematu 4.4 funkcja h(z) jest analityczna dla
r < |z| < 1/r. Stosuj¡c do h Lemat 4.3 widzimy »e istniej¡ cj takie »e dla |z| = 1 mamy

|h(z)−
N∑

j=−N
cjz

j | ≤ 2MrN+1

1− r
.

Ze wzgl¦du na to »e h(z−1) = h(z) mamy c−1 = cj . A wi¦c na mocy Lematu 4.5 dla |z| = 1 sum¦

N∑
j=−N

cjz
j =

N∑
j=0

cj(z
j + z−j)

mo»na zapisa¢ jako wielomian od x. Daje to szukane u. �

Lemat 4.7 Je±li r < 1, f jest analityczna we wn¦trzu elipsy z Lematu 4.4, i we wn¦trzu tej elipsy
|f(z)| ≤M to bª¡d kwadratury Gaussa na N punktach mo»na oszacowa¢ jako

|
∫ 1

−1
f(x)dx−

N∑
j=1

wjf(aj)| ≤
8Mr2N

1− r

Dowód. Suma wag kwadratury Gaussa to 2 (tyle musi by¢ by caªka staªej si¦ zgadzaªa). Z
Lematu 2.8 wagi s¡ dodatnie, a wi¦c jest to te» suma warto±ci bezwzgl¦dnych. Kwadratura Gaussa
jest dokªadna dla wielomianów stopnia nie przekraczaj¡cego 2N − 1. Stosuj¡c Lemat 4.6 dla 2N − 1
dostaniemy wielomian u stopnia nie przekraczaj¡cego 2N − 1 taki »e bior¡c h(x) = f(x) − u(x)
mamy

|h(x)| ≤ 2Mr2N

1− r
.

Teraz

|
∫ 1

−1
f(x)dx−

N∑
j=1

wjf(aj)| = |
∫ 1

−1
h(x)dx−

N∑
j=1

wjh(aj)| ≤

|
∫ 1

−1
h(x)dx|+ |

N∑
j=1

wjh(aj)| ≤ 2 · 22Mr2N

1− r
=

8Mr2N

1− r

gdzie zast¡pili±my h przez oszacowanie jej warto±ci bezwzgl¦dnej. �

Oszacowanie z Lematu 4.7 jest bardzo dobre dla r niezbyt bliskich 1, innymi sªowy je±li f jest
funkcj¡ analityczn¡ we wn¦trzu dostatecznie du»ej elipsy. Gdy taka elipsa jest maªa, to oszacowanie
daje sªaby wynik. W najgorszym przypadku, je±li f ma osobliwo±¢ na osi rzeczywistej to elipsa
redukuje si¦ do odcinka i nasze oszacownie nic nie daje.
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5 Kwadratury adaptacyjne

Na ko«cu poprzedniej cz¦±ci powiedzieli±my »e je±li f jest maªo regularna (analityczna w maªej elip-
sie lub maj¡ca osobliwo±¢) to nasze oszacowanie jest sªabe. Mo»na wtedy poda¢ lepsze oszacowania,
ale problem jest rzeczywisty: dla nieregularnych f bª¡d mo»e by¢ du»y. Prostym rozwi¡zaniem jest
podziaª odcinka na cz¦±ci, zastosowanie kwadratury Gaussa na ka»dej cz¦sci z osobna i dodanie wy-
ników (podobnie jak w metodzie prostok¡tów czy Simpsona). Jednak»e podziaª na du»¡ ilo±¢ cz¦±ci
znacznie podnosi koszt oblicze«. Nasze oszacownie pokazuje »e je±li odcinek jest w miar¦ daleko od
osobliwo±ci to bª¡d jest bardzo maªy i nie ma potrzeby dalszego podziaªu takiego odcinka. Podej±cie
adaptacyjne polego na wielokrotnych podziaªach. W ka»dym kroku szacujemy bª¡d. Najprostsze
oszacowanie bª¦du polega na dwukrotnym wykonaniu obliczenia, np. na danym odcinku i przez
podziaª na dwie poªowy. Drugie obliczenie powinno by¢ dokªadniejsze, a ró»nica daje dobre oszaco-
wanie bª¦du mniej dokªadnego obliczenia. Je±li oszacowany bª¡d jest zbyt du»y to odcinek dzielimy
na cz¦±ci np. dwie poªowy i na ka»dej cz¦±ci z osobna powtarzamy prodcedur¦. Je±li funkcja jest
wsz¦dzie nieregularana to taka procedura nic nie daje w porównaniu z równomiernym podziaªem.
Ale je±li ma tylko kilka punktowych osobliwo±ci, to wtedy w pobli»u osobliwo±ci b¦dziemy u»ywa¢
krótkie przedziaªy, a dalej dªugie, co prowadzi do sporej oszcz¦dno±ci. Np. je±li jest osobliwo±¢ dla
x = 1, to mo»na u»y¢ przedziaªy [−1, 0], [0, 1/2], [1/2, 3/4], [3/4, 7/8] itd. Na ka»dym z tych prze-
dziaªów relatywna odlegªo±¢ do osobliwo±ci jest taka sama i miar¦ du»a, a wi¦c oczekujemy du»ej
dokªadno±ci. Jak u»yjemy n + 1 przedziaªów to dwa ostatnie b¦d¡ postaci [1 − 2−n+1, 1 − 2−n] i
[1−2−n, 1]. czyli dªugo±ci 2−n. Mo»emy oczekiwa¢ »e bª¡d na tych przedziaªach b¦dzie rzedu 2−n, a
na pozastaªych mniejszy lub porównywalny. Innymi sªowy u»ywaj¡c n przedziaªów mo»emy osi¡gn¡¢
ª¡czn¡ dokªadno±¢ rz¦du 2−n. Jest to znacznie lepszy wynik od podziaªu jednostajnego który dla
porównywalnej dokªadno±ci wymagaªby 2n+1 przedziaªów.

Skuteczno±¢ kwadratury adaptacyjnej polega na mo»liwo±ci wykrycia osobliwo±ci z zachowania
funkcji stosunkowo daleko od osobliwo±ci. Jest tak np. dla osobliwo±ci typu algebraicznego, jak
f(x) = (1− x)α czy gdy funkcja jest sklejona z cz¦sci i ka»da cz¦±¢ zajmuje dostatecznie du»¡ cz¦±¢
odcinka, jak dla f(x) = |x| na [−1, 1]. W praktyce kwadratury adaptacyjne dziaªaj¡ dobrze dla
du»ych klas funkcji. Jednak»e, je±li f ma osobliwo±¢ na maªej cz¦±ci odcinka a na reszcie pokrywa
si¦ z bardzo regularn¡ funkcj¡ g to kwadratura adaptacyjna widzi tylko te punkty gdzie f jest
regularna i daje taki sam wynik jak dla g. Jednak»e maªa cz¦±¢ mo»e ci¡gle oznacza¢ bª¡d który
jest znacznie wi¦kszy ni» bª¡d dla regularnych funkcji. Dokªadniej, je±li kwadratura adaptacyjna
u»ywa n punktów to mo»e nie zauwa»y¢ nieregularno±ci na odcinku dªugo±ci rz¦du 1/n. Je±li f jest
klasy C1 to nieregularno±¢ na takim odcinku mo»e da¢ bª¡d rzedu 1/n2. Prosty przykªad tego typu
pojawiª si¦ w zadaniach, na [0, 1] przy maªym a > 0 bior¡c f(x) = sin(|x − a|) dostajemy funkcj¦
która ma osobliwo±¢ (nieci¡gª¡ pochodn¡) w pobli»u ko«ca odcinka. Dla dostatecznie maªych a
kwadratura Gaussa nie odró»ni f od sin(x). Aby to lepiej zobaczy¢ dobrze sobie narysowa¢ punkty
w których kwadratura Gaussa oblicza warto±ci f , zmiana f w innych punktach mo»e do±¢ znacznie
zmieni¢ funkcj¦ ale kwadratura Gaussa da ten sam wynik.

Je±li funkcja f ma znane osobliwo±ci to mo»na stosowa¢ specjalizowane kwadratury, np. z góry
podzieli¢ przedziaª w punktach sklejenia f . Dla osobliwo±ci typu xα mo»na potraktowa¢ xα jako wag¦
(czy cz¦±¢ wagi) i u»y¢ wagowej wersji kwadratury Gaussa. Dla klasycznych przpadków prowadzi to
do bardziej wydajnych oblicze« ni» kwadratura adaptacyjna.

Je±li funkcja f ma osobliwo±ci w maªych cz¦±ciach odcinka i nie wiemy gdzie te osobliwo±ci s¡
poªo»one, to nie ma rady, jedyne wyj±cie to obliczanie f w dostatcznie wielu punktach.

Prost¡ wersj¦ kwadratury adaptacyjnej ªatwo zaimplementowa¢ rekurencyjnie, dziel¡c odcinek
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i zatrzymuj¡¢ podziaª gdy bª¡d nie przekracza zadanej wielokrotno±ci dªugo±ci odcinka. W takiej
wersji dobrze jest wprowadzi¢ ograniczenie na gª¦boko±¢ rekursji, bo na bardzo krótkich odcinkach
bª¡d zaokr¡glenia nie pozwoli na osi¡gni¦cie zadanej dokªadno±ci. Sprytniejsza wersja u»ywaªaby
kolejk¦, dziel¡c najpierw te odcinki które daj¡ najwiekszy wkªad do szacowanego bª¦du i zatrzymuj¡c
podziaªy gdy suma oszacowanych bª¦dów jest dostatecznie maªa. Wersja rekursywna nie wie jaki jest
bª¡d na innych przedziaªach i dlatego musi u»ywa¢ bardziej pesymistyczn¡ reguª¦ wymagaj¡c¡ by
bª¡d na ka»dym odcinku byª zadan¡ wielokrotno±ci¡ jego dªugo±ci. Wersja z kolejk¡ mo»e pozwoli¢
na du»y bª¡d wzgl¦dny na niewielkiej liczbie krótkich odcinków.

5.1 Wariant Kronroda

Kwadratura Gaussa wy»szego rz¦du u»ywa zupeªnie inne punkty ni» kwadratura Gaussa ni»szego
rz¦du. Czyli by obliczy¢ kwadratur¦ Gaussa na m punktach i kwadratur¦ Gaussa na n punktach
potrzebujemy n+m warto±ci caªkowanej funkcji. Czyli dla m < n, szacuj¡c bª¡d przez porównanie
kwadratur dwu ró»nych rz¦dów lepsza warto±¢ jest dokªadna na wielomianch stopnia 2n − 1, za±
koszt jest m + n oblicze« funkcji. Metoda sugerowana wy»ej, cho¢ bardzo prosta jest nieco gorsza:
przedziaª i dwa podprzedziaªy wymagaj¡ 3n punktów. Je±li przedziaª trzeba podzieli¢ to ka»dy
nast¦pny podziaª ma do dyspozycji wcze±niej obliczon¡ warto±¢ dla przedziaªu, za± musi wykona¢
obliczenia dla dwu podprzedziaªów, czyli przedziaªy otrzymane przez podziaª wymagaj¡ 2n punktów
by uzyska¢ dokªadn¡ warto±¢ na wielomanach stopnia 2n− 1.

Kronrod zauwa»yª, »e przy podobnym nakªadzie pracy mo»na podnie±¢ dokªadno±¢ lepszego
przybli»enia. Mianowicie, maj¡c n punktów z kwadratury Gaussa mo»na doda¢ n+ 1 punktów tak
by otrzymana z tych 2n+ 1 punktów kwadratura byªa dokªadna na wielomianach stopnia 3n+ 1.

6 Funkcje okresowe i metoda prostok¡tów

Dla funkcji okresowych naturalne jest zast¡pienie wielomianów przez wielomiany trygonometryczne,
tzn. chcemy by wzór caªkowania numerycznego na przedziale [−π, π] byª dokªadny dla exp(ikx)
gdzie i jest jednostk¡ urojon¡ za± k przebiega liczby caªkowite od −N do N . �atwo sprawdzi¢ »e
u»ywaj¡c N+1 równoodlegªych punktów i równe wagi dostaniemy wzór dokªadny dla k z powy»szego
zakresu.

Zaªó»my teraz »e wzór caªkowania na N + 1 punktach al jest dokªadny dla exp(ikx) z k =
−N, . . . , N . Niech

W (x) =

N∏
l=0

(exp(ix)− exp(ial)) =
N+1∑
k=0

ck exp(ikx).

W (x) zeruje si¦ w punktach al, czyli dla exp(ijx)W (x) wzór caªkowania numerycznego da nam zero.
Dla j = −N, . . . ,−1 w wyra»eniu na exp(ijx)W (x) pojawiaj¡ si¦ tylko eksponenty z indeksami z
przedziaªu −N,N , czyli wzór ma by¢ dokªadny, czyli∫ π

−π
exp(ijx)W (x)dx = 0

Eksponenty z urojonym argumentem s¡ ortogonalne, czyli w wyra»eniu na W (x) wspóªczynniki ck
s¡ równe 0 dla k = 1, . . . , N . Czyli

W (x) = exp(i(N + 1)x) + c0
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co oznacza »e punkty s¡ równo rozªo»one. Jedyna swoboda to cykliczne przesuni¦cie caªego ukªady
punktów. Warunek na dokªadno±¢ wyznacza te» wagi, musz¡ one by¢ równe.

Lemat 4.3 mo»na u»y¢ do oszacowania bª¦du. Dokªadniej, dla funkcji okresowych mamy nast¦-
puj¡cy wariant:

Lemat 6.1 Je±li funkcja f jest okresowa z okresem 2π, analityczna w pasie −C ≤ =(x) ≤ C i w
tym pasie |f(z)| ≤M to dla rzeczywistych z zachodzi

|f(z)−
N∑

j=−N
cj exp(ijz)| ≤

2MrN+1

1− r

gdzie r = exp(−C) za±

cj =

∫ π

−pi
exp(−ijx)f(x)dx

Dowód: Niech h(z) = f(i log(z)). Logarytm z jest zde�niowany dla z 6= 0 z dokªadno±ci¡ do
caªkowitej wielokrotno±ci 2πi. Jako »e f jest okresowa to wybór logarytmu nie wpªywa na warto±¢
h. h jest funkcj¡ analityczn¡ dla r ≤ |z| ≤ 1/r gdzie r jest jak wy»ej i dla tych z mamy |h(z)| ≤M .
A wi¦c do h stosuje si¦ Lemat 4.3. Oczywi±cie mamy f(z) = h(exp(iz)). �atwo te» sprawdzi¢ »e cj
z Lematu 4.3 s¡ zadane wzorem z obecnego lematu, a wi¦c obecna nierówno±¢ wynika natychmiast
z Lematu 4.3. �

Z lematu wynika oszacowanie dla bª¦du metody prostok¡tów:

Lemat 6.2 Je±li f speªnia zaªo»enia lematu wy»ej, to

|
∫ π

−π
f(x)dx− 2π

N + 1

N∑
j=0

f(
j2π

N + 1
)| ≤ 2π

2MrN+1

1− r

Dowód: Dla

S =

N∑
j=−N

cj exp(ijz)

mamy bª¡d zero. Przy tym czªon z c0 daje caªk¦ z f . A wi¦c bª¡d szacujemy jako

| 2π

N + 1

N∑
j=0

(f − S)( j2π

N + 1
)| ≤ 2π

N + 1

N∑
j=0

|(f − S)( j2π

N + 1
)|

≤ 2π
2MrN+1

1− r
�

A wi¦c pokazali±my »e dla funkcji okresowych metoda prostok¡tów jest niesko«czonego rz¦du (i
pewnym sensie jest najlepsz¡ metod¡).
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7 Kwadratura Romberga

Inn¡ metod¡ otrzymania kwadratury wysokiego rz¦du jest metoda Romberga. Mianowicie, niech
Tn(f) oznacza wynik metody trapezów na n + 1 punktach (tzn. u»ywaj¡c podziaª odcinka na
n cz¦±ci). Kwadratura T2k+1 u»ywa 2k+1 + 1, z czego 2k + 1 to punkty u»ywane przez kwadra-
tur¦ T2k , za± 2k to dodane punkty (±rodki przedziaªów u»ywanych przez T2k). A wi¦c kwadratury
T1, T2, T4, . . . , T2k mo»na obliczy¢ praktycznie takim samym kosztem jak sam¡ kwadratur¦ T2k . Me-
toda Romberga tworzy kombinacj¦ liniow¡ T1, T2, T4, . . . , T2k tak by uzyska¢ dokªadny wynik dla
wielomianów stopnia 2k+1. Kwadratura Romberga zachowuje si¦ do±¢ dobrze, lecz wymaga wi¦cej
punktów ni» kwadratura Gaussa.

8 Metoda podwójnie wykªadnicza

Uzasadniali±my »e metoda prostok¡tów jest metod¡ niesko«czonego rz¦du dla funkcji nieokresowych.
Z teoretyczngo punktu widzenia mo»na te» rozwa»a¢ metod¦ prostok¡tów dla funkcji nieokresowych
na caªej prostej. Wymaga to niesko«czonej sumy (dlatgo jest to metoda czysto teoretyczna):∫ ∞

−∞
f(x)dx ≈ h

∞∑
k=−∞

f(kh)

Mo»na pokaza¢ »e przy odpowiednich zaªo»eniach na f jest to najdokªadniejsza metoda caªkowania
numerycznego. Praktyczny wariant dostaniemy zakªadaj¡c »e f bardzo szybko zbiega do 0 gdy
argument d¡»y do ±∞. Wtedy sum¦ niesko«czon¡ mo»na z du»¡ dokªadno±ci¡ przybli»a¢ sko«czon¡
sum¡. Zaªo»enie o tym »e f bardzo szybko zbiega do 0 wydaje si¦ bardzo ograniczaj¡ce. Lecz dla h
na odcinku [−1, 1] mo»na u»y¢ zamian¦ zmiennych

f(t) = h(φ(t))

gdzie φ(t) = tanh(π2 sinh(t)). φ odwzorowuje prost¡ rzeczywist¡ w odcinek (−1, 1). Ze wzoru na
zamian¦ zmiennych ∫ 1

−1
h(x)dx =

∫ ∞
−∞

f(t)φ′(t)dt.

Wy»ej φ′(t) bardzo szybko zbiega do zera dla t → ±∞, czyli caªk¦ po prawej stronie mo»na z
du»¡ dokªadno±ci¡ przybli»a¢ przez sko«czon¡ sum¦ z metody prostoktów. Ze wzgl¦du na to »e
φ′(t) ≈ exp(−c exp(|t|))metod¦ t¡ nazywa si¦ metod¡ podwójnie wykªadnicz¡. Metoda to zachowuje
si¦ do±¢ dobrze je±li h ma pot¦gowe osobliwo±ci na ko«cach przedziaªu, co pozwala niekiedy stosowa¢
j¡ zamiast kwadratur z wagami.
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