
1 Arytmetyka IEEE

W standarcie IEEE liczby tak zwanej podwójnej precyzji reprezentowane s¡
przez 64 bity, z czego jeden bit to znak, 11 to wykªadnik a 52 bity to mantysa.
Matematycznie liczby IEEE to sko«czony podzbiór zbioru liczb wymiernych
skªadaj¡cy si¦ z liczb postaci

sm2e

gdzie s to znak, m to przeskalowana mantysa za± e to przesuni¦ty wykªad-
nik. Dla normalnych liczb IEEE mo»na przyj¡c »e m jest liczb¡ caªkowit¡ z
przedziaªu [252, 253 − 1], za± e jest liczb¡ caªkowit¡ z przedziaªu [−1075, 970].
Niesymetria wykªadników jest spowodowana tym »e u nas mantysa jest liczb¡
caªkowit¡. Zwykle przyjmuje si¦ »e mantysa le»y w przedziale [1, 2) i wtedy
wykªadnik byªby z przedziaªu [−1022, 1023]. Zakres m jest ograniczony z doªu
przez du»¡ liczb¦ i dzi¦ki temu nie trzeba pami¦ta¢ najwy»szego bitum, czyli do
pami¦tania m faktycznie wystarcz¡ 52 bity (cz¦sto pisze si¦ »e mantysa zawiera
ukryty bit).

Wykªadnik pami¦tany jest jako liczba dwójkowa bez znaku, odejmuj¡c od
niej odpowiedni¡ staª¡ (u nas 1076, w standartowym opisie 1023) dostaje si¦
wªa±ciw¡ warto±¢. Dwie warto±ci wykªadnika u»ywa si¦ do specjalnych celów.

Oprócz normalnych liczb IEEE przewiduje te» liczby nieznormalizowane po-
dobnej postaci jak wy»ej, tyle »e wykªadnik to wzorzec bitowy zªo»ony z samych
zer, za± m jest liczb¡ caªkowit¡ z przedziaªu [1, 252 − 1]. Liczby nieznormalizo-
wane zostaªy wprowadzone po to by w przypadku gdy w obliczeniach pojawi¡
si¦ maªe wykªadniki utrata dokªadno±ci nast¦powaªa stopniowo. Je±li potrzebu-
jemy peªnej dokªadno±ci to liczby nieznormalizowane s¡ szkodliwe, z ich powodu
mo»emy dosta¢ mniejsz¡ dokªadno±¢ oblicze« ni» oczekiwana.

Je±li wszystkie pozycje bitowe liczby oprócz znaku s¡ zerowe to liczb¦ trak-
tuje si¦ jako zero. Oznacza to »e zero ma znak. Standard podaje dokªadne
reguªy jaki b¦dzie znak zera z ró»nych operacji, jednak»e lepiej to ignorowa¢.
W normalnych sytuacjach znak zera nie jest istotny.

Standard IEEE przewiduje te» inne wielko±ci ni» liczby. W szczególno±ci
wprowdza plus i minus niesko«czono±¢ i "nie-liczby" (ang. NAN). Procesory
generuj¡ NAN wtedy gdy pracuj¡ w trybie kontynuacji oblicze« po bª¦dach i
nie ma sensowego wyniku. Np. odj¦cie od siebie dwu niesko«czono±ci daje
NAN.

Dla nas ró»ne dziwne wielko±ci ze standartu IEEE s¡ niepotrzebne, tyle »e
ich pojawienie si¦ obliczeniach faktycznie oznacza bª¡d. Dla prawdziwych liczb
o�cjalne reguªy arytmetyki IEEE s¡ bardzo proste: operacje wykonuje si¦ do-
kªadnie a nast¦pnie wynik zaokr¡gla si¦ do reprezentowalnej warto±ci. Je±li wy-
nik ma zbyt du»a warto±¢ bezwzgl¦dn¡ (jest poza zakresem reprezentowalnych
liczb), oznacza to tzw. przepeªnienie. Zale»nie od typu konkretnego procesora
i ró»nych ustawie« przepeªnienie mo»e spowodowa¢ przerwanie oblicze«. Je±li
obliczenia s¡ kontynuowane to jako wynik produkuje si¦ odpowiedni¡ niesko«-
czono±¢. Podobnie zale»nie od ustawie« procesora je±li wynik jest zbyt maªy
co do warto±ci bezwzgl¦dnej (lecz nie jest dokªadnie zerem) to mo»e by¢ zast¡-
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piony przez zero, przez liczb¦ nieznormalizowan¡ czy spowodowa¢ przerwanie
oblicze«.

Warto tu zauwa»y¢ »e w praktyce procesory nie stosuj¡ literalnie podanej
reguªy, okazuje si¦ »e wystarczy odpowiednio obliczy¢ kilka (w zasadzie 2) do-
datkowych bitów ponad n bitow¡ reprezentacj¦ by móc poda¢ poprawnie za-
okr¡glony wynik.

IEEE podaje kilka mo»liwych trybów zaokr¡glania. Najwa»niejszy jest tryb
zaokr¡glania do najbli»szej reprezentowalnej warto±ci, z dodatkow¡ reguª¡ mó-
wi¡c¡ »e je±li liczba jest równo odlegªa od dwu liczb reprezentowalnych to wybie-
ramy tak by najmiej znacz¡ca cyfra dwójkowa byªa parzysta. Inne zde�nowane
tryby zaokr¡gle« to zaokr¡glanie zawsze w dóª, zaokr¡glanie zawsze w gór¦ i
zaokr¡glanie w kierunku zera. Tryby zaokr¡glania w dóª i zaokr¡glania w gór¦
mog¡ pomóc przy implementacji arytmetyki przedziaªowej. Tryb zaokr¡glania
w kierunku zera pozwala zaimplementowa¢ wyspecy�kow¡ w j¦zyku C reguª¦
konwersji warto±ci zmiennopozycyjnych do caªkowitych. Poza takimi do±¢ spe-
cjalnymi u»yciami specjalne tryby zaokr¡glania s¡ maªo przydatne.

1.1 Bª¦dy zaokr¡glenia w artymetyce IEEE

Zakªadaj¡c »e wynik jest liczb¡ normaln¡ ró»n¡ od zera, tzn. nie byªo przepeª-
ninia i nie pojawiªy si¦ liczby nieznormalizowane i »e u»ywamy zaokr¡glanie do
najbli»szej reprezentowalnej warto±ci to bª¡d operacji ªatwo oszacowa¢. Mia-
nowicie, je±li eobl to obliczony wynik za± edok to dokªadny wynik operacji to
mamy

|eobl − edok| ≤ ε|eobl|
gdzie ε = 2−53. Je±li chcemy szacowa¢ bª¡d przez dokªadn¡ warto±¢ wyniku to
mamy bardzo podobne oszacowanie

|eobl − edok| ≤ ε|edok|.

Oba oszacowania uzasadniamy w podobny sposób: ró»nice mi¦dzy kolejnymi
liczbami reprezentowalnymi s¡ staªe w przedziaªach postaci [2k, 2k+1] i wynosz¡
2−522k. A wi¦c zaokr¡glanie wprowadzi maksymalnie bªad 2−532k = ε2k. Je±li
edok ∈ [2k, 2k+1] to równie» eobl ∈ [2k, 2k+1] i w szczególno±ci |eobl| ≥ 2k oraz

|eobl − edok| ≤ ε2k ≤ ε|eobl|.

Podobny argument dziaªa dla liczb ujemnych do daje pierwsze oszacowanie.
Dowód drugiengo oszacowanie jest podobny.

1.2 Pojedyncza precyzja

Ogólne wªasno±ci arytmetyki pojedynczej precyzji s¡ podobne jak arytmetyki
podwójnej precyzji. Ró»ni¡ si¦ specy�czne parametry: reprezentacja jest 32
bitowa, z jednym bitem znaku, 8 bitami wykªanika i 23 bitami mantysy. W
efekcie przy oznaczeniach jak wy»ej mamy

|eobl − edok| ≤ ε|eobl|
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gdzie ε = 2−24.

1.3 IEEE a arytmetyka systemu FriCAS

W systemie FriCAS typ DoubleFloat oznacza maszynowe liczby podwójnej pre-
cyzji (64-bitowe). Operacje na nich s¡ wykonywane zgodnie z reguªami IEEE.
FriCAS nie daje bezpo±redniego dost¦pu do operacji na liczbach zmiennopozy-
cyjnych pojednczej precyzji (32-bitowych).

Typ Float oznacza realizowane programowo liczby wielokrotnej precyzji.
Operacje na nich nie s¡ zgodne z reguªami IEEE.

Komentarz: Reguªy IEEE maj¡ da¢ mo»liwie du»a dokªadno±¢ przy repre-
zentacji liczb za pomoc¡ 64-bitów. Aby osi¡gn¡c wymagan¡ dokªadno±¢ sprz¦t
musi u»ywa¢ dodatkowe bity (1-2) w po±rednich etapach. Przy realizacji pro-
gramowej dodatkowe bity wymagaªyby dodatkowego sªowa (czyli na 64-bitowej
maszynie dodatkowych 64-bitów) i reguªy IEEE sprowadzaªy by si¦ do prowa-
dzania oblicze« z wieksz¡ ni» wymagana dokªadno±ci¡, lecz co chwil¦ odrzucaj¡c
dodatkowo obliczon¡ cz¦±¢. Przy realizacji sprz¦towej ma to sens bo dodatkowe
bity niewiele kosztuj¡ za± wynik trzeba zmie±ci¢ w dost¦pnej pami¦ci czyli 64
bitach. Przy realizaji programowej prawie zawsze prowadzenie oblicze« z wi¦k-
sz¡ ilo±ci¡ bitów a mniej dokªadnym zaokr¡glaniem daje wieksz¡ dokªadno±¢ i
szybko±¢.

Komentarz: Operacje na typie Float wymagaj¡ znacznie wiecej czasu (rz¦du
100 razy wi¦cej lub gorzej) ni» operacjie na typie DoubleFloat o ile operacje na
DoubleFloat s¡ zaprogramowane z dbaªo±ci¡ o efektywno±¢.

1.4 Powtarzalno±¢ oblicze«

Jedn¡ z motywacji arytmetki IEEE byªo zapewnienie »e ten sam ci¡g operacji
zmiennopozycyjnych na ró»nych komputerach zgodnych z IEEE da ten sam wy-
nik (tzn. ka»dy bit wyniku b¦dzie si¦ zgadzaª). Niestety, w praktyce to mo»e
ªatwo zawie±¢. Mianowicie, programów nie pisze si¦ jako ci¡gów instrukcji w
j¦zyku maszynowym (wtedy raczej by nie dziaªaªy na komputerze innego typu),
lecz kompilator tªumaczy program w j¦zyku wy»szego rz¦du na j¦zyk maszy-
nowy. Na ró»nych komputerach ró»ne ci¡gi instrukcji mog¡ dawa¢ maksymaln¡
szybko±¢ oblicze«. Np. operacje arytmetyki IEEE nie s¡ ª¡czne, kompilator
korzystaj¡c z reguª ª¡czno±ci mo»e zmieni¢ kolejno±¢ oblicze« i ªatwiej u»y¢ po-
przednio obliczony wynik czy wykona¢ równolegle wi¦cej operacji. Nowe kom-
putery udost¦pniaj¡ operacj¦ mno»enia z dodawaniem (ang. multiply and add),
gdzie jedna instrukcja oblicza wyra»enie typu ab + c. Przy takim obliczeniu
zaokr¡glenie wykonuje si¦ dopiero na ko«cu. Mo»e to da¢ zupeªnie inny wynik
ni» oddzielne operacje.

Warto tu te» wspomnie¢ funkcje biblioteczne. Praktyczne obliczenia u»ywaj¡
zwykle sporo funkcji bibliotecznych, je±li biblioteka od innego autora u»ywa inny
ci¡g instrucji (czyli »e jest to faktycznie inna biblioteka a nie kopia) to zwykle
te» b¦d¡ ró»nice w wynikach.
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W j¦zyku Java próbowano zapewni¢ zgodno±¢ wyników na ró»nych kompu-
terach. Pisz¦ próbowano, bo byªy przeoczenia i w niektórych (bardzo rzadkich)
przypadkach wyniki si¦ nie zgadzaªy. Jednak»e koszt zgodno±ci jest spory, zwy-
kle inne j¦zyki które nie daj¡ takich zapewnie« pozwalaj¡ uzyska¢ znacznie
wi¦ksz¡ szybko±¢ oblicze« zmiennopozycyjnych.

1.5 Podsumowanie

Artmetyka IEEE wyrosªa z do±wiadcze« z wcze±nieszymi systemami i bada«
teoretycznych. Reguªa zaokr¡glania IEEE mo»e si¦ wydawa¢ skomplikowana
i trudna do realizacji. Jednak»e zwykle daje ona mniejsze bª¦dy ni» alterna-
tywy. Np. w serii 360 (w peªni zgodni nast¦pcy s¡ ci¡gle w produkcji) �rma
IBM u»yªa podstawy 16 i reguª¦ obcinania niereprezentowalnych bitów wyniku.
Wtedy wydawaªo si¦ »e pozwoli to uproszczenie sprz¦tu przy co najmniej tak do-
brych wynikach jak alternatywy. Gdy jednak po wej±ciu tych maszyn do u»ycia
przeprowadzono dokªadniejsz¡ analiz¦ to okazaªo si¦ »e arytmetyka IBM daje
dokªadno±¢ porównywaln¡ z artmetyk¡ IEEE u»ywaj¡c¡ 3 bity mniej. Innymi
sªowy 32-bitowe liczby IBM dawaªy dokªadno±¢ porównywaln¡ z 29-bitowym
IEEE, za± 32-bitowe liczby IEEE daj¡ istotnie lepsz¡ dokªadno±¢. Warto te»
powiedzie¢ »e podstawa 2 ma numerycznie nieco lepsze wªasno±ci ni» inne pod-
stawy (np. podstawa 10).

2 Propagacja bª¦dów

Aby przeanalizowa¢ wpªyw bª¦dów zaokr¡gle« zakªadamy speci�czn¡ posta¢
programu, mianowicie tak zwany program liniowy. Zakªadamy »e dane s¡ w¦zªy
obliczniowe (zmienne) vi, i = 1, ..., n. Pierwsze m zmiennych to dane wej±ciowe
xi, tzn. vi = xi dla i = 1, ...,m. Dla i > m zakªadamy »e dane s¡ funkcje
gªadkie fi takie »e w dokªadnych obliczeniach

vi = fi(v1, . . . , vi−1)

Zwykle funkcje fi zale»¡ tylko od niewielu zmiennych. Np. fi to operacja
arytmetyczna na dwu poprzednich zmiennych. Zaokr¡glenia modelujemy w ten
sposób »e piszemy

vi = fi(v1, . . . , vi−1) + ei

gdzie ei jest bª¦dem powstaªym przy oblicznaniu fi. A wi¦c przybli»one ob-
liczanie v mo»emy modelowa¢ jako dokªadne obliczanie funkcji wektorowej n
zmiennych, gdzie zmienne to xi dla i = 1, . . . ,m i ei dla i = m + 1, . . . , n.
Oznaczaj¡c t¡ funkcj¦ przez h mamy

hi(x, e) = fi(v1, . . . , vi−1) + ei.

gdzie po±rednie vi speªniaj¡ zale»no±ci podane wy»ej.

4



Niech teraz w0 oznacza dokªadnie obliczony wynik, tzn. taki wektor warto±ci
który otrzymamy gdy wszystkie ei = 0. Wtedy

w0 = h(x, 0)

Ogólniej, przez wt oznaczmy wektor warto±ci który otrzymamy gdy bª¡d w
kroku i to tei:

wt = h(x, te).

Oczywi±cie w1 to faktycznie obliczony wynik.
Jako »e fi s¡ gªadkie to h te» jest funkcj¡ gªadk¡ i mamy

|(w1 − w0)i| ≤
∫ 1

0

|
∑
k

(∂ekh(x, te))iek|dt.

Obliczenia s¡ dobrze uwarunkowane je±li istnieje maªa staªa δ, nie za du»a
staªa M i staªe gi,k takie »e

|ei| ≤ δ|(w0)i|,

sup
t∈[0,1]

|(∂ekh(x, te))i| ≤ gi,k

i ∑
i

gi,k|(w0)k| ≤M |wi|.

Druga nierówno±¢ wy»ej implikuje »e∫ 1

0

|(
∑
k

∂ekh(x, te)ek)i|dt ≤
∑
k

gik |ek|

czyli z nierówno±ci wy»ej otrzymujemy:

|(w1 − w0)i| ≤
∑
k

gi,k|ek| ≤
∑
k

gi,kδ|(w0)k| ≤ δM |wi|.

Innymi sªowy bª¡d wzgl¦dny wyniku jest ograniczony przez δM .
Oszacowanie które otrzymali±my jest bardzo zadowalaj¡ce, niestety spraw-

dzenie zaªo»e« mo»e by¢ kªopotliwe. Warunek

|ei| ≤ δ|(w0)i|

sprawia mniej problemu, jest to zaªo»enie »e pojedyncza operacja nie wprowadza
du»ego bª¦du. Dla arytmetki IEEE zwykle jest ono speªnione, dokªadniej je±li
pozostajemy w zakresie normalnych liczb to

|ei| ≤ ε|vi|

Je±li nie popeªnimy grubego bª¦du to |vi| < 2|(w0)i| i oszacowanie b¦dzie speª-
nione z δ = 2ε. Je±li speªnione s¡ pozostaªe zaªo»enia z rozs¡dnie du»ym M to
indukcyjnie mo»na pokaza¢ »e |vi| < 2|(w0)i|.
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Zaªo»enie
sup
t∈[0,1]

|(∂ekh(x, te))i| ≤ gi,k

mo»e sprawia¢ dwa problemy. Jeden taki »e punkt gdzie obliczamy fi si¦ zmie-
nia. Je±li pochodne w punktach odpowiadaj¡cych dokªadnym obliczeniom maj¡
dobre ograniczenia to zmiana punktu raczej nie prowadzi do problemu, ale
trudno tu udowadni¢ jaki± silny i ogólny wynik. Drugi, istotniejszy problem
to to »e h jest zªo»eniem wielu funkcji. Nawet jak ka»da z osobna ma niezbyt
du»¡ pochodn¡ to zªo»enie mo»e mie¢ bardzo du»a pochodn¡. Warunek ograni-
czono±ci pochodnych ∂ekh(x, te) zwykle nazywa si¦ stabilno±ci¡ oblicze«. Czyli
je±li obliczenia s¡ stabilne (co jest matematyczn¡ wªasno±ci¡ funkcji które mamy
obliczy¢ i wybranego sposobu obliczania) to bª¦dy zaokr¡gle« nie stanowi¡ pro-
blemu. Dalej rozpatrujemy kilka przykªadów oblicze« stabilnych i niestabilnych
(zaczynaj¡c od niestabilnych).

Przykªad. Rozwa»ny nast¦puj¡ce obliczenie w arytmetyce zespolej:

zi+1 = z2i

zaczynaj¡c z0 (dobrze my±le¢ »e |z0| = 1). Indukcyjnie pokazujemy »e

zi = z2
i

0 .

Czyli

∂z0zn = 2n
zn
z0
.

Innymi sªowy dla du»ych n mo»emy oczekiwa¢ wykªadniczego narastania bª¦-
dów. W powy»szym przykªadzie ka»da metoda obliczania zn b¦dzie prowadziªa
do znacznego narastania bª¦du i jedynym rozwi¡zaniem jest u»ycie dostatecznie
du»ej precyzji oblicze«.

Przykªad. Niech

wi = (x− 1 +
1

i
)(x+ 1− 1

i
),

P (x) =

n∏
i=2

wi(x)

wi(0)
,

A =
1

4

(
11 20
6 −11

)
.

Chcemy obliczy¢ P (A). Mamy

w′i = (x2 − (1− 1

i
)2)′ = 2x

czyli |w′i| nie przekracza 1 dla x ∈ [− 3
8 ,

3
8 ]. Wida¢ te» »e dla x ∈ [− 3

8 ,
3
8 ] mamy

|wi(x)| = |(1−
1

i
)2 − x2| ≥ (1− 1

i
)2 − x2 ≥ 1

4
− 9

64
=

5

64
.
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Ze wzoru na pochodn¡ logarytmiczn¡ otrzymujemy

P (x)′ = P (x)

n∑
i=2

w′i(x)

wi(x)

czyli

|P (x)′| ≤ (n− 2)
64

5
|P (x)|

dla x ∈ [− 3
8 ,

3
8 ]. Warto±ci P (x) mog¡ by¢ do±¢ du»e, ale dla n rz¦du 200

b¦dziemy w zakresie liczb zmiennopozycyjnych. Dokªadniej, jako »e P (0) = 1 z

oszacowania pochodnej wynika »e |P (x)| ≤ exp( 2(n−2)3 ) dla x ∈ [− 1
4 ,

1
4 ], co dla

n = 200 daje w przybli»eniu 2.1 · 1057.
Diagonalizuj¡c A widzimy »e

A =
1

4

(
3 5
1 2

)−1(
1 0
0 −1

)(
3 5
1 2

)
.

Czyli

P (A) =

(
3 5
1 2

)−1(
P ( 14 ) 0
0 P (−14 )

)(
3 5
1 2

)
.

Oznacza to »e pochodne P (A) po elementach A s¡ rz¦du wielko±ci P ′( 14 ) co
jest rz¦du nP (A). A wi¦c oczekujemy »e obliczanie P (A) nie powinno sprawia¢
problemu dla n rz¦du 200.

Jednak»e, popatrzmy na

Q(x) =

n∏
i=2

(x+ 1− 1

i
).

Mamy P (x) = cnQ(x)Q(−A) dla odpowiedniej staªej cn i mo»na by próbowa¢
oblicza¢ P (A) jako cnQ(A)Q(−A). Jak si¦ oka»e nie jest to dobry pomysª.
Mianowicie, skoro A ma warto±ci wªasne 1

4 i −14 to pochodna Q′(A) jest rzedu
max(Q′( 14 ), Q

′(−14 )).
Mamy (x+ 1− 1

i )
′ = 1 i dla x ∈ [− 3

8 ,
3
8 ] mamy

0 ≤ (x+ 1− 1

i
) ≤ 3

8
+ 1− 1

i
≤ 11

8
.

A wi¦c ze wzoru na pochodn¡ logarytmiczn¡ otrzymujemy

Q′(x) = Q(x)

n∑
i=2

(x+ 1− 1
i )
′

x+ 1− 1
i

≥ Q(x)

n∑
i=2

1
11
8

=
8(n− 2)

11
Q(x).

Analogicznie jak dla P otrzymujemy te» podobne oszacowanie z góry. Dla nas
wa»ne jest »e oszacowania z góry nie da si¦ istotnie poprawi¢. Teraz popatrzmy
jak du»e jest Q(x). Dokªadniej, interesuje nas

Q(x)

Q(−x)
=

n∏
i=2

x+ 1− 1
i

−x+ 1− 1
i
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�atwo zauwa»y¢ »e przy ustalonym x czynniki produktu malej¡ wraz z i. A
wi¦c

Q( 14 )

Q(−14 )
≥
(
1 + 1

4

1− 1
4

)n−2
.

Dla n = 200 daje to w przybli»eniu 8.43 · 1043. Dalej, je±li bª¡d przy obliczeniu
Q(−A) jest rz¦du δ‖Q(−A)‖ to oczekujemy »e bª¡d Q(A)Q(−A) bedzie rz¦du

δ‖Q′(A)‖‖Q(−A)‖ ≈ nQ(1/4)2

co po podzielniu przez norm¦ ‖P (A)‖ daje bª¡d wzgl¦dny rz¦du

δ
cn‖Q′(A)‖‖Q(−A)‖

‖P (A)‖
≈ nδ

cnQ( 14 )
2

|P ( 14 )|
= nδ

Q( 14 )

Q(−14 )
.

A wi¦c skoro ostatni uªamek ma bardzo du»¡ warto±¢ to oczekujemy bardzo
du»ego bª¦du.

Przykªad. Popatrzy na bª¡d obliczania wielomianu Wilkinsona

p(x) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− 20) =

n∑
i=0

aix
i

Przy u»yciu wersji z sum¡ mo»na oczekiwa¢ »e ka»dy wyraz sumy da bª¡d pro-
porcjonalny do jego wielko±ci czyli zgrubnie∑

|ai||xi| = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ 20) = p(−x)

dla nieujemnych x. Równo±¢ wy»ej wynika st¡d »e wyra»enie w ±rodku po
rozwini¦ciu da nieujemne wspóªczynniki. Lecz ostatnia równo±¢ pokazuje »e te
wspóªczynniki maj¡ t¡ sam¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ co wspóªczynniki p. A wi¦c
zgrubne oszacowanie bª¦du wzgl¦dnego to

u =

20∏
i=1

x+ i

x− i
.

W pobli»u zer p to u d¡»y do nieko«czono±ci dlatego patrzymy na wykres od-
wrotno±ci u.
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Wykres produkowany przez program przykªadowy jest przeskalowany (jest
to 1012/u). Jak wida¢ z wykresu nawet daleko od zer p odwrotno±¢ jest maªa
czyli u mo»e by¢ du»e (rz¦du 1012).

Napisaªem zgrubne oszacowanie bo obliczaj¡c wyraz po wyrazie musimy te»
obliczy¢ pot¦gi co da dodatkowy bª¡d. Sumuj¡c liczymy na to »e przeci¦t-
nie bª¡d sumy jest mniejszy ni» suma bª¦dów. Stosuj¡c do obliczenia schemat
Hornera powini±my dosta¢ nieco mniejszy bª¡d. Ale te» jest jasne »e trudno±¢
wyznaczania zer p jest zwi¡zana z tym »e trudno jest oblicza¢ warto±ci p.
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Przykªad. Chcemy obliczy¢

h =

n∏
i=1

λi

gdzie λi s¡ liczbami. Ze wzoru na pochodn¡ logarytmiczn¡ wynika »e

∂λih =
1

λi
h

czyli pochodne w naszym oszacowaniu bª¦du b¦d¡ dobrze oszacowane o ile do-
brze oszacujemy h. Lecz z wªasno±ci arytmetyki IEEE mamy

a ∗ b ≤ (1 + δ)(ab)

gdzie ∗ oznacza maszynowe mno»enie, za± δ = ε gdzie ε jest staª¡ podaj¡c¡
dokªadno±¢ arytmetyki. Wtedy hfl

hfl ≤
n∏
i=1

(1 + δ)

n∏
i=1

λi = (1 + δ)nh ≤ exp(nδ)h

gdzie h oznacza warto±¢ dokªadn¡ za± hfl przybli»enie maszynowe. A wi¦c o ile
nδ jest maªe to nasze oszacowanie si¦ stosuje.

Przykªad. Obliczamy
n∏
i=1

Uiv

gdzie Ui s¡ macierzami ortogonalnymi za± v jest wektorem. Je±li pojedynczy
produkt ma oszacowanie

‖Ui ∗ v − Uiv‖ ≤ δ‖v‖

gdzie jak wy»ej ∗ oszacza obliczenie maszynowe to podobnie jak wy»ej dosta-
niemy oszacowanie

‖U1 ∗ · · · ∗ Un ∗ v − U1 . . . Unv‖ ≤ exp(nδ)‖v‖.

Tym razem δ b¦dzie wi¦ksze (zale»nie od postaci i rozmiaru macierzy), lecz w
kilku wa»nych przypadkach (np. dla szybkiej dyskretnej transformacji Fouriera
FFT) jest tylko kilka razy wi¦ksze od ε (czyli maszynowej dokªadno±ci).

3 Utrata dokªadno±ci

Typow¡ sytuacj¡ gdzie nast¦puje utrata dokªadno±ci jest odejmowanie zbli»o-
nych do siebie liczb.

Przykªad. Na ¢wiczeniach patrzyli±my na bª¡d przy ró»niczkowaniu nume-
rycznym. Pierwsze przybli»enie f ′(x) to

f(x+ h)− f(x)
h
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Stosuj¡c wzór Taylora mamy

|f(x+ h)− f(x) + hf ′(x)| ≤ h2

2
sup
t∈[0,1]

|f ′′(x+ th)|

czyli ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)
h

− f ′(x)
∣∣∣∣ ≤ |h|2 sup

t∈[0,1]
|f ′′(x+ th)|.

Oznacza to »e w dokªadnej arytmetyce im mniejsze |h| tym lepsze przybli»enie
pochodnej. Innymi sªowy bª¡d metody maleje z |h|. Jednak»e je±li f(x + h)
i f(x) s¡ obliczone z dokªadno±ci¡ wzgl¦dn¡ δ to bª¡d zaokr¡glenia we wzorze
wy»ej jest rz¦du

2
δ|f(x)|
|h|

.

Oznacza to »e bªad zaokr¡glenia b¦dzie dominowaª nad bª¦dem metody o ile

2
δ|f(x)|
|h|

≥ |h|
2
|f ′′(x)|

Powy»ej zast¡pili±my supt∈[0,1] |f ′′(x+ th)| co nie powinno istotnie zmieni¢ wy-
niku dla regularnych f i maªych |h|. Warunek wy»ej mo»na zapisa¢ jako

|h|2 ≤ δ 4|f(x)|
|f ′′(x)|

.

A wi¦c zakªadaj¡c »e f jest naturalnie przeskolowane, czyli uªamek po prawej
stronie jest rz¦du 1, to |h| rz¦du pierwiastka z δ da nam optymaln¡ dokªadno±¢.
Zakªadaj¡c »e δ jest rz¦dy elpilona maszynowego, czyli 2−53 otrzymujemy |h|
rz¦du 2−26 czyli w przybli»eniu 1.4·10−8. Przy tym bª¡d jest tego samego rz¦du.

Przybli»aj¡c f ′(x) za pomoc¡

f(x+ h)− f(x− h)
2h

z wzór Talora trzeciego rz¦du mówi »e

|f(x+ h)− hf ′(x)− h2f ′′(x)| ≤ |h|
3

6
sup
t∈[0,1]

|f ′′′(x+ th)|

Odejmuj¡c podobny wzór dla −h mamy

|(f(x+ h)− f(x− h))− 2hf ′(x)| ≤ |h|
3

3
sup

t∈[−1,1]
|f ′′′(x+ th)|

co daje

|f(x+ h)− f(x− h)
2h

− f ′(x)| ≤ |h|
2

6
sup

t∈[−1,1]
|f ′′′(x+ th)|.
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Bª¡d zaokr¡glenia jest rz¦du δ|f(x)|
|h| (tym razem dodatkowo dzielimy przez 2).

Jak poprzednio szacuj¡c warto±ci f i pochodnych przez warto±¢ w x wychodzi
»e bª¡d zaokr¡glenia b¦dzie dominowaª dla

|h|3 ≤ δ 6|f(x)|
|f ′′′(x)|

.

Znowu zakªadaj¡c »e f jest naturalnie przeskalowana i uªamek po prawej stronie
ma warto±¢ rz¦du 1 dostajemy »e optymalne h jest rz¦du δ

1
3 czyli rz¦du 4.8·10−6.

A wi¦c tym razem lepiej u»y¢ wi¦ksze h. Tym razem bª¡d wzgl¦dny jest rz¦du
|h|2, czyli 2.3 · 10−11, a wi¦c istotnie mniejszy ni» poprzednio.

Komentarz: Pokazuje to »e nawet jak nie jest potrzebna bardzo du»a dokªad-
no±¢ ko«cowych wyników ró»niczkowanie numeryczne wymaga du»ej dokªadno-
±ci f , a wi¦c lepiej u»y¢ liczby podwójnej precyzji. Wiele tekstów proponuje
zast¡pienie pochodnych ró»nicami sko«czonymi. Z powy»szego wida¢ »e mo»e
to doprowadzi¢ do utraty dokªadno±ci. Je±li ró»nice sko«czone przy u»yciu liczb
64-bitowych daj¡ wystarczaj¡c¡ dokªadno±¢ to jest prawdopodobne »e pochodne
i liczby 32-bitowe te» daªyby zadowalaj¡c¡ dokªadno±¢ przy ni»szym czasie pracy
komputera.

Komentarz: Przy utracie dokªadno±ci jest paradoks: samo odejmowanie pro-
wadz¡ce do utraty dokªadno±ci zwykle jest wykonywane dokªadnie. Mianowicie,
przy utracie dokªadno±ci skracaj¡ si¦ (s¡ zerami) najbardziej znacz¡ce bity wy-
niku, co oznacza »e wynik mo»na dokªanie reprezentowa¢ w mniejszej ilo±ci bitów
ni» argumenty. Jedyna mo»liwo±¢ bª¦du przy odejmowaniu z utrat¡ dokªadno±ci
jest wtedy gdy warto±¢ bezwzgl¦dna wyniku jest zbyt maªa by j¡ reprezento-
wa¢ jako liczb¦ normaln¡ i komputer zast¡pi wynik przez zero. Natomiat bª¡d
pochodzi z poprzednich kroków i zwykle propaguje si¦ do wyniku odejmowa-
nia. Czyli bª¡d bezwgl¦dny jest podobnego rz¦du jak przed odejmowaniem. Ale
gdy wynik odejmowania ma maª¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ to bª¡d wzgl¦dny ro±nie:
czyli tu jest utrata dokªadno±ci. Napisaªem wy»ej zwykle bo jest co najmniej
jeden trikowy algorytm który produkuje dane tak by przy odejmowaniu bª¡d z
poprzednich kroków si¦ dokªadnie odj¡ª.
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