1 Arytmetyka IEEE

W standarcie IEEE liczby tak zwanej podwojnej precyzji reprezentowane sg
przez 64 bity, z czego jeden bit to znak, 11 to wyktadnik a 52 bity to mantysa.
Matematycznie liczby IEEE to skoiiczony podzbiér zbioru liczb wymiernych
sktadajacy sie z liczb postaci

sm2°

gdzie s to znak, m to przeskalowana mantysa za$ e to przesuniety wyktad-
nik. Dla normalnych liczb IEEE mozna przyjac ze m jest liczba catkowita z
przedziatu [2°2,2%% — 1], za§ e jest liczba calkowita z przedziatu [—1075,970].
Niesymetria wykladnikéw jest spowodowana tym ze u nas mantysa jest liczba
catkowity. Zwykle przyjmuje sie ze mantysa lezy w przedziale [1,2) i wtedy
wyktadnik bytby z przedziatu [—1022,1023]. Zakres m jest ograniczony z dotu
przez duza liczbe i dzieki temu nie trzeba pamieta¢ najwyzszego bitu m, czyli do
pamietania m faktycznie wystarcza 52 bity (czesto pisze sie ze mantysa zawiera
ukryty bit).

Wyktadnik pamietany jest jako liczba dwojkowa bez znaku, odejmujac od
niej odpowiednia stala (u nas 1076, w standartowym opisie 1023) dostaje sie
wlasciwag warto$¢. Dwie wartosci wyktadnika uzywa sie do specjalnych celéow.

Oprécz normalnych liczb IEEE przewiduje tez liczby nieznormalizowane po-
dobnej postaci jak wyzej, tyle ze wyktadnik to wzorzec bitowy ztozony z samych
zer, za$ m jest liczba calkowity z przedziatu [1,2°2 — 1]. Liczby nieznormalizo-
wane zostaly wprowadzone po to by w przypadku gdy w obliczeniach pojawia
sie mate wykltadniki utrata doktadnosci nastepowala stopniowo. Jesli potrzebu-
jemy pelnej doktadnosci to liczby nieznormalizowane sg szkodliwe, z ich powodu
mozemy dosta¢ mniejsza doktadnosé obliczeri niz oczekiwana.

Jesli wszystkie pozycje bitowe liczby oprécz znaku sa zerowe to liczbe trak-
tuje sie jako zero. Oznacza to ze zero ma znak. Standard podaje dokladne
reguly jaki bedzie znak zera z réznych operacji, jednakze lepiej to ignorowac.
W normalnych sytuacjach znak zera nie jest istotny.

Standard IEEE przewiduje tez inne wielkosci niz liczby. W szczegoélnodci
wprowdza plus i minus nieskoniczono$é i "nie-liczby" (ang. NAN). Procesory
generujg NAN wtedy gdy pracuja w trybie kontynuacji obliczeri po btedach i
nie ma sensowego wyniku. Np. odjecie od siebie dwu nieskoniczonosci daje
NAN.

Dla nas rézne dziwne wielkosci ze standartu IEEE sa niepotrzebne, tyle ze
ich pojawienie sie obliczeniach faktycznie oznacza btad. Dla prawdziwych liczb
oficjalne reguty arytmetyki IEEE sg bardzo proste: operacje wykonuje sie do-
ktadnie a nastepnie wynik zaokragla sie do reprezentowalnej wartosci. Jesli wy-
nik ma zbyt duza warto$¢ bezwzgledna (jest poza zakresem reprezentowalnych
liczb), oznacza to tzw. przepelnienie. Zaleznie od typu konkretnego procesora
i réznych ustawien przepelnienie moze spowodowaé przerwanie obliczen. Jesli
obliczenia sa kontynuowane to jako wynik produkuje sie odpowiednia nieskon-
czono$¢. Podobnie zaleznie od ustawienn procesora jesli wynik jest zbyt maty
co do wartosci bezwzglednej (lecz nie jest doktadnie zerem) to moze byé zasta-



piony przez zero, przez liczbe nieznormalizowana czy spowodowaé przerwanie
obliczen.

Warto tu zauwazy¢ ze w praktyce procesory nie stosuja literalnie podanej
reguly, okazuje sie ze wystarczy odpowiednio obliczy¢ kilka (w zasadzie 2) do-
datkowych bitéw ponad n bitowa reprezentacje by méc podaé poprawnie za-
okraglony wynik.

IEEE podaje kilka mozliwych trybéw zaokraglania. Najwazniejszy jest tryb
zaokraglania do najblizszej reprezentowalnej wartosci, z dodatkowa reguta mo-
wiaca ze jesli liczba jest réwno odleglta od dwu liczb reprezentowalnych to wybie-
ramy tak by najmiej znaczaca cyfra dwojkowa byta parzysta. Inne zdefinowane
tryby zaokraglen to zaokraglanie zawsze w dol, zaokraglanie zawsze w gore i
zaokraglanie w kierunku zera. Tryby zaokraglania w do6t i zaokraglania w gore
moga pomoc przy implementacji arytmetyki przedzialowej. Tryb zaokraglania
w kierunku zera pozwala zaimplementowaé¢ wyspecyfikowa w jezyku C regule
konwersji wartosci zmiennopozycyjnych do catkowitych. Poza takimi dosé spe-
cjalnymi uzyciami specjalne tryby zaokraglania sa mato przydatne.

1.1 Btledy zaokraglenia w artymetyce IEEE

Zaktadajac ze wynik jest liczba normalng r6zng od zera, tzn. nie bylo przepel-
ninia i nie pojawily sie liczby nieznormalizowane i ze uzywamy zaokraglanie do
najblizszej reprezentowalnej wartoséci to btad operacji latwo oszacowaé. Mia-
nowicie, jesli e,y to obliczony wynik za$ egor to dokladny wynik operacji to
mamy
leobl — €dok| < €leon]

gdzie ¢ = 2753, Jeli chcemy szacowaé blad przez dokladng wartosé wyniku to
mamy bardzo podobne oszacowanie

leabi — €dok| < €ledok|-

Oba oszacowania uzasadniamy w podobny sposéb: réznice miedzy kolejnymi
liczbami reprezentowalnymi sg stale w przedziatach postaci [2%, 25+1] i wynosza
27522k A wiec zaokraglanie wprowadzi maksymalnie blad 27°32F = ¢2F. Jegli
edok € [2F, 281 to rowniez ey € [2%, 281 i w szczegolnosci |eqp| > 2F oraz

leobt — €aor| < €2 < gleop].
Podobny argument dziala dla liczb ujemnych do daje pierwsze oszacowanie.
Dowdd drugiengo oszacowanie jest podobny.
1.2 Pojedyncza precyzja

Ogoélne wlasnosci arytmetyki pojedynczej precyzji sa podobne jak arytmetyki
podwojnej precyzji. Roznig sie specyficzne parametry: reprezentacja jest 32
bitowa, z jednym bitem znaku, 8 bitami wyktanika i 23 bitami mantysy. W
efekcie przy oznaczeniach jak wyzej mamy

leabi — €dok| < €leont]



gdzie e = 2724,

1.3 IEEE a arytmetyka systemu FriCAS

W systemie FriCAS typ DoubleFloat oznacza maszynowe liczby podwojnej pre-
cyzji (64-bitowe). Operacje na nich sa wykonywane zgodnie z regutami IEEE.
FriCAS nie daje bezposredniego dostepu do operacji na liczbach zmiennopozy-
cyjnych pojednczej precyzji (32-bitowych).

Typ Float oznacza realizowane programowo liczby wielokrotnej precyzji.
Operacje na nich nie sa zgodne z regutami IEEE.

Komentarz: Reguty IEEE maja da¢ mozliwie duza doktadnos$é¢ przy repre-
zentacji liczb za pomoca 64-bitow. Aby osiggnac wymagang doktadnos$é sprzet
musi uzywaé¢ dodatkowe bity (1-2) w posrednich etapach. Przy realizacji pro-
gramowej dodatkowe bity wymagalyby dodatkowego stowa (czyli na 64-bitowej
maszynie dodatkowych 64-bitow) i reguty IEEE sprowadzaly by sie do prowa-
dzania obliczen z wieksza niz wymagana dokladnoscia, lecz co chwile odrzucajac
dodatkowo obliczong czesé. Przy realizacji sprzetowej ma to sens bo dodatkowe
bity niewiele kosztuja zas wynik trzeba zmieéci¢ w dostepnej pamieci czyli 64
bitach. Przy realizaji programowe]j prawie zawsze prowadzenie obliczen z wiek-
sza iloScig bitéw a mniej doktadnym zaokraglaniem daje wieksza dokladnosé i
szybkos¢.

Komentarz: Operacje na typie Float wymagaja znacznie wiecej czasu (rzedu
100 razy wiecej lub gorzej) niz operacjie na typie DoubleFloat o ile operacje na
DoubleFloat sg zaprogramowane z dbaloscig o efektywnosc.

1.4 Powtarzalnos$é obliczeni

Jedna z motywacji arytmetki IEEE bylo zapewnienie ze ten sam ciag operacji
zmiennopozycyjnych na réznych komputerach zgodnych z IEEE da ten sam wy-
nik (tzn. kazdy bit wyniku bedzie sie zgadzal). Niestety, w praktyce to moze
tatwo zawie$¢. Mianowicie, programoéw nie pisze sie jako ciagéw instrukeji w
jezyku maszynowym (wtedy raczej by nie dzialaly na komputerze innego typu),
lecz kompilator tlumaczy program w jezyku wyzszego rzedu na jezyk maszy-
nowy. Na réznych komputerach rézne ciagi instrukeji moga dawaé maksymalna
szybkosé obliczei. Np. operacje arytmetyki IEEE nie sa taczne, kompilator
korzystajac z regul tacznosci moze zmieni¢ kolejnosé obliczeni i latwiej uzy¢ po-
przednio obliczony wynik czy wykonaé¢ réwnolegle wiecej operacji. Nowe kom-
putery udostepniaja operacje mnozenia z dodawaniem (ang. multiply and add),
gdzie jedna instrukcja oblicza wyrazenie typu ab 4+ c¢. Przy takim obliczeniu
zaokraglenie wykonuje sie dopiero na konicu. Moze to da¢ zupelnie inny wynik
niz oddzielne operacje.

Warto tu tez wspomnieé¢ funkcje biblioteczne. Praktyczne obliczenia uzywaja
zwykle sporo funkcji bibliotecznych, jesli biblioteka od innego autora uzywa inny
ciag instrucji (czyli ze jest to faktycznie inna biblioteka a nie kopia) to zwykle
tez beda roéznice w wynikach.



W jezyku Java prébowano zapewnié zgodnos$¢ wynikéw na réznych kompu-
terach. Pisze probowano, bo byly przeoczenia i w niektorych (bardzo rzadkich)
przypadkach wyniki sie nie zgadzaty. Jednakze koszt zgodnosci jest spory, zwy-
kle inne jezyki ktére nie daja takich zapewnien pozwalaja uzyskaé znacznie
wieksza szybko$¢ obliczenn zmiennopozycyjnych.

1.5 Podsumowanie

Artmetyka IEEE wyrosta z doswiadczen z wcze$nieszymi systemami i badan
teoretycznych. Regula zaokraglania IEEE moze sie wydawaé skomplikowana
i trudna do realizacji. Jednakze zwykle daje ona mniejsze btedy niz alterna-
tywy. Np. w serii 360 (w pelni zgodni nastepcy sa ciagle w produkcji) firma
IBM uzyta podstawy 16 i regule obcinania niereprezentowalnych bitéw wyniku.
Wtedy wydawalo sie ze pozwoli to uproszczenie sprzetu przy co najmniej tak do-
brych wynikach jak alternatywy. Gdy jednak po wejsciu tych maszyn do uzycia
przeprowadzono dokladniejsza analize to okazalo sie ze arytmetyka IBM daje
doktadnos¢ poréwnywalna z artmetyka IEEE uzywajaca 3 bity mniej. Innymi
stowy 32-bitowe liczby IBM dawaly dokladnosé poréwnywalng z 29-bitowym
IEEE, zas 32-bitowe liczby IEEE daja istotnie lepsza dokladnosé. Warto tez
powiedzieé¢ ze podstawa 2 ma numerycznie nieco lepsze wlasnosci niz inne pod-
stawy (np. podstawa 10).

2 Propagacja bltedow

Aby przeanalizowaé¢ wplyw bledow zaokraglen zakladamy specificzng postaé
programu, mianowicie tak zwany program liniowy. Zakladamy ze dane sa wezty
obliczniowe (zmienne) v;, i = 1,...,n. Pierwsze m zmiennych to dane wejSciowe
xi, tzn. v; = x; dla i = 1,...,m. Dla i > m zakladamy Ze dane s funkcje
gladkie f; takie ze w dokladnych obliczeniach

V; = fi(’Ul, . ;Ui—l)

Zwykle funkcje f; zaleza tylko od niewielu zmiennych. Np. f; to operacja
arytmetyczna na dwu poprzednich zmiennych. Zaokraglenia modelujemy w ten
sposob ze piszemy

v = fi(ve,...,vic1) + e

gdzie e; jest bledem powstaltym przy oblicznaniu f;. A wiec przyblizone ob-
liczanie v mozemy modelowaé jako dokladne obliczanie funkcji wektorowej n
zmiennych, gdzie zmienne to z; dlai =1,.... mie dlai=m+1,... n.
Oznaczajac ta funkcje przez h mamy

hi(z,e) = fi(vi,...,vi—1) + e;.

gdzie posrednie v; spelniajg zaleznosci podane wyzej.



Niech teraz wg oznacza doktadnie obliczony wynik, tzn. taki wektor wartosci
ktory otrzymamy gdy wszystkie e; = 0. Wtedy

wo = h(z,0)

Ogolniej, przez w; oznaczmy wektor wartosci ktory otrzymamy gdy biad w
kroku i to te;:
wy = h(x, te).

Oczywiscie wy to faktycznie obliczony wynik.
Jako ze f; sa gladkie to h tez jest funkcja gtadka i mamy

[(w1 —wo)i| < /0 |Z(8ekh(x,te))iek|dt.
k

Obliczenia sg dobrze uwarunkowane jesli istnieje mata stala 4, nie za duza
stala M i stale g; j takie ze
les| < 6] (wo)il,

sup |(9e, h(z,te))i| < gik
t€[0,1]

3 giel(wo)il < Mluw,].

Druga nieréwno$¢ wyzej implikuje ze

1
/ (3" Oyl te)er)ildt < 3 gielexl
0 k k

czyli z nier6wnosci wyzej otrzymujemy:
[(w1 —wo)i| < Zgi,k|6k| < Zgi,k5|(w0)k| < IM|w;)|.
k k

Innymi stowy blad wzgledny wyniku jest ograniczony przez 6 M.
Oszacowanie ktore otrzymaliSmy jest bardzo zadowalajace, niestety spraw-
dzenie zalozeri moze by¢ klopotliwe. Warunek

e < 6] (wo)

sprawia mniej problemu, jest to zalozenie ze pojedyncza operacja nie wprowadza
duzego bledu. Dla arytmetki IEEE zwykle jest ono spelnione, doktadniej jesli
pozostajemy w zakresie normalnych liczb to

lei] < elvg

Jesli nie popelnimy grubego bledu to |v;| < 2|(wp);| i oszacowanie bedzie spet-
nione z § = 2¢. Jesli spelnione sa pozostate zalozenia z rozsadnie duzym M to
indukcyjnie mozna pokazaé ze |v;| < 2|(wg)|.



Zatozenie
sup |(9e, h(w,te))i| < gik
te[0,1]
moze sprawia¢ dwa problemy. Jeden taki ze punkt gdzie obliczamy f; sie zmie-
nia. Jesli pochodne w punktach odpowiadajacych doktadnym obliczeniom maja
dobre ograniczenia to zmiana punktu raczej nie prowadzi do problemu, ale
trudno tu udowadnié¢ jakis silny i ogélny wynik. Drugi, istotniejszy problem
to to ze h jest zlozeniem wielu funkcji. Nawet jak kazda z osobna ma niezbyt
duza pochodng to zlozenie moze mie¢ bardzo duza pochodna. Warunek ograni-
czonosci pochodnych 9, h(z,te) zwykle nazywa sie stabilno$cia obliczen. Czyli
jesli obliczenia sa stabilne (co jest matematyczng wlasnoscia funkcji ktore mamy
obliczy¢ i wybranego sposobu obliczania) to bledy zaokraglen nie stanowia pro-
blemu. Dalej rozpatrujemy kilka przyktadoéw obliczen stabilnych i niestabilnych
(zaczynajac od niestabilnych).
Przyklad. Rozwazny nastepujace obliczenie w arytmetyce zespole;j:

R+l = 212
zaczynajac zo (dobrze mysleé¢ ze |zo| = 1). Indukcyjnie pokazujemy ze

Czyli
n Zn
Ozp2n = 2" —.
Z0
Innymi stowy dla duzych n mozemy oczekiwaé wykladniczego narastania bte-
dow. W powyzszym przykladzie kazda metoda obliczania z, bedzie prowadzita
do znacznego narastania btedu i jedynym rozwigzaniem jest uzycie dostatecznie
duzej precyzji obliczen.
Przyktad. Niech

Chcemy obliczy¢ P(A). Mamy

P (- Y =2

w; = (

czyli |w}| nie przekracza 1 dla x € [—2, 3]. Wida¢ tez ze dla « € [—32, 2] mamy

@) =11~ 1) ¥ 2 (1 ) —a? >
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Ze wzoru na pochodna logarytmiczng otrzymujemy

wi(z)

czyli

Pa)| < (n-2) 3 P()
dla z € [-2,2]. Wartosci P(z) moga byé¢ dos¢ duze, ale dla n rzedu 200
bedziemy w zakresie liczb zmiennopozycyjnych. Dokladniej, jako ze P(0) =1 z
oszacowania pochodnej wynika ze |P(x)| < exp(w) dla z € [-1,1], co dla
n = 200 daje w przyblizeniu 2.1 - 10°7.
Diagonalizujac A widzimy 7ze

N CEAER
- (13" (0 4 )(2)

Oznacza to ze pochodne P(A) po elementach A sa rzedu wielkosci P'($) co
jest rzedu nP(A). A wiec oczekujemy ze obliczanie P(A) nie powinno sprawiaé
problemu dla n rzedu 200.

Jednakze, popatrzmy na

Czyli

& 1
Q@) =[J=+1- =)
i=2
Mamy P(z) = ¢,Q(z)Q(—A) dla odpowiedniej statej ¢, i mozna by probowaé
oblicza¢ P(A) jako ¢,Q(A)Q(—A). Jak sie okaze nie jest to dobry pomysl.
Mianowicie, skoro A ma warto$ci wlasne 1 i 5! to pochodna @’(A) jest rzedu
max(Q'(7), Q' (7))
Mamy (z+1—1) =1idlaxz € [-3,2] mamy
1 3 1 11
0< 1—)< 41 -=< =,
sletl-g)sgtl-7s3
A wiec ze wzoru na pochodng logarytmiczng otrzymujemy

n

T — Ly - n—
Q@ =0y, U gy = o)

I
i=2 r+l-—7

Analogicznie jak dla P otrzymujemy tez podobne oszacowanie z gory. Dla nas
wazne jest ze oszacowania z goéry nie da sie istotnie poprawi¢. Teraz popatrzmy
jak duze jest Q(z). Dokladniej, interesuje nas

Q(x) H r+1-7

Q(-z) 1% -—r+1-7



Latwo zauwazy¢ ze przy ustalonym zx czynniki produktu malejg wraz z i. A

wiec

Q) - (1 + 1)

Q(F) ~\1—3
Dla n = 200 daje to w przyblizeniu 8.43 - 10*3. Dalej, jedli btad przy obliczeniu
Q(—A) jest rzedu §]|Q(—A)|| to oczekujemy ze blad Q(A)Q(—A) bedzie rzedu

Q' (MNQ(=A) = nQ(1/4)?

co po podzielniu przez norme ||P(A)|| daje blad wzgledny rzedu

2

sl QANQEAN | e _ Q)
[P POl "o

A wiec skoro ostatni utamek ma bardzo duza warto$é to oczekujemy bardzo
duzego bledu.
Przyklad. Popatrzy na blad obliczania wielomianu Wilkinsona

n

p(z) =(x—1)(z—2)...(x —20) :Zaixi

=0

Przy uzyciu wersji z suma mozna oczekiwaé ze kazdy wyraz sumy da btad pro-
porcjonalny do jego wielkosci czyli zgrubnie

> laillwsl = (@ + 1) (z+2)... (z +20) = p(—2)

dla nieujemnych x. Roéwnos$é wyzej wynika stad ze wyrazenie w srodku po
rozwinieciu da nieujemne wspotczynniki. Lecz ostatnia réwnosé pokazuje ze te
wspolczynniki majg tg sama wartosé bezwzgledng co wspoltezynniki p. A wiec
zgrubne oszacowanie btedu wzglednego to

20 .

x -+

u= ]2

L —
=1

W poblizu zer p to v dazy do niekonczonosci dlatego patrzymy na wykres od-
wrotnosci u.
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Wykres produkowany przez program przykladowy jest przeskalowany (jest
to 1012 /u). Jak widaé¢ z wykresu nawet daleko od zer p odwrotnosé jest mala
czyli u moze byé duze (rzedu 10'2).

Napisatem zgrubne oszacowanie bo obliczajac wyraz po wyrazie musimy tez
obliczy¢ potegi co da dodatkowy blad. Sumujac liczymy na to ze przeciet-
nie blad sumy jest mniejszy niz suma bledow. Stosujac do obliczenia schemat
Hornera powinismy dosta¢ nieco mniejszy btad. Ale tez jest jasne ze trudnosé
wyznaczania zer p jest zwiazana z tym ze trudno jest oblicza¢ wartosci p.




Przyklad. Chcemy obliczy¢

gdzie \; sa liczbami. Ze wzoru na pochodna logarytmiczng wynika ze
1
Oz, h = )\—Z_h

czyli pochodne w naszym oszacowaniu bledu beda dobrze oszacowane o ile do-
brze oszacujemy h. Lecz z wlasnosci arytmetyki IEEE mamy

axb< (14 9)(ad)
gdzie * oznacza maszynowe mnozenie, za§ § = € gdzie € jest stala podajaca
doktadnoéé¢ arytmetyki. Wtedy hy,

n

hp < [T +0) [Thi = (1+06)"h < exp(n)h
i=1

i=1

gdzie h oznacza warto$¢ doktadng za$ hy; przyblizenie maszynowe. A wigc o ile
nd jest matle to nasze oszacowanie si¢ stosuje.
Przyklad. Obliczamy

gdzie U; sa macierzami ortogonalnymi za$ v jest wektorem. Jesli pojedynczy
produkt ma oszacowanie

[Ui v = Uiv|| < ||

gdzie jak wyzej % oszacza obliczenie maszynowe to podobnie jak wyzej dosta-
niemy oszacowanie

Uy %+ x Uy xv—Uy...Uyvl| < exp(nd)|v].

Tym razem § bedzie wigksze (zaleznie od postaci i rozmiaru macierzy), lecz w
kilku waznych przypadkach (np. dla szybkiej dyskretnej transformacji Fouriera
FFT) jest tylko kilka razy wieksze od e (czyli maszynowej dokladnosci).

3 Utrata dokladnosci

Typowa sytuacja gdzie nastepuje utrata doktadnosci jest odejmowanie zblizo-
nych do siebie liczb.

Przyklad. Na éwiczeniach patrzyliémy na blad przy rézniczkowaniu nume-
rycznym. Pierwsze przyblizenie f'(x) to

fl@+h) - fz)
h

10



Stosujac wzor Taylora mamy

2
@+ 1) — f@) + b @) < sup (77 + th)|

2 te[0,1]
czyli
Tat W= J@)  piay| < B s (a4,
h 2 te[0,1]

Oznacza to ze w dokladnej arytmetyce im mniejsze |h| tym lepsze przyblizenie
pochodnej. Innymi stowy blad metody maleje z |h|. Jednakze jesli f(x + h)
i f(x) sa obliczone z doktadnoscia wzgledna ¢ to blad zaokraglenia we wzorze

wyzej jest rzedu
30/ ()|

|hl

Oznacza to ze blad zaokraglenia bedzie dominowat nad bledem metody o ile

2

Slf @) o [Pl L
QW > (@)l

Powyze] zastapiliSmy sup,c(o ) | f” (2 +th)| co nie powinno istotnie zmieni¢ wy-
niku dla regularnych f i matych |h|. Warunek wyzej mozna zapisac jako

s Al (@)
<oy

A wiec zakladajac ze f jest naturalnie przeskolowane, czyli utamek po prawe;

stronie jest rzedu 1, to |h| rzedu pierwiastka z ¢ da nam optymalna doktadnosé.

Zakladajac 7e & jest rzedy elpilona maszynowego, czyli 27°% otrzymujemy |h]|

rzedu 2726 czyli w przyblizeniu 1.4-10~8. Przy tym blad jest tego samego rzedu.
Przyblizajac f'(z) za pomoca

fle+h) = flz—h)
2h

z wzoOr Talora trzeciego rzedu moéwi ze

3
£t ) @) = 2@ < B s |77 4

te[0,1]

Odejmujac podobny wzoér dla —h mamy

3
(Pl h)— f 1)~ 2h @) < B sup (57 1m)
te[—1,1]

co daje

_ . 2
Jath) = f@=h) s PP ),
2h 6 tef-11)
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Blad zaokraglenia jest rzedu W (tym razem dodatkowo dzielimy przez 2).

Jak poprzednio szacujac wartosci f i pochodnych przez warto$¢ w x wychodzi
ze blad zaokraglenia bedzie dominowal dla

h3 ) .
| | = I-} ///($)|

Znowu zakladajac ze f jest naturalnie przeskalowana i utamek po prawej stronie
ma wartos¢ rzedu 1 dostajemy ze optymalne h jest rzedu & 3 czyli rzedu 4.8-1076.
A wiec tym razem lepiej uzy¢ wieksze h. Tym razem blad wzgledny jest rzedu
|h|2, czyli 2.3 - 10711, a wiec istotnie mniejszy niz poprzednio.

Komentarz: Pokazuje to ze nawet jak nie jest potrzebna bardzo duza doktad-
nos¢ koncowych wynikéw rézniczkowanie numeryczne wymaga duzej doktadno-
Sci f, a wiec lepiej uzy¢ liczby podwdjnej precyzji. Wiele tekstéw proponuje
zastapienie pochodnych réznicami skoriczonymi. Z powyzszego widaé ze moze
to doprowadzié¢ do utraty doktadnosci. Jesli réznice skoficzone przy uzyciu liczb
64-bitowych daja wystarczajaca doktadnosé to jest prawdopodobne ze pochodne
iliczby 32-bitowe tez datyby zadowalajaca doktadnosé przy nizszym czasie pracy
komputera.

Komentarz: Przy utracie doktadnosci jest paradoks: samo odejmowanie pro-
wadzace do utraty doktadnosci zwykle jest wykonywane dokladnie. Mianowicie,
przy utracie doktadnosci skracaja sie (sa zerami) najbardziej znaczace bity wy-
niku, co oznacza ze wynik mozna doktanie reprezentowaé¢ w mniejszej ilogci bitow
niz argumenty. Jedyna mozliwo$¢ btedu przy odejmowaniu z utrata doktadnosci
jest wtedy gdy warto$¢ bezwzgledna wyniku jest zbyt mala by ja reprezento-
wacé jako liczbe normalng i komputer zastapi wynik przez zero. Natomiat btad
pochodzi z poprzednich krokéw i zwykle propaguje sie do wyniku odejmowa-
nia. Czyli blad bezwgledny jest podobnego rzedu jak przed odejmowaniem. Ale
gdy wynik odejmowania ma mala warto$¢ bezwzgledna to btad wzgledny rosnie:
czyli tu jest utrata doktadnosci. Napisalem wyzej zwykle bo jest co najmniej
jeden trikowy algorytm ktéry produkuje dane tak by przy odejmowaniu btad z
poprzednich krokéw sie dokladnie odjal.
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