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1 Wstep

Aby numerycznie rozwiazywac réwnania rézniczkowe musimy w komputerze mo-
delowa¢ odpowiednia przestrzen funkcji i ich pochodne. Najprostszym rozwiaza-
niem jest reprezentowanie funkcji przez wartosci w skoriczonym ciggu punktow
x; 1 zastapienie pochodnych przez réznice skoniczone. Teraz nas interesuja row-
nania rézniczkowe zwyczajne, dla nich najprosciej uzy¢ réwnoodlegtych punk-
tOW x; = xo + th gdzie h > 0 nazywa sie krokiem.

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne wyzszego rzedu mozna zastapi¢ przez uktady
réwnan rzedu pierwszego, wiec dla uproszczenia w dalszym ciaggu ograniczymy
sie do uktadéw réwnan rzedu pierwszego. Taki uklad mozna zapisaé¢ jako poje-
dyncze rownanie dla funkcji o wartosciach wektorowych:

(1) y'(z) = F(z,y(z))

gdzie x przyjmuje wartosci z pewnego przedziatu, zas y i F' przyjmuja wartosci
w R™ dla pewnego m. Na razie interesuje nas zagadnienie poczatkowe, tzn.
zadana jest wartos¢ yo = y(xo) gdzie xo to punkt poczatkowy.

Jak powiedzieliémy wczesniej, wartosci y bedziemy przybliza¢ dla réwno-
odlegltych punktéw x;. Niech y; bedzie przyblizong wartoscig rozwigzania y w
punkcie x;. Oznaczmy z; = F(x;,y;). W metodach réznicowych zastepujemy
réwnanie (1) przez réwnanie dla roznic skoniczonych, postaci

(2) Zajyifj = thjZi,j.
J J

Powyzej lewa strona reprezentuje przyblizenie y’ za pomocg roznic skoriczo-
nych, tzn. ogélne takie przyblizenie mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa
yi—;. Normalnie réznice skoriczone dzielilibySmy przez h. Aby uniknaé dzie-
lenia pomijamy h po lewej stronie, za to mnozymy prawa strone przez h. Na
pierwszy rzut oka prawa strone réwnania (1) wystarczyloby zastapi¢ przez z;,
ale okaze sie ze biorac odpowiednia kombinacje liniowa jak wyzej mozna uzyskaé
lepsza doktadnosé. Powyzszy wzor reprezentuje ogdlng postaé metody réznico-
wej, konkretne metody otrzymujemy dobierajgc wartoéci wspétczynnikéw a; i
bj. Naszym celem bedzie zbadanie metod réznicowych tak by przy danych a;



i b; umie¢ przewidzie¢ zachowanie metody i by umie¢ dobiera¢ wartosci a; i b;
dajace dobre metody. Ogolnie a; i b; moglyby sie zmienia¢ w trakcie obliczen (z
kroku na krok) ale na razie przyjmujemy ze sa ustalone. Jak sie dalej okaze me-
toda réznicowa potrzebuje nie tylko yo ale rowniez kilka pierwszych y;. Na razie
zakladamy ze te wartosci lub dobre przyblizenia sa znane. Pézniej oméwimy
jak je obliczac.

Aby obliczenie byto tatwe do praktycznej realizacji chcemy by réwnanie dato
sie rozwiazaé ze wzgledu na y;41, znajac y; i ustalong liczbe wartosci poprzed-
nich. Réwnowaznie mozna zazadaé¢ by wyzej a_; = —11i by dla 7 < —1 za-
chodzilo a; = 01 b; = 0. Naturalne jest zgdanie by b_; = 0, ale jak si¢ okaze
b_1 # 0 prowadzi do metod majacych lepsze wlasnosci. Prowadzi to do rowna-
nia

k K
(3) i1 = _ajyij+h Y bizi
i=0 :

Jj=-1

ktore roznie sie od rownania (2) zmiang znaku przy b;. Jesli powyzej b_; =0
to mowimy ze metoda jest jawna. W przeciwnym razie méwimy ze metoda jest
niejawna. Dalej bedziemy zakladaé¢ ze jedno z aj i by nie jest zerem. To nie
zmniejsza ogdlnosci, bo jesli oba sa zerami to wzdér mozna zastapi¢ wzorem z
muiejszym k. Dla metody jawnej (tzn. gdy b_1 = 0) znajac yo, y1,- - -, Yk WzOr
(3) dla i = k daje nam yg11. Teraz mozemy uzy¢ wzor (3) dlai = k+1 i dostac¢
Yk+2. lteracyjnie wyliczymy y; dla dowolnie duzych i. Innymi stowy, znajac
parametry a; i b; metody jawnej mozemy latwo napisa¢ program komputerowy
obliczajacy potrzebne y;. Dla metod niejawnych sytuacja jest bardziej skompli-
kowana, wzor (3) jest wtedy nieliniowym réwnaniem wymagajacym specjalnej
metody rozwigzywania. Mozna by wtedy uzyé¢ ogdlnej metody np. metody
Newtona. Lecz okaze sie ze w praktyce moze by¢ wygodnie uzywanie pary me-
tod, jawnej zwana predyktorem i niejawnej zwanej korektorem. Przy pomocy
metody jawnej (predyktora) mozemy otrzymaé¢ dobre przyblizenie dla rozwia-
zania rOwnania metody niejawnej. Réwnanie metody niejawnej ze wzgledu na
y; jest rownaniem typu punktu staltego:

yi = é(yi)-

Majac dobre przyblizenie ¢; do y; liczymy Ze t;+1 = ¢(t;) bedzie lepszym przybli-
zeniem, tak ze po nieduzej liczbie iteracji dostaniemy wystarczajaco doktadne
przyblizenie. W praktyce metod réznicowych zwykle wystarcza bardzo mata
liczba iteracji typu jedna lub dwie.

2 WlasnoSsci

Teraz krotko powiemy jaki wlasnosci cheielibySmy osiagnac¢. Pierwsza jest zbiez-
nos¢, tzn. chcemy by dla h dazacego do 0 odpowiednie y; zbiegaly do doktadnego
rozwigzania. By to dokladniej zapisa¢ nieco zmienimy oznaczenia. Przy ustalo-
nym zg, niech y; ;, oznacza przyblizone rozwigzanie produkowane przez metode



z krokiem h. Pomocnicza funkcje n, dla € [i,i + 1) zdefinujamy jako
n(z) = (. — 0)Yir1,n + (1 — (. —19))Yi,n-

Innymi stowy dyskretng funkcje y; ;, zdefiniowang tylko dla nieujemych catko-
witych ¢ przedtuzamy przy pomocy interpolacji liniowej do funkcji 7, zdefinio-
wanej dla x € [0,00). Uwaga: y; zaleza od wartosci poczatkowych. By uniknaé
nadmiernie skomplikowanych oznaczen w notacji wyzej nie wspominamy o war-
tosciach poczatkowych, ale 7, zalezy réwniez od nich. Zbiezno$¢ oznacza ze

Lim n (har) = u(z)

gdzie u jest doktadnym rozwigzaniem przy dowolnym wyborze wartosci poczat-
kowych takim ze wartosci poczatkowe yo, ..., yr daza do wartodci poczatkowej
dla doktadnego rozwiazania.

Chcemy by metoda byta stabilna, tzn. zeby nie byto niekontrolowanego na-
rastania bledu. Dokladniej, by przy h dazacym do 0 maly btad w poczatkowych
krokach czy mata zmiana wartosci poczatkowych prowadzila do ograniczonych
zmian w rozwigzaniu przyblizonym. Ogodlnie precyzyjne zdefiniowanie stabilno-
Sci jest ktopotliwe. Dla metod réznicowych podamy prosty warunek i pokazemy
ze implikuje on dobre zachowanie.

Chcemy tez by zbieznosé byta mozliwie szybka. Tu pomocne jest pojecie
rzedu metody. Moéwimy ze metoda jest rzedu [ gdy

yerin — u(h(k +1)) = O(A'*)

dla poczatkowych y; = u(xo + jh) i u bedacego dokladnym rozwiazaniem.

Intuicyjnie oczekujemy ze rozwiazanie przy pomocy metody rzedu ! bedzie
miato odlegtos$¢ od rozwigzania doktadnego proporcjonalng do h'. Dokladniej,
by dojéé z zo do jakiego$ ustalonego punktu potrzebujemy i rzedu h=! (czyli
rzedu h~! krokéw). W pojedynczym kroku wprowadzamy btad rzedu h!*!. Je-
§li nie ma fatalnej kumulacji btedéw (niestabilnosci) to btad po i krokach mozna
szacowaé przez sume btedow czyli przez h='h!*! = hl. Oczywiscie powyzsze ro-
zumowanie to nie dowdd, ale przy odpowiednich zalozeniach pokazemy podobny
wynik.

Okaze sie ze dla metod réznicowych wlasnosci wyzej nie sa niezalezne:

Lemat 2.1 Stabilna metoda réznicowa rzedu dodatniego jest zbiezna.

Uwaga: W tej czesci wprowadzamy podstawowe pojecia. Wiecej materiatu
i dowody bedzie dale;j.

3 Przyklady

3.1 Jawna metoda Eulera

Najprostszym przyktadem metody réznicowej jest( jawna) metoda Eulera. Jest
to metoda jawna z k = 0, ag = by = 1. Daje to wzoér

Yit1 = Yi + hzi = yi + hF (2, ;).



Metode Eulera otrzymamy zastepujac w rownaniu (1) pochodna przez roéznice
4 (tak to wymyslit Euler). Do metody Eulera mozna dojs¢ probujac zalezé
najprostsza jawna metode roéznicowa rzedu co najmniej 1. By metoda byta

najprostsza proébujemy k = 0. Latwo zobaczy¢ ze dla ag # 11 yyo # 0 mamy
liminf |y; — yo| > 0
im inf |y1 — yol

czyli metoda nie jest nawet rzedu 0. A wiec potrzebujemy ay = 1. Biorac
rownanie y' = 1 oraz xgp = yo = 0 mamy dokladune rozwiazanie y(z) = .
By metoda byla rzedu co najmniej 1 potrzebujemy by = 1. Czyli jedynym
mozliwym kandydatem jest metoda Eulera. Mozna sprawdzi¢ ze metoda Eulera
jest rzedu 1, czyli faktycznie jest najprostsza jawng metode réznicowa rzedu co
najmniej 1.

Pézniej zobaczymy ze istnieja (stabilne) metody wyzszych rzedow i ze sta-
bilnosé jest istotnym ograniczeniem, tzn. przy ustalonym k wiekszo$¢ metod
wysokiego rzedu jest niestabilna.

3.2 Niejawna metoda Eulera

Jednym z najprostszych przykladoéw jest niejawna metoda Eulera. W tej meto-
dzie k =0, ap =1, bp = b_1 = 1/2. Daje to wzor

Yirr = Yi + Mz + 2i41)/2 = yi + MF (@i, y:) + F(Tit1, Yit1)) /2.
Jest on zwiazany z przyblizong réwnoscia

fle+h)—f(x) _ fl(@)+ f(z+h) 2
. = : +O(h2).

Ten wzér ma wyzszy rzad niz prosta réznica i mozna liczy¢ ze ta metoda bedzie
rzedu wyzszego niz 1. Jak sie okaze jest ona metoda rzedu 2.

3.3 Jawna metoda rzedu 2
Prosta metode jawna rzedu 2 mozna otrzymaé wzorujac sie na powyzszym.
Mianowicie, widzieliSmy ze

fle=h)+ f(x+h)
2h

f(z) = +0(h?).

Przeksztatcajac
f(z+2h) = f(z) + 2hf'(x + h) + O(h®)

co w naszej notacji jest
Yite = Yi + 2hziy1.

Innymi stowy ag =1, a1 = by =0, by = 2.



4 Rzad metody

Powyzej wprowadziliSmy rézne metody w niezbyt systematyczny sposéb. Jak
sie okaze. metody réznicowe mozna generowaé¢ w dosé systematyczny sposob,
bazujac na warunkach na rzad metody i stabilnosé.

Powiedzieliémy ze metoda jest rzedu [ gdy

Yrt1,n — u(h(k +1) + o) = O(hl“)

dla y; 5 = u(xo + jh) i u bedacego dokladnym rozwigzaniem.

Ten warunek na pierwszy rzut oka jest skomplikowany: powinnismy go
sprawdzac dla dowolnego réwnania. Dokladniej, by warunek mial sens trzeba sie
ograniczy¢ do réwnan zadanych przez funkcje F(z,y) klasy C'. My najpierw
otrzymamy warunek konieczny, testujac metode na dos¢ szczegdlnych réwna-
niach, a potem pokazemy ze ten warunek wystarcza dla dowolnych réwnan klasy
Cl.

Zauwazmy najpierw ze jesli P(z) jest wielomianem stopnia co najwyzej [ to
istnieje réwnanie rézniczkowe takie ze przy ustalonym zo i yo = P(zo) funk-
cja y(x) = P(x) jest rozwigzaniem réwnania z warunkiem poczatkowym yq.
Mianowicie, wystarczy wzig$¢ réwnanie

y'(x) = P'(x).

Dla takiego rownania mamy F(x,y) = P’(z) i konsekwentnie z; = F(x;,y;) =
P’(x;). Dalej, y; = P(z;) dla j =0, ...,k za$ yr11 jest zadane wzorem

k k k k
Y1 = Y ajye—j th Y bjzee =Y aiPlan—g) +h Y biP(a-g)
3=0 3=0

j=—1 j=—1
Warunek na rzad przybiera postaé¢

k k
ZajP((k—j)h—i-xo)—i—h Z b;P'((k—j)h+x0) — P(h(k+1)z) = O(hT).

J=0 j=—1

Zauwazmy ze o ile [ > 0 to wyrazenie po lewej stronie jest ze wzgledu na h wie-
lomianem stopnia co najwyzej . Mianowicie, kazdy czlon pierwszej sumy jest
wielomianem stopnia co najwyzej [, wiec ta suma daje wielomianem stopnia co
najwyzej l. W drugiej sumie mamy P’ ktére jest wielomianem stopnia co najwy-
zej | —1 (tu istotne jest ze [ > 0). A wiec druga suma daje wielomian stopnia co
najwyzej | — 1. Czyli druga suma po pomozeniu przez h daje wielomian stopnia
co najwyzej [ i dodajac obie sumy faktycznie dostaniemy wielomian stopnia co
najwyzej [. Lecz dla wielomianéw stopnia [ rownosé w(h) = O(h'*T!) oznacza
ze w(h) = 0, czyli mamy roéwnosé

k
a; P((k = j)h+x0) +h > biP'((k = j)h + w0) = P(h(k + 1)xo).

j=—1

.
i
o



Jest to rownanie liniowe ze wzgledu na P i aby ta rownosé¢ zachodzita potrzeba
i wystarcza by zachodzila réwnosé¢ dla pewnej bazy w przestrzeni wielomianéw
stopnia nie przekraczajacego [. W naszym przypadku wygodnie jest przyjac
jako baze wielomiany P, (z) = (z — x9)™ dla m = 0,1,...,l. Podstawiajac
Py =1 do réwnania wyzej i uwzgledniajac ze P} = 0 dostajemy réwnosé

Dla m > 0 dostajemy

ko

k
> ai((k=Hh)™+h > bym((k—5)h)™ " = ((k+ 1)h)™.

§=0 j=—1
Drzielac obie strony przez h™ mozemy to uproscié¢ do

k
aj(k—5)"+m > bk =) = (k+1)™
Jj=0 j==1

M-

Teraz pojawia sie pytanie czy otrzymane warunki sa wystarczajace by me-
toda byla rzedu I?7 Okazuje sie ze tak. Mianowicie, jesli funkcja F' zadajaca
réwnanie jest klasy C', to przy ustalonym zg i yo rozwigzanie u jest funkcja
klasy C'*! i mozna do niego zastosowaé twierdzenie o rozwinieciu Taylora. Daje
to wielomian P stopnia [, taki ze

u(t + x0) — P(t +z0) = O(t'1)
czyli
yj — Pz;) = O(h')
dlaj=0,...,ki
u((k + 1)h+20) — P((k + 1)h + x0) = O(h'T1).
Ponadto
u(t + xo) — P'(t + 20) = O(t)

czyli
zj = P'(z;) = O(h)

dlaj=0,...,k A wiec

k k
Yrt1 — u((k+1)h 4+ x0) = Zajyj +h Z bjzi —u((k+1)h+zo) =
j=0 j=—1

k
ajp('rj) +h Z bjP’(xj) + hb_1(2k+1 — P/(xk+1)) — P($k+1) + O(hlJrl) _

j=—1

<.
i Mw
[}



hb-1(zk41 = P'(zx41)) + O(R'HY)

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z otrzymanego warunku na rzad metody. Daje
to wynik dla metody jawnej. Dla metody niejawnej musimy jeszcze oszaco-
waé zi11 — P'(xg+1). W poprzedniej czesci powiedzielismy ze wtedy yr41 jest
rozwigzaniem réwnania nieliniowego. Dokladniej,

Ye+1 — b1 F(Tpt1,Yr+1) = Sr

gdzie SF nie zalezy od yj+1. Dla dostatecznie matych h pochodna po yi41 lewej
strony jest niezerowa:

Oypoir W1 — W01 F(Tpg1, Yut1)) = 1 — ho—_1(0y F) (Trt1, Yr+1)

i dla maltych h drugi czton jest za maly by sie skasowaé¢ z 1. Oznacza to ze
dla matych h rozwigzanie zalezy w gladki sposob od Sg. Dla F(z,y) = P’
dokladnym rozwiazaniem jest P(xp41). Z wezesniejszych rachunkéw wynika ze

Sp — Sp = O(h1)

co razem z gtadka zaleznoscia implikuje ze yr41 — P(zr+1) = O(h!T1), co z kolei
oznacza ze Ypr1 — w(zpr1) = O(ATY), czyli zp41 — W/ (zps1) = O(ATY). Lecz
u' (vp41) — P(zr41) = O(RY), czyli 21 — P'(zr41) = O(R!) co daje wynik dla
metod niejawnych.
Przyktad: Chcemy wyznaczy¢ jawne metody z k = 0 il > 1. Dostajemy
roéwnania:
ag = 1,

bo = 1

co daje nam jeszcze raz metode Eulera. Wida¢é tez ze warunek dla [ = 2 nie jest
spelniony, wiec metoda Eulera jest doktadnie rzedu 1.
Przyktad: Chcemy wyznaczy¢ niejawne metody z k = 01l > 2. Jak wyzej
mamy ag = 1. Ponadto
bo+b_1=1,

20b_1) =1

czyli by = b_1 = % (czyli jest to niejawna metoda Eulera). Widac tez ze warunek
dla [ = 3 nie jest spelniny, wiec ta metoda jest dokladnie rzedu 2.

5 Istnienie metod

Nasze warunki na rzad metody sa réwnaniami liniowymi. Pozwala to pokazaé
istnienie metod (niejawnych) rzedu 2k+2 i metod jawnych rzedu 2k+1. Niestety,
okaze sie ze metody wysokiego rzedu sa niestabilne i w praktyce musimy uzywacé
metod nizszego rzedu ktore sg stabilne.



6 Blad metody
Zalézmy teraz ze mamy metode ktéra jest rzedu [, ale nie jest wyzszego rzedu.
Powiemy ze stata c jest btedem metody jesli
hit1
1+ 1)

Yrt1,n — w(h(k+ 1)+ 20) — ¢ u(Hl)(xO) = O(h!*+?)

dla y; 5, = u(zo + jh) 1 u bedacego dokltadnym rozwigzaniem dla dostatecz-
nie gladkiego F. Postepujac podobnie jak przy badaniu rzedu stala ¢ mozna
wyznaczy¢ testujac na wielomianach. Dokladniej, wyznaczymy ja na Py, =
(7 — 20)**! (dla wielomianéw nizszego stopnia btad wynosi 0). Wtedy,

k k

c=Y aj(k—)T +(1+1) Y bilk—j) — (k+1)!T

=0 j=—1

Podobne rozwazanie jak dla rzedu pokazuje ze tak wyznaczona stata stosuje
sie ogolnie.

Komentarz: W literaturze czesto blad definiuje sie bez czynnika (I + 1)! w
mianowniku i z przeciwnym znakiem. Czynnik (I 4+ 1)! upraszcza inne wzory i
daje bardziej realistyczne oszacowanie wielkosci (pochodna rzedu (I + 1) czesto
ma wielko$¢ rzedu (I + 1)!).

Komentarz: Przy danym rzedzie mniejsza warto$¢ bledu zwykle oznacza
lepsza metode.

Przyktad: Dla metody Eulera mamy

c=—1

Przyklad: Dla niejawnej metody rzedu 2 z k = 0 (drugi przyklad wyzej)
mamy

1

Cc = 3b71 —1= 5
Przyktad. Metoda jawna Adamsa ma k = 3 i wspélczynniki ap =1, a; =0
dla j >0, bg = %, by = f%, by = %, by = 729—4. Mozna sprawdzi¢ ze jest to

metoda rzedu 4. Dla bledu mamy

; 251
c=3%+5(by 4+ 2%b; + 3%by) — 4° = %

Program przyktadowy diff.input powala znale7¢ metody réznicowe zada-
nego rzedu. Ponizej pokazujemy jak on dziala dla metod jawnych z k = 1 (dwu
punktow) i rzedu 3:

-- Ilos¢ punktow
i=2

(1) 2



Type: Positivelnteger
-- Oczekiwany rzad
r :=3

(2) 3
Type: Positivelnteger
11 := concat([1 for j in 0..i], [0 for j in 0..(i-1)])

3 f[1, 1, 1,0, 0]
Type: List(NonNegativeInteger)
11 := [11]

(4) [I1, 1, 1, 0, 0]]
Type: List(List(NonNegativelnteger))
for q in 0..(r - 1) repeat
11 := concat([j~(q + 1) for j in 0..i],
[(g+t1)*j~q for j in 0..(i-1)1)
11 := cons(1l1, 11)

Type: Void

m := matrix(reverse(1ll))

+1 1 1 0 O+

[0 1 2 1 1]

e | |
[0 1 4 0 2]
| |
+0 1 8 0 3+
Type: Matrix(NonNegativeInteger)
sols := nullSpace(m)

7y [l5, -4, -1, 2, 4]]
Type: List(Vector(Integer))
soll := first(sols)

(8) [5, - 4, - 1, 2’ 4]
Type: Vector(Integer)



lc := entries(soll)

(9) [53 - 4: - 1: 2, 4]

la0 := reverse(first(lc, i+1))

(10) [_ 1, - 4, 5]

1b0 := reverse(rest(lc, i+1))

11) [4, 2]

aa := first(la0)

(12) -1

la := [-a/aa for a in rest(la0)]

(13) [- 4, 8]

1b := [-b/aa for b in 1b0]

(14) [4, 2]

10

Type: List(Integer)

Type: List(Integer)

Type: List(Integer)

Type: Integer

Type: List(Fraction(Integer))

Type: List(Fraction(Integer))



