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1 Wst¦p

Aby numerycznie rozwi¡zywa¢ równania ró»niczkowe musimy w komputerze mo-
delowa¢ odpowiedni¡ przestrze« funkcji i ich pochodne. Najprostszym rozwi¡za-
niem jest reprezentowanie funkcji przez warto±ci w sko«czonym ci¡gu punktów
xi i zast¡pienie pochodnych przez ró»nice sko«czone. Teraz nas interesuj¡ rów-
nania ró»niczkowe zwyczajne, dla nich najpro±ciej u»y¢ równoodlegªych punk-
tów xi = x0 + ih gdzie h > 0 nazywa si¦ krokiem.

Równania ró»niczkowe zwyczajne wy»szego rz¦du mo»na zast¡pi¢ przez ukªady
równa« rz¦du pierwszego, wi¦c dla uproszczenia w dalszym ci¡gu ograniczymy
si¦ do ukªadów równa« rz¦du pierwszego. Taki ukªad mo»na zapisa¢ jako poje-
dyncze równanie dla funkcji o warto±ciach wektorowych:

(1) y′(x) = F (x, y(x))

gdzie x przyjmuje warto±ci z pewnego przedziaªu, za± y i F przyjmuj¡ warto±ci
w Rm dla pewnego m. Na razie interesuje nas zagadnienie pocz¡tkowe, tzn.
zadana jest warto±¢ y0 = y(x0) gdzie x0 to punkt pocz¡tkowy.

Jak powiedzieli±my wcze±niej, warto±ci y b¦dziemy przybli»a¢ dla równo-
odlegªych punktów xi. Niech yi b¦dzie przybli»on¡ warto±ci¡ rozwi¡zania y w
punkcie xi. Oznaczmy zi = F (xi, yi). W metodach ró»nicowych zast¦pujemy
równanie (1) przez równanie dla ró»nic sko«czonych, postaci

(2)
∑
j

ajyi−j = h
∑
j

bjzi−j .

Powy»ej lewa strona reprezentuje przybli»enie y′ za pomoc¡ ró»nic sko«czo-
nych, tzn. ogólne takie przybli»enie mo»na zapisa¢ jako kombinacj¦ liniow¡
yi−j . Normalnie ró»nice sko«czone dzieliliby±my przez h. Aby unikn¡¢ dzie-
lenia pomijamy h po lewej stronie, za to mno»ymy praw¡ stron¦ przez h. Na
pierwszy rzut oka praw¡ stron¦ równania (1) wystarczyªoby zast¡pi¢ przez zi,
ale oka»e si¦ »e bior¡c odpowiednia kombinacj¦ liniow¡ jak wy»ej mo»na uzyska¢
lepsz¡ dokªadno±¢. Powy»szy wzór reprezentuje ogóln¡ posta¢ metody ró»nico-
wej, konkretne metody otrzymujemy dobieraj¡c warto±ci wspóªczynników aj i
bj . Naszym celem b¦dzie zbadanie metod ró»nicowych tak by przy danych aj
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i bj umie¢ przewidzie¢ zachowanie metody i by umie¢ dobiera¢ warto±ci aj i bj
daj¡ce dobre metody. Ogólnie aj i bj mogªyby si¦ zmienia¢ w trakcie oblicze« (z
kroku na krok) ale na razie przyjmujemy »e s¡ ustalone. Jak si¦ dalej oka»e me-
toda ró»nicowa potrzebuje nie tylko y0 ale równie» kilka pierwszych yi. Na razie
zakªadamy »e te warto±ci lub dobre przybli»enia s¡ znane. Pó¹niej omówimy
jak je oblicza¢.

Aby obliczenie byªo ªatwe do praktycznej realizacji chcemy by równanie daªo
si¦ rozwi¡za¢ ze wzgl¦du na yi+1, znaj¡c yi i ustalon¡ liczb¦ warto±ci poprzed-
nich. Równowa»nie mo»na za»¡da¢ by wy»ej a−1 = −1 i by dla j < −1 za-
chodziªo aj = 0 i bj = 0. Naturalne jest »¡danie by b−1 = 0, ale jak si¦ oka»e
b−1 6= 0 prowadzi do metod maj¡cych lepsze wªasno±ci. Prowadzi to do równa-
nia

(3) yi+1 =

k∑
j=0

ajyi−j + h

k∑
j=−1

bjzi−j

które ró»nie si¦ od równania (2) zmian¡ znaku przy bj . Je±li powy»ej b−1 = 0
to mówimy »e metoda jest jawna. W przeciwnym razie mówimy »e metoda jest
niejawna. Dalej b¦dziemy zakªada¢ »e jedno z ak i bk nie jest zerem. To nie
zmniejsza ogólno±ci, bo je±li oba s¡ zerami to wzór mo»na zast¡pi¢ wzorem z
mniejszym k. Dla metody jawnej (tzn. gdy b−1 = 0) znaj¡c y0, y1, . . . , yk wzór
(3) dla i = k daje nam yk+1. Teraz mo»emy u»y¢ wzór (3) dla i = k+1 i dosta¢
yk+2. Iteracyjnie wyliczymy yi dla dowolnie du»ych i. Innymi sªowy, znaj¡c
parametry aj i bj metody jawnej mo»emy ªatwo napisa¢ program komputerowy
obliczaj¡cy potrzebne yi. Dla metod niejawnych sytuacja jest bardziej skompli-
kowana, wzór (3) jest wtedy nieliniowym równaniem wymagaj¡cym specjalnej
metody rozwi¡zywania. Mo»na by wtedy u»y¢ ogólnej metody np. metody
Newtona. Lecz oka»e si¦ »e w praktyce mo»e by¢ wygodnie u»ywanie pary me-
tod, jawnej zwan¡ predyktorem i niejawnej zwanej korektorem. Przy pomocy
metody jawnej (predyktora) mo»emy otrzyma¢ dobre przyblizenie dla rozwi¡-
zania równania metody niejawnej. Równanie metody niejawnej ze wzgl¦du na
yi jest równaniem typu punktu staªego:

yi = φ(yi).

Maj¡c dobre przybli»enie ti do yi liczymy »e ti+1 = φ(ti) b¦dzie lepszym przybli-
»eniem, tak »e po niedu»ej liczbie iteracji dostaniemy wystarczaj¡co dokªadne
przybli»enie. W praktyce metod ró»nicowych zwykle wystarcza bardzo maªa
liczba iteracji typu jedna lub dwie.

2 Wªasno±ci

Teraz krótko powiemy jaki wªasno±ci chcieliby±my osi¡gn¡¢. Pierwsz¡ jest zbie»-
no±¢, tzn. chcemy by dla h d¡»¡cego do 0 odpowiednie yi zbiegaªy do dokªadnego
rozwi¡zania. By to dokªadniej zapisa¢ nieco zmienimy oznaczenia. Przy ustalo-
nym x0, niech yi,h oznacza przybli»one rozwi¡zanie produkowane przez metod¦
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z krokiem h. Pomocnicz¡ funkcj¦ ηh dla x ∈ [i, i+ 1) zde�nujamy jako

ηh(x) = (x− i)yi+1,h + (1− (x− i))yi,h.

Innymi sªowy dyskretn¡ funkcj¦ yi,h zde�niowan¡ tylko dla nieujemych caªko-
witych i przedªu»amy przy pomocy interpolacji liniowej do funkcji ηh zde�nio-
wanej dla x ∈ [0,∞). Uwaga: yi zale»¡ od warto±ci pocz¡tkowych. By unikn¡¢
nadmiernie skomplikowanych oznacze« w notacji wy»ej nie wspominamy o war-
to±ciach pocz¡tkowych, ale ηh zale»y równie» od nich. Zbie»no±¢ oznacza »e

lim
h→0

ηh(hx) = u(x)

gdzie u jest dokªadnym rozwi¡zaniem przy dowolnym wyborze warto±ci pocz¡t-
kowych takim »e warto±ci pocz¡tkowe y0, . . . , yk d¡»¡ do warto±ci pocz¡tkowej
dla dokªadnego rozwi¡zania.

Chcemy by metoda byªa stabilna, tzn. »eby nie byªo niekontrolowanego na-
rastania bª¦du. Dokªadniej, by przy h d¡»acym do 0 maªy bª¡d w pocz¡tkowych
krokach czy maªa zmiana warto±ci pocz¡tkowych prowadziªa do ograniczonych
zmian w rozwi¡zaniu przybli»onym. Ogólnie precyzyjne zde�niowanie stabilno-
±ci jest kªopotliwe. Dla metod ró»nicowych podamy prosty warunek i poka»emy
»e implikuje on dobre zachowanie.

Chcemy te» by zbie»no±¢ byªa mo»liwie szybka. Tu pomocne jest poj¦cie
rz¦du metody. Mówimy »e metoda jest rz¦du l gdy

yk+1,h − u(h(k + 1)) = O(hl+1)

dla pocz¡tkowych yj = u(x0 + jh) i u b¦d¡cego dokªadnym rozwi¡zaniem.
Intuicyjnie oczekujemy »e rozwi¡zanie przy pomocy metody rz¦du l b¦dzie

miaªo odlegªo±¢ od rozwi¡zania dokªadnego proporcjonaln¡ do hl. Dokªadniej,
by doj±¢ z x0 do jakiego± ustalonego punktu potrzebujemy i rz¦du h−1 (czyli
rz¦du h−1 kroków). W pojedynczym kroku wprowadzamy bª¡d rzedu hl+1. Je-
±li nie ma fatalnej kumulacji bª¦dów (niestabilno±ci) to bª¡d po i krokach mo»na
szacowa¢ przez sum¦ bª¦dów czyli przez h−1hl+1 = hl. Oczywi±cie powy»sze ro-
zumowanie to nie dowód, ale przy odpowiednich zaªo»eniach poka»emy podobny
wynik.

Oka»e si¦ »e dla metod ró»nicowych wªasno±ci wy»ej nie s¡ niezale»ne:

Lemat 2.1 Stabilna metoda ró»nicowa rz¦du dodatniego jest zbie»na.

Uwaga: W tej cz¦±ci wprowadzamy podstawowe poj¦cia. Wi¦cej materiaªu
i dowody b¦dzie dalej.

3 Przykªady

3.1 Jawna metoda Eulera

Najprostszym przykªadem metody ró»nicowej jest( jawna) metoda Eulera. Jest
to metoda jawna z k = 0, a0 = b0 = 1. Daje to wzór

yi+1 = yi + hzi = yi + hF (xi, yi).
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Metod¦ Eulera otrzymamy zast¦puj¡c w równaniu (1) pochodn¡ przez ró»nic¦
yi+1−yi

h (tak to wymy±liª Euler). Do metody Eulera mo»na doj±¢ próbuj¡c zale¹¢
najprostsz¡ jawn¡ metod¦ ró»nicow¡ rz¦du co najmniej 1. By metoda byªa
najprostsza próbujemy k = 0. �atwo zobaczy¢ »e dla a0 6= 1 i y0 6= 0 mamy

lim inf
h→0+

|y1 − y0| > 0

czyli metoda nie jest nawet rz¦du 0. A wi¦c potrzebujemy a0 = 1. Bior¡c
równanie y′ = 1 oraz x0 = y0 = 0 mamy dokªadne rozwi¡zanie y(x) = x.
By metoda byªa rz¦du co najmniej 1 potrzebujemy b0 = 1. Czyli jedynym
mo»liwym kandydatem jest metoda Eulera. Mo»na sprawdzi¢ »e metoda Eulera
jest rzedu 1, czyli faktycznie jest najprostsz¡ jawn¡ metod¦ ró»nicow¡ rz¦du co
najmniej 1.

Pó»niej zobaczymy »e istniej¡ (stabilne) metody wy»szych rz¦dów i »e sta-
bilno±¢ jest istotnym ograniczeniem, tzn. przy ustalonym k wi¦kszo±¢ metod
wysokiego rz¦du jest niestabilna.

3.2 Niejawna metoda Eulera

Jednym z najprostszych przykªadów jest niejawna metoda Eulera. W tej meto-
dzie k = 0, a0 = 1, b0 = b−1 = 1/2. Daje to wzór

yi+1 = yi + h(zi + zi+1)/2 = yi + h(F (xi, yi) + F (xi+1, yi+1))/2.

Jest on zwi¡zany z przybli»on¡ równo±ci¡

f(x+ h)− f(x)
h

=
f ′(x) + f ′(x+ h)

2
+O(h2).

Ten wzór ma wy»szy rz¡d ni» prosta ró»nica i mo»na liczy¢ »e ta metoda b¦dzie
rz¦du wy»szego ni» 1. Jak si¦ oka»e jest ona metod¡ rz¦du 2.

3.3 Jawna metoda rz¦du 2

Prost¡ metod¦ jawn¡ rz¦du 2 mo»na otrzyma¢ wzoruj¡c si¦ na powy»szym.
Mianowicie, widzieli±my »e

f ′(x) =
f(x− h) + f(x+ h)

2h
+O(h2).

Przeksztaªcaj¡c

f(x+ 2h) = f(x) + 2hf ′(x+ h) +O(h3)

co w naszej notacji jest
yi+2 = yi + 2hzi+1.

Innymi sªowy a0 = 1, a1 = b0 = 0, b1 = 2.
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4 Rz¡d metody

Powy»ej wprowadzili±my ró»ne metody w niezbyt systematyczny sposób. Jak
si¦ oka»e. metody ró»nicowe mo»na generowa¢ w do±¢ systematyczny sposób,
bazuj¡c na warunkach na rz¡d metody i stabilno±¢.

Powiedzieli±my »e metoda jest rz¦du l gdy

yk+1,h − u(h(k + 1) + x0) = O(hl+1)

dla yj,h = u(x0 + jh) i u b¦d¡cego dokªadnym rozwi¡zaniem.
Ten warunek na pierwszy rzut oka jest skomplikowany: powinni±my go

sprawdza¢ dla dowolnego równania. Dokªadniej, by warunek miaª sens trzeba si¦
ograniczy¢ do równa« zadanych przez funkcje F (x, y) klasy Cl. My najpierw
otrzymamy warunek konieczny, testuj¡c metod¦ na do±¢ szczególnych równa-
niach, a potem poka»emy »e ten warunek wystarcza dla dowolnych równa« klasy
Cl.

Zauwa»my najpierw »e je±li P (x) jest wielomianem stopnia co najwy»ej l to
istnieje równanie ró»niczkowe takie »e przy ustalonym x0 i y0 = P (x0) funk-
cja y(x) = P (x) jest rozwi¡zaniem równania z warunkiem pocz¡tkowym y0.
Mianowicie, wystarczy wzi¡±¢ równanie

y′(x) = P ′(x).

Dla takiego równania mamy F (x, y) = P ′(x) i konsekwentnie zi = F (xi, yi) =
P ′(xi). Dalej, yj = P (xj) dla j = 0, . . . , k za± yk+1 jest zadane wzorem

yk+1 =

k∑
j=0

ajyk−j + h

k∑
j=−1

bjzk−j =

k∑
j=0

ajP (xk−j) + h

k∑
j=−1

bjP
′(xk−j)

Warunek na rz¡d przybiera posta¢

k∑
j=0

ajP ((k− j)h+ x0) + h

k∑
j=−1

bjP
′((k− j)h+ x0)−P (h(k+1)x0) = O(hl+1).

Zauwa»my »e o ile l > 0 to wyra»enie po lewej stronie jest ze wzgl¦du na h wie-
lomianem stopnia co najwy»ej l. Mianowicie, ka»dy czªon pierwszej sumy jest
wielomianem stopnia co najwy»ej l, wi¦c ta suma daje wielomianem stopnia co
najwy»ej l. W drugiej sumie mamy P ′ które jest wielomianem stopnia co najwy-
»ej l−1 (tu istotne jest »e l > 0). A wi¦c druga suma daje wielomian stopnia co
najwy»ej l−1. Czyli druga suma po pomo»eniu przez h daje wielomian stopnia
co najwy»ej l i dodaj¡c obie sumy faktycznie dostaniemy wielomian stopnia co
najwy»ej l. Lecz dla wielomianów stopnia l równo±¢ w(h) = O(hl+1) oznacza
»e w(h) = 0, czyli mamy równo±¢

k∑
j=0

ajP ((k − j)h+ x0) + h

k∑
j=−1

bjP
′((k − j)h+ x0) = P (h(k + 1)x0).
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Jest to równanie liniowe ze wzgl¦du na P i aby ta równo±¢ zachodziªa potrzeba
i wystarcza by zachodziªa równo±¢ dla pewnej bazy w przestrzeni wielomianów
stopnia nie przekraczaj¡cego l. W naszym przypadku wygodnie jest przyj¡¢
jako baz¦ wielomiany Pm(x) = (x − x0)

m dla m = 0, 1, . . . , l. Podstawiaj¡c
P0 = 1 do równania wy»ej i uwzgl¦dniaj¡c »e P ′0 = 0 dostajemy równo±¢

k∑
j=0

aj = 1.

Dla m > 0 dostajemy

k∑
j=0

aj((k − j)h)m + h

k∑
j=−1

bjm((k − j)h)m−1 = ((k + 1)h)m.

Dziel¡c obie strony przez hm mo»emy to upro±ci¢ do

k∑
j=0

aj(k − j)m +m

k∑
j=−1

bj(k − j)m−1 = (k + 1)m.

Teraz pojawia si¦ pytanie czy otrzymane warunki s¡ wystarczaj¡ce by me-
toda byªa rz¦du l? Okazuje si¦ »e tak. Mianowicie, je±li funkcja F zadaj¡ca
równanie jest klasy Cl, to przy ustalonym x0 i y0 rozwi¡zanie u jest funkcj¡
klasy Cl+1 i mo»na do niego zastosowa¢ twierdzenie o rozwini¦ciu Taylora. Daje
to wielomian P stopnia l, taki »e

u(t+ x0)− P (t+ x0) = O(tl+1)

czyli
yj − P (xj) = O(hl+1)

dla j = 0, . . . , k i

u((k + 1)h+ x0)− P ((k + 1)h+ x0) = O(hl+1).

Ponadto
u′(t+ x0)− P ′(t+ x0) = O(tl)

czyli
zj − P ′(xj) = O(hl)

dla j = 0, . . . , k. A wi¦c

yk+1 − u((k + 1)h+ x0) =

k∑
j=0

ajyj + h

k∑
j=−1

bjzj − u((k + 1)h+ x0) =

k∑
j=0

ajP (xj) + h

k∑
j=−1

bjP
′(xj) + hb−1(zk+1 − P ′(xk+1))− P (xk+1) +O(hl+1) =
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hb−1(zk+1 − P ′(xk+1)) +O(hl+1)

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z otrzymanego warunku na rz¡d metody. Daje
to wynik dla metody jawnej. Dla metody niejawnej musimy jeszcze oszaco-
wa¢ zk+1 − P ′(xk+1). W poprzedniej cz¦±ci powiedzieli±my »e wtedy yk+1 jest
rozwi¡zaniem równania nieliniowego. Dokªadniej,

yk+1 − hb−1F (xk+1, yk+1) = SF

gdzie SF nie zale»y od yk+1. Dla dostatecznie maªych h pochodna po yk+1 lewej
strony jest niezerowa:

∂yk+1
(yk+1 − hb−1F (xk+1, yk+1)) = 1− hb−1(∂yF )(xk+1, yk+1)

i dla maªych h drugi czªon jest za maªy by si¦ skasowa¢ z 1. Oznacza to »e
dla maªych h rozwi¡zanie zale»y w gªadki sposób od SF . Dla F (x, y) = P ′

dokªadnym rozwi¡zaniem jest P (xk+1). Z wcze±niejszych rachunków wynika »e

SF − SP = O(hl+1)

co razem z gªadk¡ zale»no±ci¡ implikuje »e yk+1−P (xk+1) = O(hl+1), co z kolei
oznacza »e yk+1 − u(xk+1) = O(hl+1), czyli zk+1 − u′(xk+1) = O(hl+1). Lecz
u′(xk+1)− P ′(xk+1) = O(hl), czyli zk+1 − P ′(xk+1) = O(hl) co daje wynik dla
metod niejawnych.

Przykªad: Chcemy wyznaczy¢ jawne metody z k = 0 i l ≥ 1. Dostajemy
równania:

a0 = 1,

b0 = 1

co daje nam jeszcze raz metod¦ Eulera. Wida¢ te» »e warunek dla l = 2 nie jest
speªniony, wi¦c metoda Eulera jest dokªadnie rz¦du 1.

Przykªad: Chcemy wyznaczy¢ niejawne metody z k = 0 i l ≥ 2. Jak wy»ej
mamy a0 = 1. Ponadto

b0 + b−1 = 1,

2(b−1) = 1

czyli b0 = b−1 = 1
2 (czyli jest to niejawna metoda Eulera). Wida¢ te» »e warunek

dla l = 3 nie jest speªniny, wi¦c ta metoda jest dokªadnie rz¦du 2.

5 Istnienie metod

Nasze warunki na rz¡d metody s¡ równaniami liniowymi. Pozwala to pokaza¢
istnienie metod (niejawnych) rz¦du 2k+2 i metod jawnych rz¦du 2k+1. Niestety,
oka»e si¦ »e metody wysokiego rz¦du s¡ niestabilne i w praktyce musimy u»ywa¢
metod ni»szego rz¦du które s¡ stabilne.
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6 Bª¡d metody

Zaªó»my teraz »e mamy metod¦ która jest rz¦du l, ale nie jest wy»szego rz¦du.
Powiemy »e staªa c jest bª¦dem metody je±li

yk+1,h − u(h(k + 1) + x0)− c
hl+1

(l + 1)!
u(l+1)(x0) = O(hl+2)

dla yj,h = u(x0 + jh) i u b¦d¡cego dokªadnym rozwi¡zaniem dla dostatecz-
nie gªadkiego F . Post¦puj¡c podobnie jak przy badaniu rz¦du staª¡ c mo»na
wyznaczy¢ testuj¡c na wielomianach. Dokªadniej, wyznaczymy j¡ na Pl+1 =
(x− x0)l+1 (dla wielomianów ni»szego stopnia bª¡d wynosi 0). Wtedy,

c =

k∑
j=0

aj(k − j)l+1 + (l + 1)

k∑
j=−1

bj(k − j)l − (k + 1)l+1.

Podobne rozwa»anie jak dla rz¦du pokazuje »e tak wyznaczona staªa stosuje
si¦ ogólnie.

Komentarz: W literaturze cz¦sto bª¡d de�niuje si¦ bez czynnika (l + 1)! w
mianowniku i z przeciwnym znakiem. Czynnik (l + 1)! upraszcza inne wzory i
daje bardziej realistyczne oszacowanie wielko±ci (pochodna rz¦du (l+ 1) cz¦sto
ma wielko±¢ rz¦du (l + 1)!).

Komentarz: Przy danym rz¦dzie mniejsza warto±¢ bª¦du zwykle oznacza
lepsz¡ metod¦.

Przykªad: Dla metody Eulera mamy

c = −1

Przykªad: Dla niejawnej metody rz¦du 2 z k = 0 (drugi przykªad wy»ej)
mamy

c = 3b−1 − 1 =
1

2
.

Przykªad. Metoda jawna Adamsa ma k = 3 i wspóªczynniki a0 = 1, aj = 0
dla j > 0, b0 = 55

24 , b1 = − 59
24 , b2 = 37

24 , b3 = − 9
24 . Mo»na sprawdzi¢ »e jest to

metoda rz¦du 4. Dla bª¦du mamy

c = 35 + 5(b2 + 24b1 + 34b0)− 45 = −251

6
.

Program przykªadowy diff.input powala znale¹¢ metody ró»nicowe zada-
nego rz¦du. Poni»ej pokazujemy jak on dziaªa dla metod jawnych z k = 1 (dwu
punktów) i rz¦du 3:

-- Ilo±¢ punktów

i := 2

(1) 2
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Type: PositiveInteger

-- Oczekiwany rz¡d

r := 3

(2) 3

Type: PositiveInteger

l1 := concat([1 for j in 0..i], [0 for j in 0..(i-1)])

(3) [1, 1, 1, 0, 0]

Type: List(NonNegativeInteger)

ll := [l1]

(4) [[1, 1, 1, 0, 0]]

Type: List(List(NonNegativeInteger))

for q in 0..(r - 1) repeat

l1 := concat([j^(q + 1) for j in 0..i],

[(q+1)*j^q for j in 0..(i-1)])

ll := cons(l1, ll)

Type: Void

m := matrix(reverse(ll))

+1 1 1 0 0+

| |

|0 1 2 1 1|

(6) | |

|0 1 4 0 2|

| |

+0 1 8 0 3+

Type: Matrix(NonNegativeInteger)

sols := nullSpace(m)

(7) [[5, - 4, - 1, 2, 4]]

Type: List(Vector(Integer))

sol1 := first(sols)

(8) [5, - 4, - 1, 2, 4]

Type: Vector(Integer)
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lc := entries(sol1)

(9) [5, - 4, - 1, 2, 4]

Type: List(Integer)

la0 := reverse(first(lc, i+1))

(10) [- 1, - 4, 5]

Type: List(Integer)

lb0 := reverse(rest(lc, i+1))

(11) [4, 2]

Type: List(Integer)

aa := first(la0)

(12) - 1

Type: Integer

la := [-a/aa for a in rest(la0)]

(13) [- 4, 5]

Type: List(Fraction(Integer))

lb := [-b/aa for b in lb0]

(14) [4, 2]

Type: List(Fraction(Integer))
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