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1 Stabilnosé

Powiedzielismy ze stabilno$¢ oznacza ze nie ma katastrofalnego narastania ble-
déw gdy chcemy obliczy¢ rozwigzanie w ustalonym punkcie réznym od zq i krok
h dazy do 0. Znéw, powinno to zachodzi¢ dla wszystkich réwnan z dostatecz-
nie regularnym F'. Warunkiem koniecznym jest by zachodzilo to dla F' = 0,
tzn. rownania y’ = 0. Dla yg = 0 rozwiazaniem dokladnym jest y(z) = 0.
Brak katastrofalnego narastania btedéw oznacza ze rozwiazanie przyblizone jest
ograniczone dla danych poczatkowych ze zbioru ograniczonego i h dazacego do
0. W terminach y; nasze réwnanie przybiera postac¢

k
(1) Yir1 = > a5y
§=0

(cztony z b; pomineliSmy bo dla naszego réwnania z; = 0). h dazace do 0
oznacza ze by dostaé¢ sie do ustalnego x # zo musimy uzywacé i dazacego do
nieskoniczonosci. A wiec koniecznym warunkiem stabilnosci jest by rozwigzania
réwnania roznicowego (1) pozostawaly ograniczone dla i > 0. Bedziemy mowié
ze metoda jest stabilna jesli spelnia ten warunek (poZniej pokazemy ze ten
warunek faktycznie prowadzi do stabilnosci tak jak definiowalismy wyzej).

Lemat 1.1 Rdwnanie rdznicowe (1) ma k + 1 liniowo niezaleznych rozwigzar.
Wszystkie rozwigzanie pozostajg ograniczone dla i > 0 wtedy 1 tylko wtedy gdy
wielomian A(s) = skt — E?:o ai—;s’ ma wszystkie pierwiastki w dysku |s| < 1
i pierwiastki o module 1 sq pojedyricze.

Dowdd. Jesli s = 0 jest pierwiastkiem wielomianu A krotnosci [ to pierwsze
[ wspotczynnikéw A jest zerowe i y; dla ¢ > [ nie zalezy od pierwszych | wartosci
poczatkowych. Innymi stowy mamy przestrzen rozwigzan wymiaru ! takich ze
y; = 0 dla ¢ > [. Badajac inne rozwiazania mozemy sie ograniczy¢ do przypadku
gdy pierwiastki wielomianu A sg niezerowe. Jedli s # 0 jest pierwiastkiem
wielomianu A to y; = s’ jest rozwiazaniem réwnania (1). y; jest ograniczone dla
i > 0 wtedy i tylko wtedy gdy |s| < 1. Jesli s # 0 jest pierwiastkiem wielomianu
A o krotoéci co najmniej I to y; = i's® jest tez rozwigzaniem réwnania (1). To
rozwiazanie jest ograniczone ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy gdy |s|] < 11lubl =01



|s| = 1. A wiec jesli wszystkie rozwigzanie rownania (1) pozostaja ograniczone
dla ¢ > 0 to pierwiastki wielomianu A(s) sa zawarte w dysku |s| < 11 pierwiastki
o module 1 s3 pojedyncze.

Aby pokaza¢ implikacje przeciwna zauwazmy ze rozwigzania réwnania (1)
tworza przestrzen liniowa i rozwigzanie jest jednoznacznie wyznaczone przez
k + 1 warunkéw poczatkowych yo,...,yx 1 ze kazde warunki poczatkowe daja
rozwigzanie. A wiec przestrzen rozwigzan ma wymiar k 4+ 1. Mamy k& + 1 —1
rozwigzan postaci y; = i's’ dla s niezerowego i | rozwigzai takich ze y; = 0 dla
i > 1 gdze 0 jest pierwiastkiem krotnosci [ dla A(s) i jak tatwo sprawdzi¢ sa
one liniowo niezalezne, a wiec daja baze przestrzeni rozwigzan. Ale gdy pier-
wiastki wielomianu A(s) sg zawarte w dysku |s| < 1 i pierwiastki o module 1 sa
pojedyricze to rozwigzania bazowe pozostaja ograniczone dla i > 0, wiec kazde
rozwigzanie pozostaje ograniczone dla i > 0. O

Przyktad: Jesli ag = 11ia; = 0 dla j > 0 to mamy
A(s) = s"Tt — 58 = (s — 1)sF

czyli s = 1 jest pierwiastkiem krotnosci 1, zas s = 0 jest pierwiastkiem krotnosci
k. W szczegolnosci metody z takim a sa stabilne. A wiec metoda Eulera czy
jawna metoda Adamsa z poprzedniego przyktadu sg stabilne.
Przyktad: Jesli £k =1, ag = 2, a; = —1 to odpowiednia metoda jest niesta-
bilna. Minowicie
A(s) =8> —2s+1=(s—1)?

czyli 1 jest pierwiastkiem podwéjnym.
Naturalne jest pytanie o istnienie stabilnych metod wysokiego rzedu.

Lemat 1.2 (Bariera Dahlquista) Jesli metoda z k > 0 jest stabilna i ma rzqd
to

o dla nieparzystego k zachodzi | < k + 3,
e dla parzystego k zachodzi l < k + 2,
e [ <k+4+1loileb_1<0

W szczegdlnosci dla metody jawnej I < k 4+ 1.

Komentarz: Jawna metoda Adamsa z k = 3 jest rzedu 4. Z lematu wyzej
wynika ze nie ma metod jawnych wyzszego rzedu z k = 3.

Lemat 1.3 Stabilna metoda rézZnicowa rzedu k+3 jest symetryczna, tzn. sztucz-
nie przyjmujgc a_1 = —1 dla j = —1,0,..., k mamy

bj = br—j-1,

a; = —Qk—j5—1-



Komentarz: Warunek stabilosci jest mocno nieliniowy. Powyzszy lemat przy
poszukiwaniu metod maksymalnego rzedu pozwala wykluczy¢ znaczna cze$é me-
tod niestabilych warunkami liniowymi.

Komentarz: Warunek symetrii powoduje ze warunki na rzad staja sie cze-
Sciowo nadmiarowe.

Lemat 1.4 Jesli wielomian A = Z§=_1 sk’jaj Jjest antysymetryczny, tzn. a;
—ap—j—1 i a_1 = —1 to A(0) # 0, za$ jesli A(s) =0, to A(s™1) =0.

Dow6d: Wspotezynnik przy s¥ to ay = —ax__1 = —a_1 = 1, czyli A(0) =
1# 0. Dla s # 0 mamy

k k
0=sF1A(s) = Z s g = — Z s~UDg 5y
j=—1 j=—1
k
- Z s~ =0g; = —A(s7Y).
j=—1

Wynika stad ze stabilny i antysymetryczny A ma wszystkie pierwiastki o
module réwnym 1. Ponadto, poza ewentualnie s = 1 i s = —1 pierwiastki
ukladaja sie w pary s,s~1. Warunek na dodatni rzad wymaga by A(1) = 0.
Dla parzystego k oznacza to ze s = —1 nie moze by¢ pierwiastkiem, zas dla
nieparzystego £ s = —1 musi by¢ pierwiastkiem, bo w przeciwnym razie dla
jednego s ¢ {1, —1} zabrakloby pierwiastka do pary.

Fakt: Majac dane wspoétczynniki a;, j = —1,...,k z a_; = 1 mozemy
znalez¢ doktadnie jeden zestaw b;, j = —1,...,k, taki ze metoda réznicowa z
tymi a i b jest rzedu co najmniej k + 2. b mozna znalez¢ rozwiazujac uktad
réwnan liniowych na rzad. Jesli a jest antysymetryczne, to otrzymane b jest
symetryczne. Jesli k jest nieparzyste i a jest antysymetryczne, to otrzymana
metoda jest rzedu k + 3. Podobnie, mozna znale7é¢ zestaw b;, j =0, ...,k taki
ze jawna metoda réznicowa z tymi a i b jest rzedu co najmniej k + 1.

Ten fakt oznacza ze stabilne metody réznicowe maksymalnego rzedu najta-
twiej szuka¢ najpierw wybierajac stabilne a, a potem dobierajac do niego b.

2 Metody predyktor-korektor

W tym podrozdziale rozwazamy typowa implementacje metod niejawnych. Przy-
pomnijmy sobie ze dla metod niejawych pojedynczy krok metody polega na
rozwigzaniu réwnania ktére w ogélnym przypadku jest nieliniowe i wymaga
rozwigzania przy pomocy metod iteracyjnych. Mianowicie, mamy

k k
Yit1 = Zajyi—j +h Z bjzi—j
=0

j=—1



k k

= hb_1F(iy1,Yit1) + Z a;Yi—j + hz bjzi—j
=0 =0

gdzie w ostatniej linii wyrazy obu sum sa znane, za$§ jedyna wartoscia do wy-
znaczenia jest y;11. Powyzsze rownanie mozna zapisaé jako

(2) Yit1 = G(yiv1) +s
gdzie s to suma znanych wyrazoéw zas
G(Yit1) = hb_1F(Tiy1,Yit1)-
Do réwnania wyzej stosuje sie klasyczny lemat o odwzorowanich zwezajacych:

Lemat 2.1 Jesli A = ||G'|| < 1 to dla dowolnego ty cigg t;v1 = G(t;) + s jest
zbiezny do rozwigzania réwnania

t=G(t)+s.
Rownanie to ma jednoznaczne rozwigzanie to, 1 przy tym

I1t; = tooll < Allto — tooll,
A

A
1-A

[ti = tooll < l[to — ta]]-

Dowdéd. Mamy
G(t1) + s — (G(ta) + ) = G(t1) — G(t2)

czyli
(G (t1) + 5) = (G(t2) + )|l < [IG"[[[[t1 — tall = Allts — 2]

czyli odworowanie ¢t — G(t) + s jest zwezajace. Teraz zbiezno$¢ i istnienie to
klasyczny wynik. Oszacowanie mozna pokazaé nastepujaco:

ti+1 — too = G(ti) + 5 — (G(too) -+ S)

czyli
[tir1 = tooll < Allti — too]

co przez indukcje daje pierwsze oszacowanie. Pierwsze oszacowanie dla ¢ = 1
daje
It = tooll < Allto — too]

co uzywajac nieréwnosc trojkata daje
[[to = tooll < llto — tall + [[t1 — ool < llto — tall + Allto — toc|

czyli
(1= N)lto — tool| < [[to — ta]|



co daje drugg nieréwnos¢. (]

Z lematu 2.1 wynika ze jesli A jest duzo mniejsze niz 1 to juz jedna interacja
punktu stalego znacznie poprawia dokladnosé rozwigzania. Oznacza to ze je-
§li pierwsze przyblizenie jest w miare dobre to jedna iteracja moze wystarczy¢.
OczywiScie, pojawia sie problem jak wybra¢ dobre przyblizenie poczatkowe. W
metodach predyktor-korektor jako przyblizenie poczatkowe wybieramy metode
jawna tego samego rzedu lub czesciej rzedu o jeden mniejszego jak metoda
niejawana. W takim schemacie metode jawna nazywamy predyktorem za$ nie-
jawng korektorem. Istotne tu jest ze metoda niejawna decyduje o stabilnosci i
doktadnosci. Dlatego jako korektor musimy wybiera¢ metode stabilng. Nato-
miast jako predyktor mozna wybraé¢ metode niestabilng (jednak jawna metoda
stabilna moze da¢ lepszy wynik). Zwykle juz pojedyncze uzycie korektora powo-
duje ze caly schemat jest stabilny. Zeby to lepiej zrozumie¢ dobrze jest podzieli¢
btad na dwie sktadowe: blad wprowadzany w danym kroku i btad przenoszony.
Blad w wprowadzany w kroku ¢ to btad metody przy wyliczaniu yi41 z u(z;—;,
j=0,...,k gdzie u jest dokladnym rozwigzaniem. Blad przenoszony to réznica
miedzy bledem przy uzyciu przyblizonych y;_; a bledem gdy uzyjemy dokladne
u(z;—;). Jak sie okaze w trakcie obliczenn blad przenoszony jest zwykle znacz-
nie wiekszy od bledu wprowadzanego w danym kroku. Zakladajac ze metoda
jest co najmniej rzedu 1 i przy rozsadnych zalozeniach o regularnosci F' mozna
pokaza¢ ze btad przenoszony to

k

k
Z aj(ir1 — u(@i—3) + O Y (lyisall + lfulzi-i))-

j=0

Zakladajac ze rozwigzanie pozostaje w obszarze gdzie y; i u s ograniczone drugi
czton to po prostu O(h). Pokazemy po7niej ze czton O(h) nie zmienia tego czy
metoda jest stabilna czy nie. GdybySmy uzyli tylko predyktora to a; we wzorze
wyzej bylyby z metody jawnej. Jesli po uzyciu korektora mamy odlegltosé od
punktu stalego rzedu co najwyzej O(h) to mozna bra¢ a; z korektora i wlaczy¢
btad spowodowany przyblizonym rozwiagzaniem réwnania (2) do czlonu O(h),
czyli metoda bedzie stabilna.

W praktyce interesuje nas minimalizacja bledu metody. Jawna metoda réz-
nicowa zwykle ma stata bledu wieksza od statej w metodzie niejawnej. Blad
spowodowany przyblizonym rozwiazaniem réownania (2) efektywnie dodaje sie
do bledu metody. Jak powiedzieliSmy istotna czeScia bledu pierwszego przybli-
zenia jest btad przenoszony, doktadniej réznica miedzy btedem przenoszonym
metody jawnej a bledem przenoszonym metody niejawnej. Dlatego czynnik A
powinien by¢ dostatecznie maly a ilo§¢ iteracji dostatecznie duza by zmniej-
szy¢ blad rozwiazania (2) do podobnego rzedu jak btad metody. Jesli A jest
podobnego rzedu jak h, to mozna jako predyktor uzy¢ metode rzedu o jeden
mniejszego niz rzad korektora.

Zwykle gtownym kosztem jest obliczanie funkcji F. Przy jednej iteracji ko-
rektora potrzebujemy dwa obliczenia F' na krok. Przy trzech iteracjach po-



trzebujemy oblicza¢ F' cztery razy na krok metody réznicowej. Zauwazmy ze
zmniejszenie kroku do potowy podwaja koszt obliczania F', czyli jedna iteracja
korektora z krokiem h/2 kosztuje w przyblizeniu tyle samo co trzy iteracje ko-
rektora przy kroku h. A wiec jesli A jest stosunkowo duze (> %) to ma sens
zmniejszenie kroku, bo wtedy A sie zmniejszy i wystarczy mniej iteracji. Jesli
potrzebna jest duza doktadno$¢ to wtedy krok bedzie maty i oczekujemy matego
A. Jesli nie wiemy czy ustalona liczba iteracji wystarczy to o ile A ma rozsadne
oszacownaie z gory (np. A < 3) na mocy Lematu 2.1 mozemy oszacowaé blad
rozwigzania (2) przez roznice dwu przyblizeri.

Ze wzgledu na blad przenoszony w przypadku gdy A nie jest bardzo mate
dobrze jest uzy¢ metode stabilng jako predyktor. Mianowicie, niestabilny pre-
dyktor wymaga wtedy wiekszej iloSci iteracji metody punktu statego by osiagnaé
pelna doktadno$é. Przy mniejszej ilosci iteracji btad bedzie zdominowany przez
blad rozwigzania réwnania (2), czyli efektywnie dostaniemy metode nizszego
rzedu. Stosujgc zamiast tego stabilny predyktor zmniejszamy wplyw bledu
przenoszonego.

Alternatywa dla metody punktu stalego jest uzycie metody Newtona. Jest
to jedyna mozliwo$¢ gdy A jest duzo wieksze niz 1, tzn. gdy ||G’|| jest duze i nie
chcemy zmniejszaé kroku (dotyczy to tzw. probleméw sztywnych). Jednakze
dla réwnan wielowymiarowych (gdy m jest duze) obliczanie G’ i rozwiazanie
uktadu liniowego potrzebnego w metodzie Newtona moze by¢ kosztowne, totez
gdy A jest male to metoda punktu stalego czesto jest tansza. Kompromisem
moze by¢ wylaczenie statego czynnika liniowego L z G, tzn. gdy G = L + G to
(2) jest rownowazne z 3

(I = L)yi+1 = G(Yit1) + 5

i uzycie iteracji punktu stalego bazujac na raz obliczonej odwrotnosci 1 — L czy
faktoryzacji 1 — L. Jesli norma (I — L)~! nie jest zbyt duza, a ||G’| jest duzo
mniejsza niz ||G|| to takie podejscie moze znacznie zmniejszy¢ koszt obliczen.

Przyktad: Czesto sa stosowane metody Adamsa z k; = 2. Jawna metoda
metoda ma wspotczynniki ap =1, a; =0dlaj >0, bg = 12, b1 by = %3
Niejawna ma Wspélczynniki ap = 1, a; = 0dla j > 0, b_; bo = 37,
bl 24 ) b2

Ogolniej, Metody Adamsa to metody gdzie ap = 1, a; = 0 dla j > 0. Dla
kazdego k istnieje jawna metoda Adamsa rzedu k+1 i niejawna metoda Adamsa
rzedu k + 2.

12’
- 24’

3 Zagadnienia praktyczne

3.1 Wartosci poczatkowe

Metody z k > 0 wymagaja dodatkowych wartosci poczatkowych. Jednym spo-
sobem wylicznia tych wartosci jest uzycie metod Rungego-Kutty (o ktorych
bedziemy moéwili pozniej). Inna mozliwosé to uzycie metody z k£ = 0 i malym
krokiem do wyliczenia wartoéci w punktach poczatkowych. Wariantem jest uzy-



cie metody ze zmiennym rzedem i krokiem startujac bardzo malym krokiem i
rzedem O.

3.2 Szacowanie bledu

Dla konkretnej metody czesto daje sie oszacowaé btad, a dokladniej jego wielkosé
bazujac na wynikach posrednich danej metody. Szacowanie bledu wykrywa
sytuacje gdy ma sens zmiana kroku lub zmiana metody na metode innego rzedu.

3.3 Zmiana kroku

Zaleznie od wtasnosci funkcji F' rozne wielkosci kroku daja lepsze lub gorsze
wyniki: zbyt duzy krok nie pozwala uzyska¢ oczekiwanej doktadnosci, zbyt
maly marnuje obliczenia. Dzieki szacowaniu bledu moza takie sytuacje wy-
kry¢. Zmiana kroku wymaga pewnego wysitku. Ze wzgledu na uzycie réw-
noodlegtych punktéw typowe przypadki to podwajanie kroku lub zmniejszenie
kroku o potowe. Podwojenie kroku zwykle jest tatwe bo wystarczy pominiecie
co drugiego punktu. Zmniejszenie kroku jest bardziej ktopotliwe. Prosta mozli-
wos¢ to uzycie interpolacji. Bardziej ogélna to metoda ktéra w trakcie zmiany
kroku uzywa punktéw ktore nie sa rownoodlegte. Najprostszy przypadek to gdy
pierwsze kilka punktéw ma krok h a kolejne krok h/2. Nasze wyprowadzenie
rzedu metody daje sie tatwo uogolni¢ na tem przypadek. Stabilno$é staje sie
skomplikowanym problemem, ale dla metod typu Adamsa, tzn. gdy uzywamy
tylko poprzednie y; nie ma problemu ze stabilnoscia. Metody Adamsa ze zmien-
nym krokiem mozna latwo wyznaczyé¢ rozwiazujac rownania liniowe, przy tym
potrzebny zakres wartoSci mozna, stablicowa¢, wiec nie wprowadzaja dodatko-
wych narzutow w trakcie wykonania. W zasadzie dla metod Adamsa mozna
by dopusci¢ bardziej skomplikowana zmiane kroku, znane sa wzory pozwala-
jace na prostsze od rozwigzywania réwnan liniowych wyznaczenie potrzebnych
wspoltezynnikow.

3.4 Zmiana rzedu

Tak jak zmiana kroku ma tez sens zmiana rzedu: dla regularnych F' duzy rzad
i maly krok da dobry wynik mniejszym kosztem niz metoda nizszego rzedu.
Dla mniej regularnych F' nizszy rzad moze pozwoli¢ na mniejszy koszt obliczen.
Znowu, przy zmianie metody ogoélnie problem stabilnosci staje sie skompliko-
wany. Jednakze dla metod Adamsa nie ma problemu, przy dowolnym rzedzie
sa stabilne (nawet jak zmieniamy rzad z kroku na krok).

4 Problemy sztywne

Najprostszy przyklad: y' = —200y. Rozwiazanie ogolne ma postaé¢ C exp(—200x).
Niezerowe rozwigzania szybko sie zmieniaja i daza do 0 gdy ¢ dazy do oo. Roz-
wiazanie zerowe jest regularne i asymptotycznie stabilne. Jednakze metody nu-
meryczne moga sie zle zachowywaé: stata Lipschitza wynosi 200 co oznacza ze



potrzebujemy krok rzedu 1/200, przy wiekszym kroku rozwiazanie numeryczne
nie bedzie stabilne.

Mozna argumentowaé ze rOwnanie wyzej jest niezbyt interesujace, widaé ze
przy zerowym warunku poczatkowym dokladne rozwigzanie jest réwne zero bez
potrzeby numerycznego rozwiazywania rownania. Jednakze, suma z = y+cos(x)
spelnia réwnanie (z — cos(z))’ = —200(z — cos(z)) ktérego rozwiazanie jest juz
niezerowe. Wariant ' = —200(y — cos(x)) ma bardzo podobne zachowanie. To
ostatnie rownanie dalej tatwo roznigzaé jawnie (metoda wariacji statych), ale
juz nie jest tak trywialne jak poprzednie.

Latwo wyprodukowa¢ wielowymiarowy wariant przykiadu wyzej: jesli A jest
duza macierza o dodatnio okreslonej czesci symetrycznej (hermitowskiej) to row-
nanie ' = —Ay ma podobny charakter do jednowymiarowego réwnania wyzej,
lecz zachowanie niezerowych trajektorii moze by¢ bardziej skomplikowane. Row-
nania typu (z — f(z)) = —A(z — f(x)) maja niezerowe rozwiazanie f. Dodajac
czton zaburzajacy mamy réwnania typu y' = —A(y — f(x)) + g(z).

Ogolniej, jesli A wyzej zastapimy przez odwzorowanie nieliniowe, tzn. ' =
—A(y,x) gdzie pochodna A po y jest duza i dodatnio okreslona to dosta-
niemy znacznie bardziej skomplikowane zachowanie. Jednakze, jesli rownanie
A(y,z) = 0 ma rozwiaznie dla kazdego x i to y jest regularne to rozwigzania
réwnania wyzej bedga bliskie y i tez beda regularne.

Mozna by watpié¢ czy podobne réwnania pojawiaja sie w praktyce. Jednakze
sg naturalne powody by takie réwnania sie pojawily. Mianowicie, przyktady wy-
zej mozna interpetowac jako dazenie uktadu do stanu réwnowagi. Uproszczone
modele zjawisk fizycznych czesto zakladaja ze uktad jest w stanie réwnowagi,
ale doktadniejszy model powinien uwzgledniaé to ze osiagniecie réwnowagi wy-
mago niezerowego czasu i przy zmieniajacym sie zaburzeniu uklad bedzie sie
nieco odchylat od réwnowagi.

W wielu zjawiskach fizycznych rézne czynniki zmieniaja sie z réznymi pred-
ko$ciami, przy mocno réznych predkosciach daje to podobne problemy jak réow-
nania wyzej: aby zobaczy¢ zjawisko musimy réwnanie rozwiazywaé w czasie
odpowiednim dla matej predkosci. Wtedy cztony odpowiadajace za duza pred-
kos¢ daja duze pochodne F.

Dla probleméw sztywnych nalezy stosowaé specjalne metody. Jesli uzywa sie
standartowych metod, to problemy sztywne wymagaja bardzo matego kroku.

4.1 A-stabilnosé

Jednym kryterium przydatno$ci metod dla probleméw sztywnych jest tzw. A-
stabilno$¢. Dokladniej, testujemy metode na réwnaniu
Yy = M.
A-stabilno$¢ wymaga by rozwigzania powyzszego rownania byty ograniczone dla
dowolnego A z R(A) < 0.

Uwaga: wyzej A moze by¢ zespolone. Mianowicie, badajac uktady réwnan
liniowych z rzeczywista macierza mozemy dosta¢ zespolone wartosci wlasne.



Diagonalizacja na liczbami zespolonymi da nam wtedy réwnania z zespolonym
A. A wiec jak chcemy by wynik dla pojedynczego rownania méwil nam co$ o
uktadach réwnan to chcemy rozwazaé zespolone .

Dla wielopunktowej metody réznicowej w postaci ogélne;j:

k k
Z A5Yn—j5 = h Z bjzn—j

j=—1 j=—1
z a_1 = 1 po podstawieniu z,; = \y; dostajemy

k
> (a5 = hAbj)yn—; =0

j=—1
co oznaczajac p = hA mozna zapisaé jako

k

> (aj — pbj)yn—; = 0.

j=—1

A-stabilno§¢ wymaga by rozwigzania powyzszego rownania byty ograniczone dla
dowolnego u takiego ze R(u) < 0.

Uwaga: Zwykla stabilnosé¢ to ten sam warunek, ale z p = 0.

Dla wielopunktowych metod réznicowych pokazano ze maksymalny rzad me-
tody A-stabilnej to 2, przy tym metoda A-stabilna musi to by¢ niejawna.

To ostatnie tatwo uzasadni¢. Mianowicie, tworzymy wielomian

k

Pu(s) = Y (aj — pby)s"".

j=—1

A-stabilno$¢ wymaga by pierwiastki wielomianu P, byly co do modutu ograni-
czone przez 1 dla dowolnego p. Jednakze, dla metody jawnej wspotczynik P,
przy najwyzszej potedze to 1, a wiec A-stabilno$é¢ implikuje ze wspoétcezynniki
P,, s ograniczone. Jednak wida¢ ze to nie jest prawda, czyli nie ma jawnych
A-stabilnych metod réznicowych.



