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1 Stabilno±¢

Powiedzieli±my »e stabilno±¢ oznacza »e nie ma katastrofalnego narastania bª¦-
dów gdy chcemy obliczy¢ rozwi¡zanie w ustalonym punkcie ró»nym od x0 i krok
h d¡»y do 0. Znów, powinno to zachodzi¢ dla wszystkich równa« z dostatecz-
nie regularnym F . Warunkiem koniecznym jest by zachodziªo to dla F = 0,
tzn. równania y′ = 0. Dla y0 = 0 rozwi¡zaniem dokªadnym jest y(x) = 0.
Brak katastrofalnego narastania bª¦dów oznacza »e rozwi¡zanie przybli»one jest
ograniczone dla danych pocz¡tkowych ze zbioru ograniczonego i h d¡»¡cego do
0. W terminach yi nasze równanie przybiera posta¢

(1) yi+1 =

k∑
j=0

ajyi−j

(czªony z bj pomineli±my bo dla naszego równania zi = 0). h d¡»¡ce do 0
oznacza »e by dosta¢ si¦ do ustalnego x 6= x0 musimy u»ywa¢ i d¡»¡cego do
niesko«czono±ci. A wi¦c koniecznym warunkiem stabilno±ci jest by rozwi¡zania
równania ró»nicowego (1) pozostawaªy ograniczone dla i ≥ 0. B¦dziemy mówi¢
»e metoda jest stabilna je±li speªnia ten warunek (pó¹niej poka»emy »e ten
warunek faktycznie prowadzi do stabilno±ci tak jak de�niowali±my wy»ej).

Lemat 1.1 Równanie ró»nicowe (1) ma k + 1 liniowo niezale»nych rozwi¡za«.
Wszystkie rozwi¡zanie pozostaj¡ ograniczone dla i ≥ 0 wtedy i tylko wtedy gdy
wielomian A(s) = sk+1−

∑k
j=0 ak−js

j ma wszystkie pierwiastki w dysku |s| ≤ 1
i pierwiastki o module 1 s¡ pojedy«cze.

Dowód. Je±li s = 0 jest pierwiastkiem wielomianu A krotno±ci l to pierwsze
l wspóªczynników A jest zerowe i yi dla i ≥ l nie zale»y od pierwszych l warto±ci
pocz¡tkowych. Innymi sªowy mamy przestrze« rozwi¡za« wymiaru l takich »e
yi = 0 dla i ≥ l. Badaj¡c inne rozwi¡zania mo»emy si¦ ograniczy¢ do przypadku
gdy pierwiastki wielomianu A s¡ niezerowe. Je±li s 6= 0 jest pierwiastkiem
wielomianu A to yi = si jest rozwi¡zaniem równania (1). yi jest ograniczone dla
i ≥ 0 wtedy i tylko wtedy gdy |s| ≤ 1. Je±li s 6= 0 jest pierwiastkiem wielomianu
A o kroto±ci co najmniej l to yi = ilsi jest te» rozwi¡zaniem równania (1). To
rozwi¡zanie jest ograniczone i ≥ 0 wtedy i tylko wtedy gdy |s| < 1 lub l = 0 i
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|s| = 1. A wi¦c je±li wszystkie rozwi¡zanie równania (1) pozostaj¡ ograniczone
dla i ≥ 0 to pierwiastki wielomianu A(s) s¡ zawarte w dysku |s| ≤ 1 i pierwiastki
o module 1 s¡ pojedy«cze.

Aby pokaza¢ implikacj¦ przeciwn¡ zauwa»my »e rozwi¡zania równania (1)
tworz¡ przestrze« liniow¡ i rozwi¡zanie jest jednoznacznie wyznaczone przez
k + 1 warunków pocz¡tkowych y0, . . . , yk i »e ka»de warunki pocz¡tkowe daj¡
rozwi¡zanie. A wi¦c przestrze« rozwi¡za« ma wymiar k + 1. Mamy k + 1 − l
rozwi¡za« postaci yi = ilsi dla s niezerowego i l rozwi¡za« takich »e yi = 0 dla
i ≥ l gdzie 0 jest pierwiastkiem krotno±ci l dla A(s) i jak ªatwo sprawdzi¢ s¡
one liniowo niezale»ne, a wi¦c daj¡ baz¦ przestrzeni rozwi¡za«. Ale gdy pier-
wiastki wielomianu A(s) s¡ zawarte w dysku |s| ≤ 1 i pierwiastki o module 1 s¡
pojedy«cze to rozwi¡zania bazowe pozostaj¡ ograniczone dla i ≥ 0, wi¦c ka»de
rozwi¡zanie pozostaje ograniczone dla i ≥ 0. �

Przykªad: Je±li a0 = 1 i aj = 0 dla j > 0 to mamy

A(s) = sk+1 − sk = (s− 1)sk

czyli s = 1 jest pierwiastkiem krotno±ci 1, za± s = 0 jest pierwiastkiem krotno±ci
k. W szczególno±ci metody z takim a s¡ stabilne. A wi¦c metoda Eulera czy
jawna metoda Adamsa z poprzedniego przykªadu s¡ stabilne.

Przykªad: Je±li k = 1, a0 = 2, a1 = −1 to odpowiednia metoda jest niesta-
bilna. Minowicie

A(s) = s2 − 2s+ 1 = (s− 1)2

czyli 1 jest pierwiastkiem podwójnym.
Naturalne jest pytanie o istnienie stabilnych metod wysokiego rz¦du.

Lemat 1.2 (Bariera Dahlquista) Je±li metoda z k > 0 jest stabilna i ma rz¡d l
to

• dla nieparzystego k zachodzi l ≤ k + 3,

• dla parzystego k zachodzi l ≤ k + 2,

• l ≤ k + 1 o ile b−1 ≤ 0

W szczególno±ci dla metody jawnej l ≤ k + 1.

Komentarz: Jawna metoda Adamsa z k = 3 jest rz¦du 4. Z lematu wy»ej
wynika »e nie ma metod jawnych wy»szego rz¦du z k = 3.

Lemat 1.3 Stabilna metoda ró»nicowa rz¦du k+3 jest symetryczna, tzn. sztucz-
nie przyjmuj¡c a−1 = −1 dla j = −1, 0, . . . , k mamy

bj = bk−j−1,

aj = −ak−j−1.
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Komentarz: Warunek stabilo±ci jest mocno nieliniowy. Powy»szy lemat przy
poszukiwaniu metod maksymalnego rz¦du pozwala wykluczy¢ znaczn¡ cze±¢ me-
tod niestabilych warunkami liniowymi.

Komentarz: Warunek symetrii powoduje »e warunki na rz¡d staj¡ si¦ cz¦-
±ciowo nadmiarowe.

Lemat 1.4 Je±li wielomian A =
∑k
j=−1 s

k−jaj jest antysymetryczny, tzn. aj =

−ak−j−1 i a−1 = −1 to A(0) 6= 0, za± je±li A(s) = 0, to A(s−1) = 0.

Dowód: Wspóªczynnik przy s0 to ak = −ak−k−1 = −a−1 = 1, czyli A(0) =
1 6= 0. Dla s 6= 0 mamy

0 = s−k−1A(s) =

k∑
j=−1

s−j−1aj = −
k∑

j=−1
s−(j+1)ak−j−1

−
k∑

j=−1
s−(k−j)aj = −A(s−1).

�

Wynika st¡d »e stabilny i antysymetryczny A ma wszystkie pierwiastki o
module równym 1. Ponadto, poza ewentualnie s = 1 i s = −1 pierwiastki
ukªadaj¡ si¦ w pary s, s−1. Warunek na dodatni rz¡d wymaga by A(1) = 0.
Dla parzystego k oznacza to »e s = −1 nie mo»e by¢ pierwiastkiem, za± dla
nieparzystego k s = −1 musi by¢ pierwiastkiem, bo w przeciwnym razie dla
jednego s /∈ {1,−1} zabrakªoby pierwiastka do pary.

Fakt: Maj¡c dane wspóªczynniki aj , j = −1, . . . , k z a−1 = 1 mo»emy
znale¹¢ dokªadnie jeden zestaw bj , j = −1, . . . , k, taki »e metoda ró»nicowa z
tymi a i b jest rz¦du co najmniej k + 2. b mo»na znale¹¢ rozwi¡zuj¡c ukªad
równa« liniowych na rz¡d. Je±li a jest antysymetryczne, to otrzymane b jest
symetryczne. Je±li k jest nieparzyste i a jest antysymetryczne, to otrzymana
metoda jest rz¦du k + 3. Podobnie, mo»na znale¹¢ zestaw bj , j = 0, . . . , k taki
»e jawna metoda ró»nicowa z tymi a i b jest rz¦du co najmniej k + 1.

Ten fakt oznacza »e stabilne metody ró»nicowe maksymalnego rz¦du najªa-
twiej szuka¢ najpierw wybieraj¡c stabilne a, a potem dobieraj¡c do niego b.

2 Metody predyktor-korektor

W tym podrozdziale rozwa»amy typow¡ implementacj¦ metod niejawnych. Przy-
pomnijmy sobie »e dla metod niejawych pojedynczy krok metody polega na
rozwi¡zaniu równania które w ogólnym przypadku jest nieliniowe i wymaga
rozwi¡zania przy pomocy metod iteracyjnych. Mianowicie, mamy

yi+1 =

k∑
j=0

ajyi−j + h

k∑
j=−1

bjzi−j
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= hb−1F (xi+1, yi+1) +

k∑
j=0

ajyi−j + h

k∑
j=0

bjzi−j

gdzie w ostatniej linii wyrazy obu sum s¡ znane, za± jedyn¡ warto±ci¡ do wy-
znaczenia jest yi+1. Powy»sze równanie mo»na zapisa¢ jako

(2) yi+1 = G(yi+1) + s

gdzie s to suma znanych wyrazów za±

G(yi+1) = hb−1F (xi+1, yi+1).

Do równania wy»ej stosuje si¦ klasyczny lemat o odwzorowanich zw¦»aj¡cych:

Lemat 2.1 Je±li λ = ‖G′‖ < 1 to dla dowolnego t0 ci¡g ti+1 = G(ti) + s jest
zbie»ny do rozwi¡zania równania

t = G(t) + s.

Równanie to ma jednoznaczne rozwi¡zanie t∞ i przy tym

‖ti − t∞‖ ≤ λi‖t0 − t∞‖,

‖ti − t∞‖ ≤
λi

1− λ
‖t0 − t1‖.

Dowód. Mamy

G(t1) + s− (G(t2) + s) = G(t1)−G(t2)

czyli
‖(G(t1) + s)− (G(t2) + s)‖ ≤ ‖G′‖‖t1 − t2‖ = λ‖t1 − t2‖

czyli odworowanie t 7→ G(t) + s jest zw¦»aj¡ce. Teraz zbie»no±¢ i istnienie to
klasyczny wynik. Oszacowanie mo»na pokaza¢ nast¦puj¡co:

ti+1 − t∞ = G(ti) + s− (G(t∞) + s)

czyli
‖ti+1 − t∞‖ ≤ λ‖ti − t∞‖

co przez indukcj¦ daje pierwsze oszacowanie. Pierwsze oszacowanie dla i = 1
daje

‖t1 − t∞‖ ≤ λ‖t0 − t∞‖

co u»ywaj¡c nierówno±¢ trójk¡ta daje

‖t0 − t∞‖ ≤ ‖t0 − t1‖+ ‖t1 − t∞‖ ≤ ‖t0 − t1‖+ λ‖t0 − t∞‖

czyli
(1− λ)‖t0 − t∞‖ ≤ ‖t0 − t1‖
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co daje drug¡ nierówno±¢. �

Z lematu 2.1 wynika »e je±li λ jest du»o mniejsze ni» 1 to ju» jedna interacja
punktu staªego znacznie poprawia dokªadno±¢ rozwi¡zania. Oznacza to »e je-
±li pierwsze przybli»enie jest w miare dobre to jedna iteracja mo»e wystarczy¢.
Oczywi±cie, pojawia si¦ problem jak wybra¢ dobre przybli»enie pocz¡tkowe. W
metodach predyktor-korektor jako przybli»enie pocz¡tkowe wybieramy metod¦
jawn¡ tego samego rz¦du lub cz¦±ciej rz¦du o jeden mniejszego jak metoda
niejawana. W takim schemacie metod¦ jawn¡ nazywamy predyktorem za± nie-
jawn¡ korektorem. Istotne tu jest »e metoda niejawna decyduje o stabilno±ci i
dokªadno±ci. Dlatego jako korektor musimy wybiera¢ metod¦ stabiln¡. Nato-
miast jako predyktor mo»na wybra¢ metod¦ niestabiln¡ (jednak jawna metoda
stabilna mo»e da¢ lepszy wynik). Zwykle ju» pojedyncze u»ycie korektora powo-
duje »e caªy schemat jest stabilny. �eby to lepiej zrozumie¢ dobrze jest podzieli¢
bª¡d na dwie skªadowe: bª¡d wprowadzany w danym kroku i bª¡d przenoszony.
Bª¡d w wprowadzany w kroku i to bª¡d metody przy wyliczaniu yi+1 z u(xi−j ,
j = 0, . . . , k gdzie u jest dokªadnym rozwi¡zaniem. Bª¡d przenoszony to ró»nica
mi¦dzy bª¦dem przy u»yciu przybli»onych yi−j a bª¦dem gdy u»yjemy dokªadne
u(xi−j). Jak si¦ oka»e w trakcie oblicze« bª¡d przenoszony jest zwykle znacz-
nie wi¦kszy od bª¦du wprowadzanego w danym kroku. Zakªadaj¡c »e metoda
jest co najmniej rz¦du 1 i przy rozs¡dnych zaªo»eniach o regularno±ci F mo»na
pokaza¢ »e bª¡d przenoszony to

k∑
j=0

aj(yi+1 − u(xi−j)) +O(h

k∑
j=0

(‖yi+1‖+ ‖u(xi−j)‖)).

Zakªadaj¡c »e rozwi¡zanie pozostaje w obszarze gdzie yi i u s¡ ograniczone drugi
czªon to po prostu O(h). Poka»emy pó¹niej »e czªon O(h) nie zmienia tego czy
metoda jest stabilna czy nie. Gdyby±my u»yli tylko predyktora to aj we wzorze
wy»ej byªyby z metody jawnej. Je±li po u»yciu korektora mamy odlegªo±¢ od
punktu staªego rz¦du co najwy»ej O(h) to mo»na bra¢ aj z korektora i wª¡czy¢
bª¡d spowodowany przybli»onym rozwi¡zaniem równania (2) do czªonu O(h),
czyli metoda b¦dzie stabilna.

W praktyce interesuje nas minimalizacja bª¦du metody. Jawna metoda ró»-
nicowa zwykle ma staª¡ bª¦du wi¦ksz¡ od staªej w metodzie niejawnej. Bª¡d
spowodowany przybli»onym rozwi¡zaniem równania (2) efektywnie dodaje si¦
do bª¦du metody. Jak powiedzieli±my istotn¡ cz¦±ci¡ bª¦du pierwszego przybli-
»enia jest bª¡d przenoszony, dokªadniej ró»nica mi¦dzy bª¦dem przenoszonym
metody jawnej a bª¦dem przenoszonym metody niejawnej. Dlatego czynnik λ
powinien by¢ dostatecznie maªy a ilo±¢ iteracji dostatecznie du»a by zmniej-
szy¢ bª¡d rozwi¡zania (2) do podobnego rz¦du jak bª¡d metody. Je±li λ jest
podobnego rz¦du jak h, to mo»na jako predyktor u»y¢ metod¦ rz¦du o jeden
mniejszego ni» rz¡d korektora.

Zwykle gªównym kosztem jest obliczanie funkcji F . Przy jednej iteracji ko-
rektora potrzebujemy dwa obliczenia F na krok. Przy trzech iteracjach po-
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trzebujemy oblicza¢ F cztery razy na krok metody ró»nicowej. Zauwa»my »e
zmniejszenie kroku do poªowy podwaja koszt obliczania F , czyli jedna iteracja
korektora z krokiem h/2 kosztuje w przybli»eniu tyle samo co trzy iteracje ko-
rektora przy kroku h. A wi¦c je±li λ jest stosunkowo du»e (> 1

2 ) to ma sens
zmniejszenie kroku, bo wtedy λ si¦ zmniejszy i wystarczy mniej iteracji. Je±li
potrzebna jest du»a dokªadno±¢ to wtedy krok b¦dzie maªy i oczekujemy maªego
λ. Je±li nie wiemy czy ustalona liczba iteracji wystarczy to o ile λ ma rozs¡dne
oszacownaie z góry (np. λ ≤ 1

2 ) na mocy Lematu 2.1 mo»emy oszacowa¢ bª¡d
rozwi¡zania (2) przez ró»nic¦ dwu przybli»e«.

Ze wzgl¦du na bª¡d przenoszony w przypadku gdy λ nie jest bardzo maªe
dobrze jest u»y¢ metod¦ stabiln¡ jako predyktor. Mianowicie, niestabilny pre-
dyktor wymaga wtedy wi¦kszej ilo±ci iteracji metody punktu staªego by osi¡gn¡¢
peªn¡ dokªadno±¢. Przy mniejszej ilo±ci iteracji bª¡d b¦dzie zdominowany przez
bª¡d rozwi¡zania równania (2), czyli efektywnie dostaniemy metod¦ ni»szego
rz¦du. Stosuj¡c zamiast tego stabilny predyktor zmniejszamy wpªyw bª¦du
przenoszonego.

Alternatyw¡ dla metody punktu staªego jest u»ycie metody Newtona. Jest
to jedyna mo»liwo±¢ gdy λ jest du»o wi¦ksze ni» 1, tzn. gdy ‖G′‖ jest du»e i nie
chcemy zmniejsza¢ kroku (dotyczy to tzw. problemów sztywnych). Jednak»e
dla równa« wielowymiarowych (gdy m jest du»e) obliczanie G′ i rozwi¡zanie
ukªadu liniowego potrzebnego w metodzie Newtona mo»e by¢ kosztowne, tote»
gdy λ jest maªe to metoda punktu staªego cz¦sto jest ta«sza. Kompromisem
mo»e by¢ wyª¡czenie staªego czynnika liniowego L z G, tzn. gdy G = L+ G̃ to
(2) jest równowa»ne z

(I − L)yi+1 = G̃(yi+1) + s

i u»ycie iteracji punktu staªego bazuj¡c na raz obliczonej odwrotno±ci 1−L czy
faktoryzacji 1 − L. Je±li norma (I − L)−1 nie jest zbyt du»a, a ‖G̃′‖ jest du»o
mniejsza ni» ‖G‖ to takie podej±cie mo»e znacznie zmniejszy¢ koszt oblicze«.

Przykªad: Cz¦sto s¡ stosowane metody Adamsa z k = 2. Jawna metoda
metoda ma wspóªczynniki a0 = 1, aj = 0 dla j > 0, b0 = 23

12 , b1 = − 16
12 , b2 = 5

12 .
Niejawna ma wspóªczynniki a0 = 1, aj = 0 dla j > 0, b−1 = 9

24 , b0 = 19
24 ,

b1 = −5
24 , b2 = 1

24 .
Ogólniej, Metody Adamsa to metody gdzie a0 = 1, aj = 0 dla j > 0. Dla

ka»dego k istnieje jawna metoda Adamsa rz¦du k+1 i niejawna metoda Adamsa
rz¦du k + 2.

3 Zagadnienia praktyczne

3.1 Warto±ci pocz¡tkowe

Metody z k > 0 wymagaj¡ dodatkowych warto±ci pocz¡tkowych. Jednym spo-
sobem wylicznia tych warto±ci jest u»ycie metod Rungego-Kutty (o których
b¦dziemy mówili pó¹niej). Inna mo»liwo±¢ to u»ycie metody z k = 0 i maªym
krokiem do wyliczenia warto±ci w punktach pocz¡tkowych. Wariantem jest u»y-
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cie metody ze zmiennym rz¦dem i krokiem startuj¡c bardzo maªym krokiem i
rz¦dem 0.

3.2 Szacowanie bª¦du

Dla konkretnej metody cz¦sto daje si¦ oszacowa¢ bª¡d, a dokªadniej jego wielko±¢
bazuj¡c na wynikach po±rednich danej metody. Szacowanie bª¦du wykrywa
sytuacje gdy ma sens zmiana kroku lub zmiana metody na metod¦ innego rz¦du.

3.3 Zmiana kroku

Zale»nie od wªasno±ci funkcji F ró»ne wielko±ci kroku daj¡ lepsze lub gorsze
wyniki: zbyt du»y krok nie pozwala uzyska¢ oczekiwanej dokªadno±ci, zbyt
maªy marnuje obliczenia. Dzi¦ki szacowaniu bª¦du mo»a takie sytuacje wy-
kry¢. Zmiana kroku wymaga pewnego wysiªku. Ze wzgl¦du na u»ycie rów-
noodlegªych punktów typowe przypadki to podwajanie kroku lub zmniejszenie
kroku o poªow¦. Podwojenie kroku zwykle jest ªatwe bo wystarczy pomini¦cie
co drugiego punktu. Zmniejszenie kroku jest bardziej kªopotliwe. Prosta mo»li-
wo±¢ to u»ycie interpolacji. Bardziej ogólna to metoda która w trakcie zmiany
kroku u»ywa punktów które nie s¡ równoodlegªe. Najprostszy przypadek to gdy
pierwsze kilka punktów ma krok h a kolejne krok h/2. Nasze wyprowadzenie
rz¦du metody daje si¦ ªatwo uogólni¢ na tem przypadek. Stabilno±¢ staje si¦
skomplikowanym problemem, ale dla metod typu Adamsa, tzn. gdy u»ywamy
tylko poprzednie yi nie ma problemu ze stabilno±ci¡. Metody Adamsa ze zmien-
nym krokiem mo»na ªatwo wyznaczy¢ rozwi¡zuj¡c równania liniowe, przy tym
potrzebny zakres warto±ci mo»na stablicowa¢, wi¦c nie wprowadzaj¡ dodatko-
wych narzutów w trakcie wykonania. W zasadzie dla metod Adamsa mo»na
by dopu±ci¢ bardziej skomplikowan¡ zmian¦ kroku, znane s¡ wzory pozwala-
j¡ce na prostsze od rozwi¡zywania równa« liniowych wyznaczenie potrzebnych
wspóªczynników.

3.4 Zmiana rz¦du

Tak jak zmiana kroku ma te» sens zmiana rz¦du: dla regularnych F du»y rz¡d
i maªy krok da dobry wynik mniejszym kosztem ni» metoda ni»szego rz¦du.
Dla mniej regularnych F ni»szy rz¡d mo»e pozwoli¢ na mniejszy koszt oblicze«.
Znowu, przy zmianie metody ogólnie problem stabilno±ci staje si¦ skompliko-
wany. Jednak»e dla metod Adamsa nie ma problemu, przy dowolnym rz¦dzie
s¡ stabilne (nawet jak zmieniamy rz¡d z kroku na krok).

4 Problemy sztywne

Najprostszy przykªad: y′ = −200y. Rozwi¡zanie ogólne ma posta¢ C exp(−200x).
Niezerowe rozwi¡zania szybko si¦ zmieniaj¡ i d¡»¡ do 0 gdy t d¡»y do ∞. Roz-
wi¡zanie zerowe jest regularne i asymptotycznie stabilne. Jednak»e metody nu-
meryczne mog¡ si¦ ¹le zachowywa¢: staªa Lipschitza wynosi 200 co oznacza »e
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potrzebujemy krok rz¦du 1/200, przy wi¦kszym kroku rozwi¡zanie numeryczne
nie b¦dzie stabilne.

Mo»na argumentowa¢ »e równanie wy»ej jest niezbyt interesuj¡ce, wida¢ »e
przy zerowym warunku pocz¡tkowym dokªadne rozwi¡zanie jest równe zero bez
potrzeby numerycznego rozwi¡zywania równania. Jednak»e, suma z = y+cos(x)
speªnia równanie (z − cos(x))′ = −200(z − cos(x)) którego rozwi¡zanie jest ju»
niezerowe. Wariant y′ = −200(y − cos(x)) ma bardzo podobne zachowanie. To
ostatnie równanie dalej ªatwo rozni¡za¢ jawnie (metod¡ wariacji staªych), ale
ju» nie jest tak trywialne jak poprzednie.

�atwo wyprodukowa¢ wielowymiarowy wariant przykªadu wy»ej: je±li A jest
du»¡ macierz¡ o dodatnio okre±lonej cz¦±ci symetrycznej (hermitowskiej) to rów-
nanie y′ = −Ay ma podobny charakter do jednowymiarowego równania wy»ej,
lecz zachowanie niezerowych trajektorii mo»e by¢ bardziej skomplikowane. Rów-
nania typu (z− f(x))′ = −A(z− f(x)) maj¡ niezerowe rozwi¡zanie f . Dodaj¡c
czªon zaburzaj¡cy mamy równania typu y′ = −A(y − f(x)) + g(x).

Ogólniej, je±li A wy»ej zast¡pimy przez odwzorowanie nieliniowe, tzn. y′ =
−A(y, x) gdzie pochodna A po y jest du»a i dodatnio okre±lona to dosta-
niemy znacznie bardziej skomplikowane zachowanie. Jednak»e, je±li równanie
A(y, x) = 0 ma rozwi¡znie dla ka»dego x i to y jest regularne to rozwi¡zania
równania wy»ej b¦d¡ bliskie y i te» b¦d¡ regularne.

Mo»na by w¡tpi¢ czy podobne równania pojawiaj¡ si¦ w praktyce. Jednak»e
s¡ naturalne powody by takie równania si¦ pojawiªy. Mianowicie, przykªady wy-
»ej mo»na interpetowa¢ jako d¡»enie ukªadu do stanu równowagi. Uproszczone
modele zjawisk �zycznych cz¦sto zakªadaj¡ »e ukªad jest w stanie równowagi,
ale dokªadniejszy model powinien uwzgl¦dnia¢ to »e osi¡gniecie równowagi wy-
mago niezerowego czasu i przy zmieniaj¡cym si¦ zaburzeniu ukªad b¦dzie si¦
nieco odchylaª od równowagi.

W wielu zjawiskach �zycznych ró»ne czynniki zmieniaj¡ si¦ z ró»nymi pr¦d-
ko±ciami, przy mocno ró»nych pr¦dko±ciach daje to podobne problemy jak rów-
nania wy»ej: aby zobaczy¢ zjawisko musimy równanie rozwiazywa¢ w czasie
odpowiednim dla maªej pr¦dko±ci. Wtedy czªony odpowiadaj¡ce za du»¡ pr¦d-
ko±¢ daj¡ du»e pochodne F .

Dla problemów sztywnych nale»y stosowa¢ specjalne metody. Je±li u»ywa si¦
standartowych metod, to problemy sztywne wymagaj¡ bardzo maªego kroku.

4.1 A-stabilno±¢

Jednym kryterium przydatno±ci metod dla problemów sztywnych jest tzw. A-
stabilno±¢. Dokªadniej, testujemy metod¦ na równaniu

y′ = λy.

A-stabilno±¢ wymaga by rozwi¡zania powy»szego równania byªy ograniczone dla
dowolnego λ z <(λ) ≤ 0.

Uwaga: wy»ej λ mo»e by¢ zespolone. Mianowicie, badaj¡c ukªady równa«
liniowych z rzeczywist¡ macierz¡ mo»emy dosta¢ zespolone warto±ci wªasne.

8



Diagonalizacja na liczbami zespolonymi da nam wtedy równania z zespolonym
λ. A wi¦c jak chcemy by wynik dla pojedynczego równania mówiª nam co± o
ukªadach równa« to chcemy rozwa»a¢ zespolone λ.

Dla wielopunktowej metody ró»nicowej w postaci ogólnej:

k∑
j=−1

ajyn−j = h

k∑
j=−1

bjzn−j

z a−1 = 1 po podstawieniu zn+j = λyj dostajemy

k∑
j=−1

(aj − hλbj)yn−j = 0

co oznaczaj¡c µ = hλ mo»na zapisa¢ jako

k∑
j=−1

(aj − µbj)yn−j = 0.

A-stabilno±¢ wymaga by rozwi¡zania powy»szego równania byªy ograniczone dla
dowolnego µ takiego »e <(µ) ≤ 0.

Uwaga: Zwykªa stabilno±¢ to ten sam warunek, ale z µ = 0.
Dla wielopunktowych metod ró»nicowych pokazano »e maksymalny rz¡d me-

tody A-stabilnej to 2, przy tym metoda A-stabilna musi to by¢ niejawna.
To ostatnie ªatwo uzasadni¢. Mianowicie, tworzymy wielomian

Pµ(s) =

k∑
j=−1

(aj − µbj)sk−1.

A-stabilno±¢ wymaga by pierwiastki wielomianu Pµ byªy co do moduªu ograni-
czone przez 1 dla dowolnego µ. Jednak»e, dla metody jawnej wspóªczynik Pµ
przy najwy»szej pot¦dze to 1, a wi¦c A-stabilno±¢ implikuje »e wspóªczynniki
Pµ s¡ ograniczone. Jednak wida¢ »e to nie jest prawd¡, czyli nie ma jawnych
A-stabilnych metod ró»nicowych.
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